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PRÉFACE 


L'’essor rapide des techniques nouvelles fait . que l'exploration 
dans le domaine technique fait accroître sans cesse l'intérêt porte 
aux échanges de chaleur et de masse. 

Pour l° efficacité et la fiabilité des moteurs thermiques (moteurs- 
fusées, moteurs atomiques, réacteurs à plasma, générateurs magnéto- 
hydrodynamiques, etc.) l’organisation correcte du système de refroi- 
dissement de la veine du moteur est essentielle et parfois décisive ; 
or, ceci est en définitive déterminé par la süreté des méthodes de 
calcul des échanges de chaleur. La résolution de nombreux problè- 
mes de la technique cosmique (protection thermique, système d'’as- 
surance de la vie), de la technique d’aviation (barrière thermique des 
vitesses hypersoniques du vol), de l’énergétique (centrales thermi- 
ques à paramètres supercritiques) est indissolublement liée aux 
réalisations de la théorie des échanges thermiques. 

La théorie des échanges de chaleur et de masse est une des bran- 
ches importantes de la physique industrielle. Elle s'inspire des dis- 
ciplines telles que la physique, la thermodynamique et la dynamique 
des gaz. 

L'apport des savants soviétiques dans ce domaine est d'une gran- 
de importance; il faut signaler entre autres M. Kirpitchev, M. Mi- 
khéev, A. Goukhman, G. Kroujiline, S. Koutatéladzé, A. Lrkov. 
B. Pétoukhov, D. Labountsov, V. Ievlev, V. Avdouevski, A. Jou- 
kauskas, V. Soubbotine. 

L'école soviétique de la théorie des échanges thermiques est créée 
et se développe avec succès dans les centres de recherche et établis- 
sements d'enseignement supérieur pilotes de l’'Ünion Sovietique 
(Institut Energétique de Moscou, Institut d’Aviation de Moscou, 
Ecole Technique Supérieure de Moscou, Institut de Physique Techni- 
que de Moscou, Institut du Génie Chimique de Moscou, etc.). 

Cependant, l'essor impétueux de la théorie défini en premier lieu 
par les impératifs de la nouvelle technique fait que pratiquement tout 
nouveau manuel, même le plus récent, est incapable de refléter les 
dernières acquisitions dans le domaine des échanges thermiques 
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et d'initier aux méthodes modernes de calcul adoptées dans les 
Bureaux d’Etude. 

Aussi, les auteurs, en exposant les principes théoriques, ont-ils 
tenté de tenir compte de dernières tendances dans ce domaine. Ainsi, 
dans la partie traditionnelle de la « Conductivité thermique » ils 
ont donné une description assez détaillée aussi bien des méthodes de 
résolution numérique des équations différentielles, que des métho- 
des analytiques générales. 

La partie « Echanges thermiques par convection dans un milieu 
homogène » est fondée sur la théorie de la couche limite thermique 
qui ces derniers temps connaît un développement intense. Les for- 
mules critérielles empiriques ne sont mentionnées que dans les cas où 
la théorie de la couche limite ne suffit plus (dans la zone du décol- 
lement de la couche limite, lors du contournement transversal des tu- 
bes, de l’écoulement des fluides dans des tubes rugueux, etc.). 

Les auteurs ont envisagé les processus des échanges thermiques 
dans le cas des vitesses supersoniques et hypersoniques et des réac- 
tions chimiques. La méthode de la protection thermique et chimique 
(refroidissement par film et par paroi poreuse), décrite avec des détails 
suffisants, est d’un grand intérêt pour les nouvelles techniques. 

Dans le chapitre « Echange de chaleur par convection libre » est 
inclue la description des méthodes de résolution numérique du systè- 
me d'équations différentielles. 

La partie « Echange de chaleur lors du changement de phase » 
utilise les dernières réalisations dans ce domaine, y compris les 
résultats des recherches poursuivies à la chaire de Thermodynamique 
et de Transmission de Chaleur à l’Ecole Technique Supérieure Bau- 
man de Moscou. 

Le manuel, rédigé par un groupe de collaborateurs de la chaire, 
profite de l’expérience acquise par de nombreuses années d’enseigne- 
ment de la Théorie des Échanges de Chaleur et de Masse aux diverses 
Facultés de l'Ecole Technique Supérieure Bauman de Moscou. 

Les chapitres Ifet II sont dus à M. Samoïlov, chargé de cours, 
candidat ès sciences techniques; les $$ III.1 à I11.10, à I. Kojinov, 
candidat ès sciences techniques; le chapitre IV, & VI.6, VI.2.2, 
VI.2.5, VI.2.7, VI.4.2, VI.7, VI.8, VIII.1.7, VIII.1.8, VIII.2.2, 
VIII.2.3, VIII.2.4, à A. Léontiev, professeur, docteur-ingénieur ; 
le chapitre V, à S. [ssaev, chargé de cours, candidat ès sciences tech- 
niques ; $$ VI.1, VI.2 (sauf $$S VI.2.2, VI.2.3, VI.2.7), $$ VI.3, VI.4 
(sauf $ VI.4.2), à E. Chichov, chargé de cours, candidat ès sciences 
techniques; $$ VI.5, X.1, X.2, X.3, X.4, à V. Kofanov, charge de 
cours, candidat ès sciences techniques; le chapitre VII, $$ IIf.11, 
J11.12, à G. Pétrajitski, professeur, docteur-ingénieur; $$ VIII.1 
(sauf $S$S VIII.1.7, VIII.1.8), à V. Nikitine, chargé de cours, candi- 
dat ès sciences techniques; $$ VIII.2 (sauf $$ VIII.2.2, VIII.2.3, 
VILL.2.4), $$S XE.1, XI.2, IX.3, à B. Mironov, chargé de cours, candi- 
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dat ès sciences techniques; $ IX.4, à V. Khvostov, chargé de cours, 
candidat ès sciences techniques. 

Pour conclure, les auteurs expriment leur profonde gratitude 
à S. Koutatéladzé, de l’Académie des Sciences de l’U.R.S.S., et 
à V. Motoulévitch, professeur, docteur-ingénieur, qui ont bien voulu 
faire part deleursconseils précieux. Les auteurs serontreconnaissants 
pour toute remarque et suggestion qu'ils prient d'adresser à Moscou, 
K-51, Néglinnaïa oulitsa, n° 29/14. 


Les Auteurs 


INTRODUCTION 


La théorie des échanges thermiques a pour objet l'étude de la 
propagation de la chaleur. Cette propagation se présente sous trois 
formes principales: conduction, convection et rayonnement. 

On appelle conductivité thermique le transfert moléculaire de la 
chaleur dans un milieu continu. Ce processus apparaît dans un milieu 
à distribution irrégulière de la température. La chaleur est alors 
transmise par contact immédiat des particules de température diffé- 
rente, ce qui définit l'échange d'énergie entre les molécules, les ato- 
mes et les électrons libres. 

La convection est le transfert de chaleur par les volumes de gaz 
ou de liquide se déplaçant dans l’espace. L’échange de chaleur entre 
un liquide ou un gaz et la surface d’un corps solide s'appelle échange 
de chaleur par convection. 

Le rayonnement thermique est le processus de propagation de la 
chaleur avec les ondes électromagnétiques. Cette forme de transfert 
est conditionnée par la transformation de l'énergie interne de la 
matière en énergie de rayonnement, la transmission de ce dernier et 
son absorption par la matière. 

L'échange de chaleur dû simultanément au transfert par rayonne- 
ment, conduction et convection se nomme échange par rayonnement et 
convection. Si la chaleur est transmise par conduction et rayonne- 
ment, on dit que cet échange se fait par rayonnement et conduction. 
Le processus d'échange de chaleur entre deux fluides caloporteurs 
(milieu en mouvement utilisé pour le transfert de chaleur) séparés par 
une paroi solide s'appelle transfert de chaleur. 

Dans la nature et dans la technique, de nombreux processus 
d'échange de chaleur sont rendus plus compliqués par l’échange de 
masse, les transitions de phase ou changements d'état, les réactions 
chimiques à la surface du corps et au sein du fluide caloporteur lui- 
même. L'objectif principal du présent manuel est précisément l'ex- 
posé des principes de la théorie moderne des échanges de chaleur et 
de masse, et de leurs applications pratiques en technique. 


PREMIÈRE PARTIE 


CONDUCTIVITÉ THERMIQUE 


CHAPITRE PREMIER 


GÉNÉRALITÉS 


$ I.1. Champ thermique. gradient thermique 
et loi de Fourier 


On appelle champ thermique d’un corps ou d'un système de corps 
l’ensemble des valeurs de la température enregistré dans son volume 
à un instant envisagé quelconque. L'expression mathématique du 
champ thermique est donnée par l'équation F (f, x, y, z, t) = 0. 

Dans la pratique technique, l'intérêt est porté aussi bien sur les 
champs thermiques non stationnaires que stationnaires. Le premier 
d’entre eux varie dans l’espace et le temps, lalors que le deuxième 
n'est fonction que des coordonnées. 

La variation du champ thermique dans un espace s'observe seule- 
ment dans les directions qui coupent les surfaces de mème tempéra- 
ture (surfaces isothermes), cette variation étant la plus marquée dans 
le sens de la normale à la surface isotherme (fig. I.1). 

La limite 

lim At/An=1,0t.on= gradt (1.1) 

An—0 
s'appelle dans la théorie des échanges thermiques gradient de tem- 
pérature ou gradient thermique, où 1, est le vecteur unité de la nor- 
male; nr, la normale à la surface isotherme. Le cradient thermique 
est un vecteur dirigé suivant la normale à la surface isotherme, numé- 
riquement égal à la dérivée partielle de la température dans cette 
direction. Il est d'usage d'admettre que grad t est positif s’il est diri- 
ge dans le sens où la température croît. 

En 1804 le physicien français Biot a émis l'hypothèse d’après 
Jaquelle la quantité de chaleur qui passe par toute surface isotherme 
d’un solide, d’un gaz ou d’un liquide fixes dans la direction d'une 
autre surface isotherme, doit être proportionnelle au temps, à la 
surface de l’aire isotherme, à la différence de température et inverse- 
ment proportionnelle à la distance entre les surfaces considérées. 
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L'expression mathématique de ce qui vient d'être dit s’écrit 
d°Q. = —Àl,ôt/ôn dF dx *), (1.2) 


où Q, est le vecteur de la quantité de chaleur qui passe par le corps, J ; 
À, la conductivité thermique, W/(m-K); F, la surface (fig. [.1) per- 
pendiculaire à la surface isotherme, m°. 


cosæ=cos{n.t}) 


Fig. 1.1. Illustration de la définition du gradient thermique ct de l énonce de 
la loi de Fourier 


Bien que la formule (1.2) généralise l’hypothèse de Biot, elle est 
connue comme la loi de Fourier. 


La grandeur 
d'Q, _ dQ ot 
= Fée Mn ne Li 
où Q — < est le vecteur du flux thermique, J/s; q s’appelle dans 


la théorie des échanges de chaleur densité du flux thermique, W/m°. 
La figure I[.1 montre que la dérivée de la température dans la direc- 
tion / est associée au gradient thermique par la relation évidente 


dt at 
Tr = 3 cos (n, L), (I.4) 


où cos (7, L) est le cosinus de l’angle entre la normale à la surface 
isotherme x et la direction L. 


. *) Le signe « moins » de (1.2) est introduit parce que d'après la deuxième 
joi de la thermodynamique le vecteur de la quantité de chaleur doit être orienté 
dans le sens de la température croissante. 
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Notons, d'autre part, que la dérivée de la température dans la 
direction / se calcule à l’aide des dérivées de la température par rap- 
port aux coordonnées cartésiennes d’après la formule 


dt at ot ot = 
ar = 57 998 (x, l)+-- cos (y. l)+-—cos (z, l), (L.5) 


où cos (x, L), cos (y, L) et cos (z, L) sont les cosinus des angles entre la 
direction Let les axes des coordonnées zx, y, z. 
Compte tenu de (1.4), la loi de Fourier I.2 peut s’écrire 


dQ = —à ds, (1.6) 
où ds = dF cos (n, l) est l’aire élémentaire perpendiculaire à la direc- 
tion L. 


$ I.2. Conductivité thermique des matériaux 


La conductivité À de la formule (1.2) est du point de vue mathe- 
matique le coefficient de proportionnalité, dont le rôle consiste dans 
l'égalisation des dimensions des premier et deuxième membres de 
la loi de Fourier, et qui est mesurée en W/(m-K). 

Du point de vue physique, la conductivité est une caractéristique 
thermophysique du matériau. Pour des matériaux différents et mé- 
mes gradients thermiques, surfaces F'et temps t, la quantité de cha- 
leur qui passe par le corps est déterminée seulement par À. Plus la 
conductivité thermique est grande, plus le pouvoir du matériau de 
faire passer la chaleur est fort, et inversement. En d’autres termes, la 
conductivité est le paramètre thermophysique qui détermine le pou- 
voir des corps de faire passer la chaleur. 

Pour le même matériau la marge de variation de la conductivité 
est assez large, l'allure de cette variation étant définie par plusieurs 
facteurs, dont la température, le taux d’impuretés, la présence de 
l'humidité, la pression. Généralement, la dépendance de À de ces 
facteurs ne se prête pas à une analyse rigoureuse, ce qui fait que la 
source principale des valeurs de conductivité dignes de foi est encore 
l’expérience. 


Conductivité des métaux et des alliages (fig. I.2). Elle varie de 2 à 
450 W/(m-K), étant la plus grande pour l'argent et la plus petite pour bismutb. 
À mesure que la température croît, À diminue pratiquement pour la plupart des 
métaux purs, l'exception n’étant faite que pour le cobalt, le béryllium et quel- 
ques autres métaux. 

La conductivité thermique des métaux, tout comme leur conductivité élec- 
trique. est déterminée surtout par la diffusion des électrons libres. 

Comme le montre la figure 1.2, la dépendance de la conductivité thermique 
des alliages métalliques par rapport à À température est assez compliquée. 
À dépend fortement de la présence des impuretés. D'habitude, dans un méta. 
pur même un taux négligeable d'autres substances réduit brusquement non 
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seulement sa conductivité thermique, mais aussi modifie de la façon la plus 
inattendue la relation entre À et la température. 

La conductivité thermique des liquides (fig. 1.3) varie de 0,1 à 0,7 W/(m-K). 
Pour tous les liquides, sauf tu et la glycérine, elle diminue avec la croissance 
de la température. 


À, WI/(M.K) 


450 


400 


350 
250 
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Mgr our | 
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Fig. 1.2. Variation de la conductivité thermique des métaux et de leurs allia- 
ces en fonction de la température 


Pour les matériaux de construction et les isolants thermiques ou calori- 
fuges (fig. 1.4) la conductivité thermique varie de U.023 à 2,9 W/(m-K} et 
augmente avec la croissance de Ja temperature. 

Dans les cas courants. les matériaux à densité volumique plus grande ont 
une conductivité plus élevée, celle-ci dépendant également de pe structure du 
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matériau, desa porosité et de son humidité. La conductivité des matériaux humi- 
des est sensiblement plus élevée que celle des matériaux secs et de l'eau, pris 
isolement. 

Les matériaux à basse valeur de la conductivité thermique [inférieure à 
0,25 W/(m-K)] sont dits calorifuges. 


À, WI(M.K) 


—— —?_| | 
0,10 1 LOT LOT OT Li bre 
0 20 80 120 160 


Fig. 1.3. Variation de la conductivité thermique de certains liquides en fonc- 
tion de la température: 


1— huile de vaseline; 2 — benzène; 3 — acétonc; 4 — huile de ricin; 5 — éthanol; 
6 — méthanol; 7 — glycérine; 8 — eau 


La conductivité thermique des gaz (fig. 1.5) augmente assez vite avec la 
croissance de la température : elle varie environ de 0,006 à 0,1 W/(m-K). L’ex- 
er n’est faite que pour l'hydrogène et l’hélium, dont la conductivité est de 
5 à 10 fois inférieure aux autres gaz. 

D'après la théorie cinétique, dans laquelle le gaz est envisagé comme un en- 
semble des molécules animées d’un mouvement chaotique incessant, la conduc- 
tivité thermique est déterminée par la relation 


À = wlce,p/3, (1.7) 


où w est la vitesse moyenne de déplacement des molécules; £, le libre parcours 
moyen des molécules. 
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Avec l'augmentation de la pression le produit {p reste constant, la conducti- 
vité thermique des gaz dépend donc peu de la pression. L'exception ne porte que 


sur des pressions tres faibles (inférieures à 0,3 MPa) et trè< fortes (superieures à 
200 MPa). 


(e) 100 200 °C 


Fig. 1.4. Variation de la conductivité thermique des matériaux de construction 
et calorifuges 


1 — air; 2 — laine minérale: 5 — laine de laitier: 4 — newell; 5 — sovélite: 6 — brique 
de diatomie ; 7 — brique rouge; 8 — brique de laitier et de béton, 9 — brique alumineuse 


La vitesse moyenne du déplacement des molécules dépend de la température 


w — V3RyT/u; donc, d’après la théorie cinétique élémentaire des gaz, À — 
PJ TO. 


Des résultats plus précis sont donnés par Ja formule d'interpolation 
À = Ào (7/273)SP, (1.8) 


où À est la conductivité à T = 273 K. 

La conductivité de la vapeur d'eau et d’autres gaz réels qui diffèrent sen- 
siblement des gaz parfaits, depend fortement aussi de la pression. 

La conductivité thermique des mélanges des gaz ne respecte pas la loi d'ad- 
ditivité et se détermine genéralement à partir des données expérimentales. 


$ I.3. Equation différentielle 
de la conductivité thermique 


C’est le premier principe de la thermodynamique exprimé sous 
une forme mathématique et appliqué aux corps dont l'interaction avec 
le milieu ambiant ne s'accompagne pas de travail extérieur quel 
qu'il soit. 


$ 1.3] ÉQUATION DIFFERENTIELLE DE LA CONDUCTIVITÉ 45 


Pour composer cette équation, examinons un corps chauffé irré- 
gulièrement représenté sur la figure I.6. Soient S la surface de ce 
corps et V son volume. 


Fig. 1.5. Relation entre la conductivité thermique et la température de cer- 
tains gaz 
1 — vapeur d’eau; £ — gaz carbonique: #8 — air, 4 — argon, $ — oxygène; 6 — azote 


Si pour une raison quelconque, la température du corps change et 
devient différente de l’ambiante, entre le corps et le milieu s'amorce 


l'échange de chaleur. 
Pour ce cas le premier principe de la thermodynamique s'écrit 


Qp + Qv = AU +L, (1.9) 
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où Q, est la quantité de chaleur reçue ou émise par la surface du corps ; 
Qy, la quantité de chaleur dégagée ou absorbée par le corps sous 
l’action des sources internes (ou des écoulements) de la chaleur: 

AU, la variation de l'énergie interne, et L, le travail réalisé par le 


L4 


Fig. 1.6. Jlustration pour déduire l'équation différentielle de la conductivité 
thermique 


corps sur le milieu ambiant, ou inversement. Par définition adoptée 
le travail mécanique est nul: L = 0. 
La quantité de chaleur Q, peut se calculer d’après la formule 


Qp = dQ dr, (1.10) 
S 0 


et Q,- d’après la relation 
T 


Qr= | [av dv dr. (1.11) 
V 0 
où gy est la puissance spécifique des sources internes (écoulements) 
de la chaleur, W/m*. 
La variation de l'énergie interne du corps 
T 
ôt 

AU = | Î cv pe dV dr. (1.12) 

v 0 


Compte tenu des équations (1.10), (1.11) et [([.12), l'équation 
(1.9) devient 


( dQar+ | gvdv dr = | | evo 2 av dr. (1.13) 
: ÿ 0 Ÿ 0 


S 0 
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Conformément aux formules (1.5) et (1.6), le premier terme du 
premier membre de (1.13) peut être développé de la façon suivante 


\ aQ à = — | [A SE cos (x, 1)+ 
0 


S 0 S 
ôt ôt L 
+2. cos (y, 1)+A cos (z, | aS dt. (1.14) 
En appliquant à (1.14) la transformation d’Ostrogradski, on 
obtient 
( (ro ôt ô ôt 
ffaou-( fifi) ()+ 
S 0 ÿ 0 
() dt \ 
+ (15) | dV dx. (1.15) 
En portant ensuite (1.15) dans (1.13), on a 


À | , 
jilwt-£(#)-2 8) 


À (a #) —_ y | dV dx =0. (1.16) 


Si toutes les caractéristiques de (1.16) sont des fonctions conti- 


nues des coordonnées et du temps, lorsque l’intégrande est nulle, 
l'intégrale s’annule. Donc 


co (+ (R SE) +2 (SL) ae (D 


(1.17) s’appelle équation différentielle de Fourier-Kirchhoff; en 
un point quelconque du corps elle associe les variations temporelles 
et spatiales. 


Lorsque la conductivité thermique est constante, l'équation (1.17) 
devient plus simple 


ôt o?t dt , 0°! qy 
re Fast me) + Cyp ? ee 
où a = À/(cyp) est la conductivité thermique à volume constant, m°/s. 
La diffusivité thermique qui figure dans (1.18) est un paramè- 
tre thermophysique. Elle caractérise le pouvoir du matériau d’égali- 
ser la température. Ceci signifie que les corps possédant une diffu- 


sivité plus élevée s’échauffent (se refroidissent) plus vite que ceux 
pour lesquels elle est plus faible. 


La diffusivité thermique varie de 1,4-10-7 pour les huiles 
à 0,2*10$ m°/s pour l'argent. 


2— 01289 
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(1.18) est une équation différentielle linéaire aux dérivées partiel- 
les du deuxième ordre de type parabolique. Pour des corps aniso- 
tropes, dont la conductivité thermique dépend de la direction, l’équa- 
tion de Fourier-Kirchhoff se met sous la forme 


3 
ôt 9 ôt 
CvP = FT (42) + gqv. (1.19) 
i=1 
Si dans un corps anisotrope les grandeurs À; et c- ne dépendent 
pas de la température, la transformation x, = x, a ramène l'équa- 


tion (1.19) à la forme (1.18). 


a) b) 


Fig. 1.7. Coordonnées cylindriques (a) et spheriques (b) 


L’équation différentielle de la conductivité thermique (1.17) 
s'écrit 
en coordonnées cylindriques (fig. [.7, a) 


cp = ar (Ar) Feet 
Es (S)+S (a H)+a (20) 


et pour À =-const 


ot o*t | 1 ot | 1 oft 0°t qv 
a or* r ôr r* 0° me ) " cyp ? (1.21) 


en coordonnées sphériques (fig. 1.7, b) 


ot 0 —) 2, ôt 1 0 ot 


pp or LA er) de or ame (M ep) 
1 ) : ot 
+ r* sin Ÿ æ (snvs)+e 0:42) 
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ot 


et pour À = const 


ot 0“t 2 ot 1 o?t 
ma eg ee + 


r or 
4 ô : ot \ qv 
F-Fsiny 0p (sin v 7 }1+ es 


$ I.4. Conditions d’univalence 


L’équation (1.17) obtenue au $ I.3 décrit une multitude de phéno- 
mènes de conductivité thermique. Pour en dégager un et établir sa 
description mathématique complète, il faut ajouter à (1.17) les con- 
ditions d’univalence qui incluent les conditions géométriques, phy- 
siques, temporelles et aux limites. 

Les conditions géométriques déterminent la forme et les dimensions 
du corps, siège du processus envisagé. 

Les conditions physiques sont définies par les paramètres thermo- 
physiques du corps À,, c. et la distribution des sources de chaleur 
internes. 

Les conditions temporelles (initiales) indiquent la distribution de 
la température à l’instant initial, 

Les conditions aux limites décrivent les traits particuliers de la 
marche du processus à la surface du corps. Elles varient suivant 
le mode de leur donnée. 

Conditions aux limites du I genre. Dans ce cas on donne à chaque 
instant la répartition de la température à la surface du corps 


tp = f (Zps Yps Zpr Vs (1.24) 


où ?) est la température à la surface du corps; x,, y», 2p, les coordon- 
nées à la surface du corps. 

Dans le cas particulier où la température de la surface du corps 
ne change pas dans le temps, t, = f (z», Y», 2p), et si elle est constan- 
te suivant toute la surface, it, — const. 

Conditions aux limites du 11° genre. Pour chaque point de la sur- 
face du corps et à chaque instant on donne la densité du flux ther- 
mique, c’est-à-dire 


Gp = À (Tps Yps 2pr Te (1.25) 


Dans un cas particulier, dans celui par exemple de chauffage des piè- 
ces métalliques dans des fours à haute température, qg, = const. 
Conditions aux limites du IIIe genre. On donne les températures 
du milieu t, et les conditions d'échange de chaleur de ce milieu avec 
Ja surface du corps. 
L'échange de chaleur entre le milieu et le corps est un processus 
de complexité exceptionnelle et dépend de nombreux facteurs. Dans 
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la deuxième partie du livre on l’étudie de près. Pour décrire l’inten- 
sité de cet échange, on utilise l’hypothèse de Newton-Riehman d’a- 
près laquelle 


dp = a (tp — to), (1.26) 


où « est le coefficient de proportionnalité, appelé coefficient de 
transmission de chaleur, W/(m°-K). 

En vertu de la formule (1.26), ce coefficient est égal en valeur 
à la quantité de chaleur émise ou absorbée par unité de surface d’un 
corps par unité de temps pour un écart de température d’un degré 
entre la surface et le milieu ambiant. 

Compte tenu de (1.26) et (1.3), la condition aux limites du IITe 
genre s'écrit 


0 
_ = + (tp—to). (1.27) 


Lorsque le coefficient de transmission de chaleur est grand (par 
exemple, lorsqu'un liquide est en ébullition à la surface d’un corps), 
les conditions aux limites du III° genre deviennent conditions aux 
limites du Î® genre, puisque dans ce cas la température à la sur- 
face s’égalise pratiquement avec celle du liquide. 

Conditions aux limites du IVe genre. Elles s’énoncent en partant 
de l'égalité des flux thermiques qui passent par la surface de contact 
des corps, c’est-à-dire 

ôt 
1 on 


ot 
= À a (1.28) 

Lorsque le contact thermique est parfait, au droit de contact les 
deux corps ont la même température, c’est-à-dire les isothermes pas- 
sent incessamment d’un corps dans l’autre, les gradients thermiques 
en ces points vérifiant la condition (1.28). 

L'équation différentielle (1.17) et les conditions d’univalence 
donnent une description mathématique complète d’un problème 
concret de conductivité thermique. Ce problème peut être résolu par 
la méthode analytique, numérique ou expérimentale. Dans ce der- 
nier cas on recourt à la similitude physique ou aux analogies. 


pe 


CHAPITRE II 


CONDUCTIVITÉ THERMIQUE STATIONNAIRE 


$ II.{. Equation différentielle générale du champ thermique 
unidimensionnel pour un mur plan et un cylindre indéfinis, 
ainsi qu’une sphère 


En régime stationnaire, le champ thermique ne dépend pas du 
temps ôt/ôt — 0 et l'équation différentielle de la conductivité 
thermique (1.17) devient 


LU) (EE (en Qu 


Examinons quelques cas lorsque la température dépend d'une 
seule coordonnée. 

Mur plan indéfini (fig. II.1). C'est un corps délimité des deux 
côtés par des plans parallèles à grande étendue dans les directions 


Fig. 11.1. Mur plan indéfini 


y et z. Si les parois latérales du mur plan indéfini sont isothermes, 
les variations de température dans ce mur suivant les axes y et z 
peuvent être négligées (0t/0y = 0t/0z = 0), et l'équation différen- 
tielle de la conductivité (11.1) se met sous la forme 


(AS) +av=0. (1.2) 
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Un corps de forme cylindrique (fig. [1.2) à grande longueur sui- 
vant l’axe des z s’appelle cylindre indéfini ; il peut être plein (R, = 0) 
ou creux (À, = O). 


/ 


RRIIKIHIKHIKKK 


Ç 
Fig. 11.2. Cylindre creux indéfini 


Pour les cylindres plein ou creux, lorsque les surfaces intérieures 
et extérieures sont isothermes, on a 0t/0z = 0t/ô@ = 0, (r° = x° + 
+ y*) et l'équation différentielle de la conductivité devient 


1 d dt 
(A) +ar = (IL.3) 


Fig. 11.3. Sphère creuse 
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Dans le cas des surfaces intérieure et extérieure isothermes des 
ôt ot 


sphères creuse et pleine (fig. I[.3), on a ne CFE 0 (r° = x° — 
+ y* + z°). Aussi, pour ce cas, l’équation différentielle de la conduc- 
tivité thermique db: 

2.5 

++ (ra SE) +7 =0. (IL.4) 

On remarque sans peine que les équations différentielles de la 

conductivité thermique ([1.2), (IT.3) et (I1.4) peuvent être réunies en 
une seule 


ge (LAS) +av =0, (11.5) 


où & est la coordonnée généralisée. 

Pour & = x (n = 0), l’équation différentielle (11.5) se transfor- 
me en (11.2); pour & = r (nr = 1), en (II.3); et pour & = r (nr = 2), 
en (II.4). 


$ IL.2. Champ thermique dans un corps à source 
de chaleur interne permanente dont la puissance spécifique 
est fonction arbitraire de la coordonnée 


Dans le cas des sources internes de chaleur dépendant de la coor- 
donnée la solution générale de l'équation différentielle unidimension- 
nelle de la conductivité thermique (I[1.5) est de la forme 


EC: | _ + C:— | _. [ qgv£" dE, 


et pour À = const 


ri=n 4 dt he 
= Ci + Co | ++ art dt, (IL.6) 


où C,et C: sont les constantes d'intégration. 

Supposons qu’aux surfaces d’un corps l'émission de la chaleur 
est définie par les conditions aux limites du IIIe genre. Alors, pour 
calculer les constantes d'intégration de (11.6), on peut composer le 


système 

rs Le on + (Eos — tp) | (IL.7) 
= — re to), 

où @1 5 lo15 &e ; loc Sont les coefficients de transmission de chaleur et 


les températures des milieux qui baignent les surfaces du corps: 
E1 et Ge, les coordonnées généralisées des surfaces du corps; ép1, tp; 
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les températures inconnues des surfaces. En portant dans (II.7) la 
solution générale (11.6), le système devient 


C dA (e rt 
m leu + (tu — An C2 Ait); 
II.8 
Le Te — —+ (c ET? + Cat A fi 
te d [tete TR NT An 27 02 t=ta) » 
où 
1 ( a 
À= + | _. | avt" dt. (IL.9) 
La résolution du système (II.8) entraîne 
À dA À GA 
c _ for for Aquge At Po 7 lun Ta ri (11.10) 
1 qi RE: 
G1bi a G2ko 
et 
. À és dA 
Ce=Ci | = a Méibres a Lune O1) 


En portant (11.10) et (II.11) dans la solution générale (II.6), on 
obtient la formule du champ rs dans le corps 
À dA 
to Apt a. AT = (te — Loi + Ages — Ages 1 + 


À dA À dA TT 
24] +24) je [A—R)+ 


+Mati—ti"/(A{—n)], (12) 
où À — 1/ [ rs de + —— | est le coefficient de trans- 


Œebo 
fert de chaleur. 
En dérivant (11.12) par rapport à la coordonnée & et en portant 
la dérivée ainsi obtenue dans la formule de la loi de Fourier ([.3), 
on ss . formule de la densité du flux thermique 


qg—= ie + (£o2 — Los + Aj=t: = At=t n A 


À dA À dA 
+ butée ) . (11.13) 


Comme nous l’avons déjà noté, avec &æ —> ©, les conditions aux 
limites du IIIe genre se transforment en conditions aux limites du 


Æ 
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Tableau II. 


Formules du champ thermique et du champ de la densité 
du flux thermique d’un mur plan indéfini pour g,; —const (fig. 11.1) 


n° Conditions aux 
d'ordre 


limites Formules 


2x TS (1 +") |; 
| 


1 |du I genre aux 
Surfaces z—0 et 


+ [1 


a nu: 


z=1l g— Uni tp2) [1— qui° (+= | 
l À (tp1— tp2) 2 l 
qvË ( 1 4 
ne it: 
Loi — À À (£01— L02) 2 Bi: 
2 [du III genre aux its AÀ/Bn+titi/Bl X 
surfaces z—0 et : 


z= ll 


x (ti) es DEEE 


qgyl° 1 Æ. 
= À (£o1 — to2) (+55) Fe 
1/Bi+1+14/Biù 
qyl? 


4 
Fes (D) |’ 


où Bi, —@l/À et Bi; =@.l/À sont les nombres de 


À (to1 — to2) 


q= n 


Biot 
l E x? 
3 |du II° genre à la tp (1— +)+ (1— F =): 
surface z—0 et _— 
du 1° genre à la q—= or gqv 
surface z—l 
2 
4 |du Ir genre à la i—t= + a Le (1— S) |: 
surface z—0 et 
du II° genre à la g—=qi—qvl(1—z/l) 
surface z—! qui 4 4 
5 [du Ir genre à 1 pi 7 je (tp1 — to2) TER), 
A lits 4 U+1B) 
surface z—0 et du pi tos 


III genre à la sur- 
face z=— 1 


= n 


qui 
* 22 (£p1 — 102) 


£ CS 

(+) 
dj ve (+ sx) 

À (£p1 — to2) | À (pi —to2) \ 2 Bi: . 
THB 


(F)] 


IL qyl* 
"À (tp1— to) 
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Tableau II.I (suite) 


Formules 


n° Conditions aux 
d'ordre limites 


(+ 1 
toi — t .. 2X (to1 — tp) +ÿi) 


6 |du III° genre à la — - + 
surface z—0 et du| ‘17 P2 1+1/Bi . . 
I‘r genre à la sur- | qvl° (+): 
face z — | 24 (£o1 — tpe) Î 
À — qyvl* 
qg—= À (to1 — tp2) | 2À (to1 — pe) À 
l 1+1/Bi;, 
(+) 
æ À (fo1 — tp2) l | 
7 [du Il° genre à la to (a+) + 
À Bi, l 
surface z—0 et du - à , | 
111€ genre à la sur- LAS (+): 
face r —! 2À Bi, 
= Go +qvz 
l 1 12 
8 [du itie genre à la [to —t 7 (++) -5 (224 
À Bi, l 2A l 
surface x—0 et du 9 7? 
11° genre à la sur- FE ] ; 
1 l° 


face z =! 


Tableau 11.2 


Formules du champ thermique et du champ du flux thermique 
linéaire pour un cylindre creux indéfini avec g,; —const (fig. 11.2) 


0 | : 
d'ordre Fe " Formules 
4 |du Ir genre aux G [+ TZ re j (1-7) ] X 
surfaces r—R, et tpi— pi — tp2 1 
— RAR, 1 7 a o 
Eu: “ ne. quRi (1-7) 
1n Ra 4 (tp1 — tp) R° | 
Ri 
9 = 


dr  In(R./R)) 


__qvRi _R | 2 
x Ét+r (1 LE LE 
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Tableau [1.2 (suite) 


n Conditions aux 
d'ordre limites 


Formules 
D CE Dr 
surfaces r—R, et| 9! 02 (£o1 — Lo2 
da Rp) 
X (TER RS BE 


1/Bi,+iln (r/R:) “' 
1/Bi, + In (R2/R;) +1/Bi: 


qvR? 
éme (5 +): 


27À (to1 — {92) se 
1/Bi,+iln (R:/R;)+1/Bi 


RM. R—p)| 


+ xqvyri, 


Qi= 


sont les nombres 


où Biy=-2A ot Bi, — 


Aa R3 
À: À 
de Biot 


2 2 
3 |du 1I° genre à la|t—tp: = IA (otre )— 
surface r +R, et 2 4 i 


du Ir genre à la qrifù à 
surface r=R; À R, 


qvR? r° 
Q=2a[anm HS (1-7) ]. 


où gr, est la densité du flux thermique rapportée 
à la surface intérieure 


4 du I°r genre à la pi —t= À In R; 4 
surface r—R,; et | | 
du 11° genre à la ARE LL 
surface r = R: 


où gr, St la densité du flux thermique rapportée 
à la surface extérieure 


TE ——_—_—_——— 1 —————— 
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Tableau II.2 (suite) 


n° Conditions aux | 
d'ordre limites Formules 
5 |du I°r genre à la His fi RE x 
surface r—R, et tp — tos (tp1 — to2) 
du 11I° genre à la x (1) ]* 
surface r—R, 1 Biz: À; 
In(r/R;) ______qvR? (1— ne \. 
1/Bi,+ In (R:/R1) 4h (tp1 — 02) F) ’ 
Qu = 2H (tp1 —to2) 
1/Bistin(R;/R5) 
quR; 
x [4 Tu 
TA (£p1 — t02) 
RE 2 R3 | 
x (iris re) + rave 
6 [|du III genre à la me + EN ET — 
surface r—R, et . p2) 
du jer genre à la k . ) lobes 1/Bi,+iln (r/R;) a 
surface r=R; FR Bi, 1/Bi, + ln (R./R:) 
qvRi ee _ 
4} (toi —tp2) \Bù IH .) | 
Q = 27X (to1 — tp2) ke 
Hunes 
__GvRi ( _R3 2 
+ sqyri 
R 
à an ne à ne (+ 
surface r—AR, et £ : : 
du II1° genre à la x (21n7- ES  — =) : 
surface r—R; +R . Bi: se Bi, 
Qi= 27 Lan Ps —< HA (47 #) | 
GRR: f 1 : 
g |du III genre à la | {1 —t — + : Gt TA X 
surface r—AÀR; et fe à 1 Ne , 
du II° genre à la X (25 0x Ati ni — HE) ; 
surface r—R; Rj R} " ft Bir 
av Ri rè 
Q= 27 Forsre= * Z. (# #). 
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Tableau I1.3 


Formules du champ thermique et du champ du flux thermique 
d’une sphère creuse pour gy—const (fig. 11.3) 


n° Conditions aux 
d'ordre limites Formules 
R: 
2 + 4 RER 
4 |du IT genre aux tot LT Cu—pe CD, 
surfaces r—R, et tpi—tp2 R:lRi—1 
nn X(Ro/Ri— Ralr) — __qvRi 
co NE GX (tp1—tp2) Le 
r° 
x (tr): 
pren St __4TAR (tp1 —tp2) 
PE RRt  * 


qvRi a 4 
x [+ RER | + nor 
— R: 
2 [du III genre aux |: | qvÂi > 
surfaces r—A, et Loi — Los | FER 9 
Fe _R 2 2 KR) 
(ie re) J* 
(1/Bi1) Re/Ri + RalRi—1+1/Bie 
ns qyRi Re rs |. 
GX (£o1 — to2) (1 ] | 
Q= HR (onto) 
— (4/Bù) RlRitRelR—1+1/Bè 


ri | _R 22 
[tas : Fi 


R3 & 
x) Jr uvre, 


où Bi, =@R1/À et Bi: —a.R./À Sont les nombres 
de Biot 


GRR /R. 2 
3 du Il° genre à la tips = — (#—1)+ avi 
surface r—R, et re _ : 
du 1°r genre à la x (F2 +2 Re) 
surface r—R: Ri r R:  Ri 
Q=An{qr,Ri—quRi(1—7S/R1)/3), 


où gr, est la*densité du flux thermique rappor- 
tée à la surface intérieure 
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Tableau II.3 (suite) 


0 Conditions aux 


n 
d'ordre limites Formules 


qRR3 ( Ri | — qu Ri 


€ ë —|[— — — 

4 |du If genre à laltp1 —t TR - a X 
surface r—R, et . 
du II° genre à la x (2 Se mo 
surface r—R, R1 Ki r RÈ 


r3 
Q=4An [an R:—avR? + )/3 |] , 
où gr, est la densité du flux thermique rappor- 
tée à la surface extérieure 


5 [du I*r genre à la | Sn as  * 
surface r—R, et p1— lo2 


du III genre à la| + (15 E)] RalRi— Ralr 
surface r—R, RŸ Bi, AR; R:/R1—1+1/Bie 
D LLC (1-2) - 
6À (£p1 — to2) R?t]° 
Q= 4x R; ATÀ Re (tp1— to2) to2) L a  — qvRi 
RolRi—1+1/Bie SA Gpa fee) (£p1 — to2) 


x (1 REC ) + nevr 
= t —t qvR° 
| ë to1 — tp2 6À ae 


surface r—AR, et 


du 1°r genre à la (1— #)* 
- F BR 


surface r— AR, 
(Bi) R/Ra+ Roi Rolr 
(1/Bi) Rela+ RolRi— 1 
____gvAi PR Run 
6À (to1 — tp2) (1 1 ] ; 
: 47À Ra (to1 — tp2) 
= BE) RAR + Roi —1 


x Ctareses (RE) 


+ wmv 
GRR [R 1 -R? { RÈ 

7 du II° genre à la{t— to: — TE (14) + (EE 
surface r—R,; et : e 1 


du 11° genre à la ppt mr DE 
surface r—R, : 
Q=4n{qr,Ri—qvRi (1—r5/R°)/3] 
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Tableau II.3 (suite) 


O . 
n Conditions aux 
d'ordre limites | Formulcs 


QRoR3 
8 |du I11° genre à la | to1 —t = VA (1 Bi 


surface r—R, et _ qvR 2 R, 2 Rt Re 


du 11° genre à la 
surface r—R, 


2 R r? 
no PR RE EN RUSE 
+ 3  r & d 


Q=4n{qr Ri—qvR3 (1— r°/RE)/3] 


Ier genre. En adoptant dans les formules (11.12) et (11.13) &; —> oo 
et «>, — oo, on obtient les formules de calcul du champ thermique 
unidimensionnel généralisé sous les conditions aux limites du Ier 
genre : 

pour la température 


cena 
ls = Ain À + — 
bo ti 


X (£pz — fps + Aie — Ait); (11.14) 
pour la densité du flux thermique 


d'A 1— L 
QE re — bp + Age — Aie) |. (01:45) 
Î 


ë Cr (Etes 


Les tableaux 11.1, IT.2 et IT.3 donnent les formules du champ ther- 
mique et des champs gq, Q,; et Q pour un mur plan indéfini, un cylin- 
dre creux indéfini et une sphère creuse. Une partie de ces formules 
présente un cas particulier de (11.12), (11.13), (11.14) et (11.15). Pour 
déduire les autres on a appliqué la même méthode que pour les for- 
mules (11.12) et (II.13). 

La première formule du point 1 dutableau 11.1 est visualisée sur 
la figure [1.4. D'après cette dernière, en présence des sources de 
chaleur internes la température à l’intérieur d'un mur plan indé- 
fini peut dépasser la valeur maximale à sa surface si le critère de 
qui? 

Al(tp1 —t 
valeur minimale lorsque Po Eu di 


Pomérantsev Po > 2, où Po — . et baisser au-dessous de sa 
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La deuxième formule du point 1 du tableau II.1 entraîne que 
dans le cas d’une surface isolée z = 0 le groupement g,l?/(2À) ac- 
quiert le sens de la chute totale de température dans un mur plan 
indéfini à source interne de cha- 
leur avec refroidissement uni- 
latéral. 

On aboutit à la même conclu- 
sion en dérivant la première for- 
mule du point 1 du tableau II.1 
par rapport àxzet en annulant 
la dérivée obtenue pour z = (0. 

Lorsque t,1 = Îp2 = fp, On 
obtient 


(11.16) 


Dans ce cas la valeur maxi- 
male de la température s’ob- 
tient au centre du [mur plan 
indéfini (x/l = 0,5): 


Fig. 11.4. Distribution de la tempé max — tp —0,125qyl?/À. (11.47) 
rature dans un mur plan indéfini à 


source interne permanente de chaleur Exemple 1. Une pile sphérique aux 


diamètres intérieur et extérieur respec- 
tifs D, = 600 mm et D, = 900 mm est faite en un matériau à conductivité 
thermique À = 50 W/(m: K). Calculer la température de la surface extérieure de 
la Le si la densité du flux thermique qui passe par celle-ci g — 10 000 W/m°, 
et la température de la surface intérieure tn, — 1500 °C. 
Solution. Appliquons la première formule du point 4 du tableau IT.3 pour 
qy = 0. On en tire 


tpe = tp1 — GR (RalR — AWA = [1500 — 10 -0, 45 (1,5 — 1)/50] C = 1455 °C. 


Exemple 2. Aux faces d’une barre isolée suivant sa surface latérale d'une 
longueur ! — 300 mm et d’un diamètre D — 25 mm on maintient les tempéra- 
tures tp1 — 300 °C et fps — 200 °C. La barre est le siège où se dégage, sous l’ef- 
fet du courant électrique, le flux thermique Q = 500 W. En adoptant À = 
— 400 W/(m-K), calculer la température maximale de la barre et les valeurs de 
la densité du flux thermique à ses faces. 

Solution. Cherchons la puissance spécifique de la source de chaleur per- 
mauente qui agit dans la barre en appliquant à cet effet la relation évidente 


g = QIV = 4Q/(nD®1) = 4-500-109 /(3,14-625.0,3) W/m° =3,4°10$ W/mi. 
Vu que la surface latérale est isolée, la barre peut être envisagée comme un. 


mur plan indéfini. Donc, pour calculer la température et le flux thermique, on 
recourt à la première et la deuxième formules du point 1 du tableau II.1. 
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En dérivant la première formule par rapport à zx et en annulant la dérivée 
ainsi obtenue, on trouve la coordonnée qui correspond à la valeur extrémale de 
la température. Il vient 


_ 
l 


max Aérer Rs 2 |/2 TR 


On vérifie sans peine par les méthodes mathématiques usuelles que cette 


valeur de la coordonnée correspond au maximum de la température dans la 
barre. 


z 
En portant — 
F° l [ma 


dans la première formule du point 4 du tableau 11.1, 
p« 
on obtient 


te ee >l'/8 = . 
Emax = (épi —tp2) Een + ] ] À ({p1 —tpe) Li 


7 D}? 
+=] MES + 200 | *C= 352,16 °C. 


La deuxième formule permet de calculer la densité du flux thermique à la face 
de la barre (z — 0 


g = À Up tps) La = 
+= 0 l 2h (tp1 —tp2) 


TT (1—<) W/m?= —3,767-105 W/m°. 


D'après cette même formule pour r--/ on «à 


__ A tp1 —tpa) | qvË Ps 
xl = n 155% ms | 
__ 400-100 | 7,65 


—— 2 — .405 W/m° 
6.3 (1F— ) W/m — 6,433-105 W/m°. 


$ IL.3. Champ thermique dans un corps à conductivité dépendant 
de Ja température et à source de chaleur interne permanente. 
dont la puissance spécifique est fonction arbitraire 
de la coordonnée 


Dans ce cas la solution générale de l’équation différentielle de la conducti- 
vité thermique (11.5) est de la forme 


frwa=c ET 


dû 
| _ | qui" de. (11.18) 
Supposons que la conductivité thermique est fonction de la température, 
de la forme 


A(G)=+at+bt Los + ..., (11.19) 
3—1289 
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où ÀQ est la conductivité à t — U °C; a, b, c, les constantes expérimentales, et 
l'émission aux surfaces est définie par les conditions aux limites du I°r genre. 
Alors, la solution générale (11.18) peut s'écrire 


clin 


ot+, PE B+ ER = CE + CB, (11.20) 


B= | _ | qytr d&. (11,21) 


| Les constantes d'intégration (11.20) se calculent d’après les conditions aux 
imites 


En omettant les calcul: intermédiaires peu compliqués, on obtient finale- 
ment 


do E—tp)+ CE 1ÿ)+ + (t3— ++ (t—1p;)+ = Br, —B+ 
2 2 b 
+[2 (pe — tp) + ({pa— tp) + (Es — 11) + 
+ (ba tp) + + Bteg,— Bin | GITE T) EM — TT). (11.23) 


En dérivant la formule (11.23) par rapport à Ü et en portant ensuite la déri- 
vée dans la formule de la loi de Fourier généralisée : 


= —À (t) dt/dt, (11.24) 
on a 
dB _ |, Bente— Beta t ho (pe tpa) + (tbe — 1h) 
on 0 ee GET) 


b c 
3 (tp2— tp+ 7 (tPa— tp1) + 
Cr (Ce — C9) 
Pour des conditions aux limites plus compliquées, la définition séparée des 
constantes d'intégration C; et C, de la solution générale (11.18) est très lourde 


et pour cette raison on ne parvient pas à obtenir sous une forme explicite les 


formules du type (11.23) et (11.25). 
Introduisons la transformation de Kircbhoff définie par la formule 


À (1) dt/at = Amoy du/dt, (11.26) 


. (1.25) 


où Âmoy est la moyenne de la conductivité thermique; u, la variation qui dé- 
pend de la température. 


Sous les conditions aux limites du I°r genre, (11.26) peut être intégrée, d'où 
tp 
\ A(t)dt 


l 
1 pi 
Amoy = tp2— tp e (11.27) 
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Ensuite, compte tenu de (11.26), écrivons la fonction primitive (11.18) 
sous la forme 


-1-7n 

C dû 

D to [SE fera (11.28) 
Sous les conditions aux limites du I°r genre la solution de (11.28) est définie 

ar la formule (11.12) avec &; — oo et &: — ©, et en substituant dans cette 

ormule À par Amoy, C'est-à-dire 


Mmoyu — Ci 


tp2 — tp1T Agut, — Atet 
u— pi = A7: — À ER — 


En dérivant (11.29) par rapport à & et en retenant que la transformation de 
Kirchhoff (11.26) est identique à la densité du flux thermique prise avec le 
signe opposé, on a 


(ir Cr). (11.29) 


dA | tpe—tp1 + Age, — Age, 
22 moy GE Ame AE (20 


où À se calcule d'après la relation (11.9) en y remplaçant À par Amcy- 

La formule (11.30) permet de calculer la densité du flux thermique prati- 
EURE pour toute donnée de la relation entre le coefficient de conductivité 
thermique et la température, la conductivité moyenne Àmoy figurant dans cette 
formule étant déterminée par la formule (11.27). 

Par exemple, les formules (11.23) et (11.25) du cylindre creux indéfini à 
rayons intérieur R, et extérieur R,, si la puissance spécifique de la source de 
chaleur interne du cylindre est constante et égale à g, alors que le coefficient 
de conductivité thermique est fonction linéaire de la température 


À = Ào (1 + at), (11.31) 
s écrivent 


et pour le flux thermique linéaire 

Qt) [+4 be | {[14+ (1) On 7}. 
où . 
Ho lt 1 (as DT 


est le critère de Pomérantsev. 


P 


11.4. Champ thermique dans un corps à source 
de chaleur interne permanente dont la puissance spécifique 
est fonction de la température de la forme gy =w, (1+-bt) 
Dans ce cas l'équation différentielle de la conductivité thermique (11.5) 
s'écrit 
d*t n dt w, . 
ete + 4 +00 =0, (11.32) 


3* 
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où w, est la puissance spécifique de la source de chaleur permanente à t — 0 °C; 
b, la constante expérimentale. Pour 


t= yi-n)2 2, (11.33) 
où y = GV/wob/h, (11.32) se ramène à 
dr, 1 dif, _(—1# 7, 1 6n-1y2 
ete fi EE Je+ y Lo, (11.34) 


qui est une équation inhomogène de Bessel. Sa solution générale peut être expri- 
mée par la fonction primitive de la forme 


2 = Cif(n-17/2 (y) + CaY{n-10/3 ) — (/b) yr- 0/2 (11.35) 
ou, compte tenu de la substitution (11.33), par la fonction 
= CE nn 1)/2 (5 V'wo/bi) + 
+ CUT 1392 (GIV/&0b/À)— 1/6. (11.36) 


où J(n-19/2 (GW wob/À) et Y{n-1/2 (GW wob/À) sont les fonctions de Bessel de 
première et deuxième espèces de l'ordre (nr — 1)/2, de l'argument & V wob/À. 
Par exemple, pour une sphère (n — 2 et & = r), la formule (11.36) devient 
t= r-1/2 [Cia (rw!) + CeYye (rV wob/À)] — 1/b. (11.37) 

A l’aide des relations 


Jus (©) = (4/7 Yu = V2 nr) Sin z (11.38) 
et 
Vie (7) = —nJ ue (0) =— V2n/z cos z 
(I1.37) se transforme ensuite pour devenir 
t = /r (4 sin r V'wob/à + B cos r V/wob/À)— 1/b, (11.39) 


où À et B sont des constantes d'intégration. 
Supposons qu’à la surface d'une sphère creuse l'émission de la chaleur soit 
caractérisée par les conditions aux limites du I°r genre: l'équation (11.22) avec 
1 = Ri et Ga = Ra. Alors, les constantes d'intégration peuvent s’obtenir à 
partir du système 
tp2 + 1/6 = (4 sin R; V wb/À + B cos Ra V wob/À Dee 
tpa + 1/b = (4 sin R;, V'wb/à + B cos R1 V wob/à VR,j ° 


Résolvons le système (11.40) par FApROe à À et B, portons les <xPREIOES 
obtenues dans (11.39) pour déduire la formule du champ thermique dans une 
sphère creuse 
€ + 1/8) r = 1/ [sin V'w0b/À (Ra — Ri)] [(tpa + 1/6) R, sin V'w6b/À (r — R:)+ 
+ (£p1 + 1/6) Ri sin V'wob/À (Re — r)]. (11.41) 
La distribution de la température calculée d'après (11.41) possède cette 
particularité qu'avec 


(11.40) 


sin V'w9b/À (R: — R1) = 0 (11.42) 
elle peut devenir infinie. (11.42) entraîne 
wo = nm°A/[b (R; — R)°], (11.43) 


où m = 0, 1, 2, 3, ... 
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Avec m = 0 (w, — 0), dans la formule du champ thermique (11.41) on ob- 
tient une indétermination du type zéro divisé par zéro. Ce cas doit correspondre 
à la répartition de la temperature dans une nhète creuse sans source interne de 
chaleur. En effet, en levant l’indétermination d'après la règle de L'Hospital, on 
aura la première formule du point 4 du tableau 11.3 si l'on y pose gy = 0. Pour 
m = À on trouve . 

n° 


Wo. Dax LR. —Rj)°° 


Si la puissance spécifique de la source de chaleur interne permanente dépas- 
se Wo. max POUr tp1 et {p. données, il sera impossible d'évacuer le flux tbermi- 
que des surfaces de la sphère, et le matériau se désagrégera. 


(11.44) 


Fig. 11.5. Profil du champ thermique dans un mur plan indéfini pour 
y = wo (1 + bi) et h=t=t 


Ceci doit être retenu lors de l'analyse du champ thermique aussi bien d'un 
mur plan indéfini que d'un cylindre indéfini. 
Avec wo << 0 la formule (11.41) devient 


VAR) Ve MR RSR 
+ (pi 1/6) Rish Varbi(R:—r)]. (1145) 


. La figure IL.5 traduit le profil du champ thermique d'un mur plan indé- 
fini qui apparaît seulement sous l'action d'une source de chaleur interne ({p1 = 
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= tps = tp). La construction du graphique était guidée par les formules: 


pour w > 0 
bt+1i sin Vuwb/Aztsin Vw,b/A(I—x) 
= —_——————— (11.46) 
btp+1 sh Vw,bAl 
et pour w, <0 
: J'aubIÀ leb À (1 — 
bt+1 _Ssh Vub/kz+sh V w,b/A(I— 7x) (LL.47) 


btp+1 sh }/w,b/h 


Comme le montre la figure 11.5, la température croît avec la puissance de 
la source de chaleur interne permanente et peut dépasser la valeur admissible 
définie par la résistance du matériau. Ce fait confirme encore une fois les con- 
clusions tirées de l'analyse de la formule (11.41). 


Exemple 3. Déduire la formule du champ thermique et du champ de la den- 
sité du flux thermique dans un corps. si le transfert de chaleur sur l'une de ses 
surfaces (G — &.) est défini par la condition aux limites du I°r genre, et sur 
l’autre surface (& — £.). par la condition aux limites du 11 genre. 

La puissance spécifique de la source de chaleur interne permanente est dé- 
finie par la relation qy — wo (1 + bt). 

R éponse. 


+= (SE) ZE a-ye (5) x 
X Y(n-1)/2 Vs u) — Ÿ(n-1)/2 UÆ ti) Y(n- 13/2 .) |+ 
HE (Em (Ft) ea (1/FF) 
—Jinute (VB D Yemen (72 &) |, 


où g, est la densité du flux thermique à la surface & = C2; tp1, la température à 
la surface & = Li; 


w,b . \ … w.b . 
= J(n+1)/2 VE te) Y(n-1)/2 ( y hi )— 
Twb .\ ob 
— J(n-19/2 ( V/ cu u) Y'in+1)/2 v < te) 


et 
(1—-n)/2 ——— re 
a=+ ( —) [J(n+19/3 ( V’wb/A 2) Y(n-1)/2 ( V'wb/A Li) — 


— J(n-1)/2 (Vwb/x U) Y'(n+1)/2 (Vwb/X c)] —_ 
tp1 + 1/b æ t-n)/2 
PR MT ei 
1 


a 
X [J(n+1/2 ( V'wob/à t) Y'(n+1)/2 ( V'wb/} Le) — 
— J(ns)/e (V wob/À Le) Yne1)/2 (V W0b/À 0]. 


$ IL.5] CHAMP THERMIQUE DANS UN SYSTEME COMPLEXE 39 


Indication. Utiliser la relation 
dJ,, (x)/dx = (v/x) J, (x) — Jia (x). 


Exemple 4. Déterminer la valeur admissible maximale w, max dans un 
mur plan indéfini. Les conditions aux limites et l'allure de la variation de la 
puissance spécifique de la source de chaleur interne permanente sont les mêmes 
que dans l'exemple 3. 

Réponse. 


lo, max — T°À (4bl°). 


$ II.5. Champ thermique dans un système complexe 
à sources de chaleur internes permanentes 


Convenons d'entendre par système complexe un corps composé de parois pla- 
nes bien adhérentes entre elles, ou de cylindres creux, ou encore de sphères creu- 
ses. Dans le cas général. les épaisseurs et les coefficients de conductivité thermi- 
que des corps constitutifs peuvent différer les uns des autres. 


Ç=x 


Fig. 11.6. Mur plan complexe 


La figure 11.6 représente un système plan complexe (à tranches multiples) 
composé de X plaques planes indéfinies de différentes épaisseurs et de différents 
coefficients de conductivité thermique; chaque plaque est le siège d’une source 
de chaleur interne permanente à puissance spécifique constante. 
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Le champ thermique du système complexe est caractérisé par le système de 
fonctions primitives de la forme 


A LT up Av, pe 
= CE op POUE CESSE 


— 7 rte 
t— À: 1 n HE 2 22e (n + 1) pour be SE s) 
9 ee ee ee + ee ee ee ee ee ee : . ,. + ee ee ee ee e . + ee + ee ee (11.48) 
À girn : Tv ;» . 


A GIE . B 1v < Û < 
t — pere R— San 1) pour Ch LÉ Chers 


où A4, B; Ao, B,; ...;: An, By sont des constantes d'intégration; qy1 
Quas JVar - + +» ya, les puissances spécifiques constantes des sources de chaleur 
internes. 

Si aux surfaces du système complexe l'émission de chaleur est définie par 
les conditions aux limites du 111° genre, le système d'équations pour le calcul 
de 24 constantes d'intégration de (Î1.48) peut être établi de la façon suivante. 

Deux équations s’obtiennent à partir de la condition d'échange de chaleur 
aux surfaces extérieures du système complexe ; elles sont de la forme 


AS | 
2h1(n +1) J° 


AR qv, Ent 2 [ Ar Cher 2v, Eu 1. 


[e 4 
D LATE FAR ET le 


Ai gay. ti . | 
Ci A (+1) À 


(1.49) 


Encore k — 1 équations se trouvent à partir de la condition de la jonction 
suivant les températures dans les plans de contact. Elles sont de la forme 


1-n Qyés _, tin Avi . 
dort gutn 4317 12 5 nt) 
Cier avis _, tn av Es 
M. in TZ, TES Vie. 1—n Ths—7, (r +1)! 


- 


vin Tv, RS (ds 2v,6k 
A 
Ah 1—n + Br 241 (n + 1) 4 1—n DU 2Àn (n +1) 


(11.50) 
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Les autres k — 1équations se composent à partir de la condition de la jonc- 
tion suivant la densité du flux thermique. Elles peuvent s'écrire 


qviès Aa AVike 
bn Red de ag 
1, 42 __ JV: _, As vbs | 
- CE n+i : C5 n+1 (11.51) 
TR Vu ich À AT 
An: R-—1 h— Pt God À k k° 


Ce REA L Le n<+-1 ° 


Les conditions (11.50) et (11.51) sont observées par le contact thermique par- 
fait des surfaces. Dans les conditions réelles peuvent apparaître des résistances 
thermiques de contact supplémentaires dont (Ée valeurs dépendent des facteurs 
technologiques et de construction. 

La résolution du système d'équations (11.49), (11.50) et (11.51) par rapport 
aux constantes d'intégration est très lourde et pour cette raison nous ne la don- 
nons pas ici. Voici le résultat définitif pour la température du j-ième corps du 
système complexe 


j 
= [Ad D 1 n+l{ue — OT y pie 
4=| À; +5ur7 À (uv, avi) [+= + Bi 
1 


Ar 1 = qv qv 
RE > (x T—)s rs Du TR ve) Le 


Hé Lin in 


US 3e (avi — AGE Va wrr per X 


j 


qv 30° 
X D pas Gr avi)—EET » (I1.52} 
où 
K 
A, =—— à {12 ti + me (= à)+ 


QURbhel f 4  Lrs QVs  QVi- 
+ n +1 (+ y )— TT ù Gi R TE }— 


5 > + en … À; En) | x 


X EP (av—avi)}r (1.53) 
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où X est le coefficient de transfert de chaleur du système complexe; m = 


’ , A 


+ — ._ (H.54) 
_1_, 1 _, 3 À pyinn _rin 
ur T'as: SD à À; (ii 4) 
im is a je toy. (11.55) 
ET 1/1 (e ETS À: (1—n) (e 2 (n +1) 211 (n +1) 01° . 
Pour Qy1 = Qy2 = Qys — ... — 0 la formule (11.52) devient bien plus simple 
Los ty 
Lo1 — Éo2 
— 5 + ———© (pin — ii Sn S (Fin DPI-n) — 
(214 EE (1— n) ETES; + 2 À; (Riri 8") 
_ — + (11,56) 


R 


1 1 , 4 (Gi=n —ti-n) 


J1 est clair que la formule (11.56) est une équation d’une droite aux seg- 
ments. La température courante d'un système complexe sans sources de chaleur 
internes peut donc être déterminée graphiquement (fig. 11.7). 


‘Fig. 11.7. Détermination graphique de la température dans un mur complexe 


A cet effet on porte sur l'axe horizontal, à une échelle arbitraire, le segment 
h 


2... 1 1 dos Le 
R,én = PAAL Vos Par > 7, Gi )s 
ic 1 


appelé dans la théorie de l'échange de chaleur résistance thermique. Aux extré- 
mités de ce segment on dresse des perpendiculaires sur lesquels on porte, à 
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l'échelle indépendante de l'échelle retenue pour R,,,, les températures to, et 


ts. La droite qui joint les extrémités des segments des températures to1 et tos 
traduit le champ thermique dans le système complexe. 

La température d’un plan interne quelconque du j-ième corps se trouve de 
la façon suivante. De l’origine du segment À, on porte le segment 


1 
__-— -n —{ÿi-n RSI 1 -1-n _+1- 
Rj= avr Ta ({—n) (OI j )+ 41—n 2 À; (CE Si F)s 


ui est au fond la résistance thermique du système complexe, jusqu'à la section 

éterminée pe la coordonnée courante &. A l'extrémité du segment R; on dresse 
une perpendiculaire jusqu'à son intersection avec la droite de la température. 
La grandeur de cette perpendiculaire à l'échelle de l'axe vertical sera la tempé- 
rature cherchée. 

En dérivant (11.56) par rapport à £ ct en portant la dérivée dans la formule 
de la loi de Fourier géneralisée (11.24). on obtient la formule de la densité du 
flux thermique qui passe par le système complexe ne possédant pas de sources 
de chaleur internes: 

Loi — Lo 


QE —— + (IH57) 


1 1 1 1 
ë = Fat 1—n > À (Sigi Si | 
ji: 


On tire de (11.57) comme cas particuliers les formules suivantes : 


pour un mur plan indéfini: 
Lo1 — Lo2 


T , (11.58) 
Lai—1/e +5 Li 
£em 


q = 


pour un cylindre creux complexe indéfini : 


47 (toy — le 
ge (11.59) 


pour une sphère creuse complexe : 


Q= 47 (Lo — ta) (11.60) 


Î 1 1 1 1 


Exemple 5. La surface intérieure d'un cylindre creux indéfini à trois couches 
est contournée par la vapeur d’eau à &, — 501 W/(m*-K) et t,, = 200 °C, et sa 
surface extérieure, par l'air à %, — 10 W/(m*-K) et f,2 — 20 °C. Le cylindre 
médian comporte une source de chaleur interne permanente dont la puissance 
spécifique qgy —= 10% W/ms3. 

Calculer la conductivité thermique du cylindre extérieur à laquelle les 

rtes thermiques de sa surface seront minimales, et la température de la sur- 
ace extérieure qui correspond à cette condition. Adopter À, = 100 mm; R, = 
= 150 mm; R3—= 200 mm; R, = 250 mm; À, — 50 W/(m-K) et À, = 
= 200 W/(m-K). 
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Solution. Dérivons (11.52) par rapport à © = r sans perdre de vue que 
n = 1; Ayv1 — va — 0; E — Rs: Le = R,; Css = À; et Ca = R;; on obtient 


qy 
RD | +. 
2 22 ; 


Le flux thermique __——. qui passe par le cylindre extérieur est déterminé 
en portant la dérivée or dans la formule de la loi de Fourier 


Ps 


Qu= —2nhsr = —2n | AL (A RD]. 


Pour trouver l'expression extrémale de Q; en fonction de R, (fait partie de 
A p) env la derniere formule par rapport à À, et annulons la dérivée. 11 en 
résulte 


R4 — Às/@o. 


Le rayon ainsi défini est dit critique. On peut établir par des méthodes mathé 
matiques usuelles que pour le rayon critique le flux thermique linéaire qui passe 
par le cylindre ndéfini extérieur est minimal. 

R, et &, sont connus; donc 


ha = Rate = 0,25.10 W/(m-K) = 2,5 W/(m-K). 


Cherchons maintenant la valeur numérique du coefficient de transfert de 
chaleur en utilisant à cet effet (11. FA 


1 1 1 Rs 
É =1/[ &1R is G2R, a FL HR 
FE 1 Rs | = 24 W/mk) . 
A3 Re 
ns d'après X trouvé la constante d'intégration À, de (11.53): 
= qv 2_ A2 
A; Sri . | ta 4Âo 3 À5) + 
_n 4V R5— R5 R5— À A, R3 Rs = 
PEUR CR MAITRE 


La température de la surface extérieure du cylindre com ee indéfini se 
détermine, en tenant Por de (11.52) et (11.55), d’après la formule: 


_ 1 1 R;, 
tps = toi + Ai ( a, +S ra id 
i=1 


Le qgv 2 _np2 4 2 quAi R; o 
DE (RE RD In PE— CARLA HS In = 183,4C. 


$ IL.6. Surfaces à ailettes 


La loi de Fourier entraîne que plus la surface F d'extraction de 
chaleur est crande, plus la quantité de chaleur qui passe par cette 
surface et qui est dissipée dans le milieu ambiant est grande. Ce 
fait est utilisé souvent pour résoudre des problèmes de refroidisse- 
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ment des moteurs à combustion interne, des installations frigorifi- 
ques, etc. 

La surface des corps est augmentée à l’aide des ailettes, par 
exemple droites (fig. II[.8, a) ou annulaires (fig. 11.8, b), de profils 
arbitraires. Généralement, le ner- 
vurage le plus efficace est détermine 
par la forme, les dimensions, le 
prix, etc., de chaque installation 
concrète et son choix est établi 
pour chaque cas concret. Examinons 
une ailette droite de profil arbi- 
traire quelconque (fig. 11.9). Admet- 
tons que la température est répartie 
uniformément suivant l'épaisseur 
de l’ailette, c'est-à-dire qu'elle ne 
varie que suivant la coordonnée x. 
La quantité de chaleur qui passe 
par la section de l’ailette peut alors 
se calculer d’après la loi de Fou- 
rier (1.2). 

Pour les conditions envisagées 


= —2L\f(:) +, (11.61) 


où f (r)estla moitié de l'épaisseur 

de l’ailette dans la section a’b’c'd. 
En régime stationnaire, la mé- 

me quantité de chaleur sera émise Fig. II1.8. Constructions des ailet 

dans le milieu ambiant par con- Fe 

vection. Si on admet que la surface 

élémentaire de l’extraction de la chaleur est 2Zdxr, les pertes thermi- 

ques par convection peuvent se calculer d’après la loi de Newton- 

Riehman : 


dQ = 2La (t — to) dx, (11.62) 


où t, est la température du milieu ambiant de l’ailette. 

En additionnant (11.61) et (II.62), on obtient l’équation diffé- 
rentielle caractéristique de l'échange de chaleur dans une ailette 
droite de profil quelconque 


—2AL | AUCE dz+2La | (t—t,) dr =0 
ou 


1 (0) + LE (Et) = 0. (11.63) 
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Ailette droite de profil rectangulaire (fig. 11.10). Dans ce cas 
f (x) = Ô et donc (11.63) devient plus simple 
d*t à : 
— — mm" ({— to) =0(, (11.64) 


dr” 


où m = V «/(%ô) est un groupement. 
La solution générale de (11.64) est exprimée par la fonction pri- 
mitive de la forme 


t —to = Ce + Ce rx, (II.65) 
Si on néglige l'émission de chaleur par la tête de l’ailette (x = /) 


et admet que la température du pied de l’ailette (x = 0) est égale 
à {b4 On a en omettant les calculs intermédiaires 


=; ch ml (1—+) 
nn eue ORNE à (IL.66) 
tpa— fo ch ml 


La formule (11.66) définit le champ thermique dans une ailette de 
profil rectangulaire sous les conditions aux limites considérées. 


Fig. 11.9. Aïlette droite de profil quelconque 


La caractéristique fonctionnelle de l’ailette est déterminée par 
son efficacité. On entend par ce critère la relation du flux thermique: 
total transmis} par l’ailette au flux thermique qui serait transmis. 
par elle’si toute sa surface était portée à la température f,4. 
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Le flux thermique total qui passe par l'ailette et est diffusé à 
partir de sa surface se calcule, compte tenu de (11.66), suivant la 
formule 


l l 
2La (!pa— to) z 
Q=—2La | (i— 1) dr = 22 pi te) | chmt(1—+) x 
0 ) 
ne de = 21e Upa— to) thmi.  (II.67) 
Le flux thermique qui serait diffusé à partir de la surface de 


l’ailette si elle se trouvait à la température constante {,4 est déter- 
miné par l'expression 
7, 


Qpa = 2Lla (ya — to). (68) EZ 


En divisant (11.67) par (11.68), 
LL 


on obtient la formule de l'’effi- 


cacité de l'’ailette de profil rec- 
tangulaire 


th ml : 
=: —— 6. 
Ë ml? (.69) 
où E est l'efficacité. Fig. 11.0. Ailette droite de pro- 
L'efficacité de l'ailette £, com- fil rectangulaire 


me il s'ensuit de (11.69), varie 

de O à 1; la valeur £ = 1 correspond au cas idéal, lorsque la tempé- 
rature de toute la surface de la nervure est égale à la température 
maximale de son pied. C’est également le cas de l’extraction maxima- 
le de la chaleur à partir de la surface de la nervure. 

D'après l'efficacité de l’ailette il est commode d'évaluer l’influen- 
ce de sa longueur, sa conductivité thermique, son coefficient de 
transmission de chaleur, etc. sur l'intensité d'extraction de la cha- 
leur. Ainsi, pour m/ = 1, l'efficacité de la nervure Ë — 0,716; et 
pour ml = 0,5, ce critère vaut déjà 0,924. Le paramètre ml peut 
être diminué, et donc, l'efficacité de l’ailette accrue, en renforçant 
par exemple, la conductivité thermique, en réduisant le coefficient 
de transmission de chaleur, ou, enfin, en diminuant la longueur de 
l’ailette et augmentant son épaisseur. 

Aiïlette droite de profil triangulaire (fig. 11.11). Pour une ailette 
de cette forme f (x) = (x;l) 8. Donc, (11.63) se met sous la forme 


d° d : = 
2 + — ml (t— to) = 0. (11.70) 


L'équation différentielle (11.70) est une des formes de l’équation 
modifiée de Besse] {[5]. Sa solution générale peut être donnée par la 
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fonction primitive de la forme 
tt, = Cilo (2m VIx) + C.K, (2m V Ir), (11.74) 


où 7, (2m Vix)et Ko (2m V [x) sont les fonctions modifiées de Bessel 
d'ordre nul, de première et deuxième espèces de l’argument 2m ÿ Ix. 


Fig. [1.11. Aiïlette droite de profil triangulaire 


En admettant, tout comme pour l’ailette droite de profil rectan- 
gulaire, que la température du pied (x = l) est égale à t)a, et, en 
négligeant l’émission de chaleur par la face (x = 0), on peut ramener 
finalement (I1.71) à la forme 


(t —to)/(tpa — to) = Lo (2m V Ix)/T, (2m). (11.72) 
Le flux thermique total qui passe par l’ailette de profil triangulaire 


se calcule d’après la formule 
! 


l 
= ee — _2La (tpa — to) 1=) dr 
Q=2La (t—t,) az ET 1, (2mV Tx) dx 


2La —t 
= tn I, (2ml)*), (11.73) 


où J, (2m) est la fonction modifiée de première espèce, du 1°’ ordre 
de l’argument 2ml. 


*) Pour le calcul de l'intégrale on utilise la formule de récurrence 


| zlo (z) dz = 21, (:). 
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En connaissant (11.73), on peut calculer l'efficacité de l’ailette 
à profil triangulaire 


pe 0 \Cme (I1.74) 


où Qba se calcule d’après (11.68). 

Pour les mêmes coefficients de transmission de chaleur, conducti- 
vité thermique, épaisseur et hauteur, une ailette rectangulaire est 
plus efficace que celle à profil triangulaire (fig. 11.12). Cependant, 
il faut retenir que pour la forme triangulaire, la hauteur et l’épais- 


1,0 


| 


+ © 0 —— £ = 


Lt ii À 
0 25 5 


Fig. 11.12. Comparaison de l'efficacité des ailettes droites: 
1 — profil rectangulaire; 2 — profil triangulaire 


seur du pied étant les mêmes que dans le cas rectangulaire, le débit 
de métal est plus petit et, par suite, l’ailette est moins onéreuse. 
Lorsque l'efficacité de l’ailette est envisagée dans cette optique, la 
préférence doit aller au profil triangulaire. Une telle comparaison 
est réalisée par [18]. On y donne également le calcul des nervures 
droites d’autres profils. 

Aiïlette circulaire de profil rectangulaire (fig. 11.13). L'analyse 
est menée de la même façon que pour l’ailette droite. Dans ce cas, 
l'équation (11.61) est de la forme 


— — kn\ô | _. fr) dr, (11.75) 


4—1289 
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et (II.62) peut s’écrire 
Q: ra r(t—t,)dr. (IT.76) 


r 


En sommant (11.75) et (11.76) on obtient l'équation différentielle 

| de la conductivité thermi- 

que d’une ailette circulaire 

de section rectangulaire. Elle 
s'écrit 


— + ——m2(t—t,) =0. 
(IT.75) 


(11.77) est l’équation mo- 
difiée de Bessel; donc 


t —to = Cilo (mr) + 


+C:Ko(mr). (11.78) 
Fig. 11.13. Ailette circulaire de profil 
rectangulaire Les constantes d'intégra- 
tion C;, et C. se déterminent 
en partant des mêmes conditions aux limites utilisées pour l'analyse 
des ailettes droites. On aboutit en définitive à la formule 


t—to Inmr) A;(mR:)+1, (mR:) Ko (mr) (il 19) 
tpd — to Lo (mR;) X} (mR:)+ (mR) Ko (mR;) : : 

Le flux thermique dissipé à partir de la surface de l’ailette annu- 
laire se calcule d’après la loi de Newton-Riehman, qui dans notre 
cas est de la forme 

R2 
Q= na | r(t—to) dr. (11.80) 


R1 


Pour calculer |? intégrale de (II. su il faut appliquer la formule 
de récurrence {cf. renvoi de (I1.73)]. 
On obtient finalement 


Q= 4anaR, (tpà — to) F 1 (mRe) Ki (mR;)— T3 (mR:) Ki (mR2) 


m LT (mR:) K, (mR:) + Li (mRo) Ko (MmR:) (11-81) 


LS] 


Le flux thermique dissipé à à partir de la surface d’une ailette 
annulaire portée à une température partout égale à t,a se calcule 
d'après la formule (II.80) en y remplaçant t par ta: 


Qpa = 2na (tpà — to) (RÈ — R}). (11.82) 
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De la sorte, l’efficacité d'une ailette annulaire de profil rectangu- 
laire 
È— 2R; LifmR,) Ki(mR;)— 3 (mRi) K; (mR:) 


m(Ri— RE) lo (mR1) Ki (mR2)+ T1 (MR) Ko(mRi) (L.88) 


La formule (11.83) est illustrée par la figure 11.14. Il est clair 
que la diminution du paramètre mR, (ce qui équivaut à l’augmenta- 


Fig. 11.14. Influence du paramètre mR, sur l'efficacité d'une ailette circulaire 
de profil rectangulaire 


tion de la conductivité thermique, de l’épaisseur de l’ailette, à Îæ 
diminution du rayon du tube et du coefficient de transmission de 
chaleur) améliore l'efficacité. 


Exemple 6. Sous quelles conditions une nervure droite de profil rectangu- 
laire diminue l'émission de la chaleur dans le milieu ambiant (présente une ré- 
sistance thermique OV en e S 

R cpons aô/À > 1. 

Indications. a) En calculant les constantes d'intégration de (11.65} 
il convient de tenir compte de l'émission de chaleur à partir de la face en bout 
de l’ailette; b) obtenir la formule du flux thermique qui passe par le pied de 
l'ailette et l’explorer dans le sens de l’extrémum. 


Exemple 7. Calculer l'épaisseur optimale (qui correspond à l'extraction de la 
chaleur maximale) d'une aiïlette droite de prolils rectangulaire et triangulaire, 
si elles ont les mêmes coefficients de trasmission de chaleur et de conductivité 
thermique et les mêmes surfaces des sections droites. 

Réponse. a) Ailette de profil rectangulaire 


Sa 11/3 
éopt= | 4K.AÀ | $ 
4 
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où SF = 201 est la surface de la section droite de l’ailette; A, — 1,419 se cal- 
cule d’après l’équation transcendente 


6A. — sh 2K:. 
b) Ailette de profil triangulaire 


Sa \1/3 
Gen ( Fr) 


où St — Ôl est la surface de la section droite de l’ailette; A, — 2,619 est défini 
par l’équation transcendante 


_ Lo (Kt) Li (Kt)+ Le (Kt) Lo (Ki) = LA). 


Indication. Utiliser (11.66) et (11.71) pour déduire les formules du 
flux thermique qui passe par le pied de l’ailette, et les explorer ensuite dans le 
sens de l’extrémum en fonction de l'épaisseur, en admettant que la surface de la 
section droite de l’ailette est invariable. 


$ II.7. Champ thermique bidimensionnel 


Un champ thermique bidimensionnel peut apparaître dans des 
corps délimités soit par des surfaces planes, soit par des surfaces 
cylindriques et planes, c’est-à-dire dans des murs et plaques plans 
demi-limités, ou dans des cylindres pleins et creux demi-limités et 
limités. 

L’équation différentielle qui correspond à ce cas peut s’obtenir 
à partir de (1.18) en tenant compte de (II.5): 

d*t n  ôt ot 

TE te se to (IT.64) 
où 7 — 0 pour les corps et plaques plans demi-limités; r — 1 pour 
les cylindres pleins et creux demi-limités et limités. 

Cherchons la solution générale de (11.84) sous la forme (méthode 
de séparation des variables, celle de Fourier) 


t — EZ, (IL.85) 


où E est la fonction qui ne dépend que de &; Z, la fonction qui ne 
dépend que de z. 
En portant (II.85) dans (11.84), on obtient 


1 dE n dE 1 dz 
EM TEX  Zæ- Ces 
Dans les premier et deuxième membres de (11.86) figurent les 
fonctions qui dépendent chacune des variables indépendantes entre 
elles. C'est pourquoi l'égalité de (11.86) ne peut avoir lieu que si le 
deuxième et le premier membre de cette relation sont ésaux à une 
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même constante. Désignons-la par p°. Alors, au lieu de (11.86) on 
aura deux équations différentielles 


dE n dE = 
et 
LE + pZ = 0. (II.88) 


L'équation différentielle (11.87) est une des formes de l'équation 
modifiée de Bessel. Sa solution générale peut être exprimée par la 
fonction 


E = EU [Ci Len-1y7e (PO) + CoK (n-1/2 (PE). (11.89) 


La solution générale de l'équation différentielle (11.88) est la 
fonction primitive de la forme 


Z = C;sin pz + C, cos pz. (11.90) 


De cette façon, la solution générale de l’équation différentielle de la 
conductivité thermique (11.84) s'écrit: 


Fr COS [Ci (n -1)/2 (p£) a CoK(n-19/2 (pb)] X 
X (C; sin pz + C, cos pz). (11.91) 


Supposons que la température à la surface latérale d’un cylindre 
plein limité de rayon À et de longueur / est constante et égale à £,, 
et aux faces (2 = 0, z = [) elle est nulle. 

La condition d’une température nulle aux faces du cylindre per- 
met de tirer que C, = 0 et 


p = mil, (11.92) 


où m = 0, 1, 2, 3, … 

D'autre part, C; = 0, puisque la température sur l’axe du cy- 
lindre est finie, et la fonction modifiée de Bessel X, (pr) tend vers 
l'infini avec r — 0 (pour un cylindre, r = 1, & = r). 

L'équation (11.92) possède des racines multiples. Par conséquent, 
pour un cylindre, la solution de son équation différentielle de la 
conductivité thermique (11.84) aura la forme de la fonction [6] 


t= D Auto (7 ) sin, (11.93) 


m=0 


où À, est une constante. 
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Si la série (11.93) se récrit pour r = R sous une forme développée, 
en multipliant ensuite les deuxième et premier membres de l’expres- 


e e e e mr e # « e 
sion ainsi obtenue par sin —— et l’intégrant de O à /, on obtient 


4, { sin 2 = dz= A (+ | R) ( sin < TE sin TE gz + 
0 0 


+ A0 ( SE î sin sin À TE dz + . + Amlo (©) X 
0 


X (sin ce | dz+...+Anlo (T À) k sin LE sin TT dz+.. 
| (11.94) 


La théorie des séries de Fourier montre que 
L 


| sin = si TE z—0 m-£k sont des nombres entiers). 
0 


Donc, la série (11.94) se simplifie jusqu’à 
l l 

ts | sin LE dr = 41 | ee ) | (sin 2e)” az. (11.95) 
0 ) 


l 


(11.95) permet de calculer A,,. On a 
A. = ts) 


: 11.96) 
smhR 
ami | 1 ] 
En portant (11.96) dans (11.93), on trouve 
és m simr 
t _ 2 H—(—1) FA l Le 1m: 
T5. + I (22) L ? 
m= 1 m 0 l 
ou, finalement, 
: AÉESS | 
t _ 4 l . r(2m+i)z 
+4 —_—_——— ——“—— sin". (11.97) 
2 R 
ta Es EN | l 


La figure 11.15 représente le champ thermique sur l’axe du cylindre 
plein limité construit d’après ([1.97). 


8 IL.7] CHAMP THERMIQUE BIDIMENSIONNEL 55 


Supposons maintenant qu'à la face d’un cylindre plein limité 
(z = 0) la température est égale à #:,, et à l’autre face (2 = L) et à 
la surface (r — R), elle est nulle. Dans ce cas, en divisant l’expres- 
sion (11.86) en deux équations différentielles, il est plus commode de 


Fig. 11.15. Distribution de la température dans un cylindre linité continu à 
la température nulle des faces en bout 


désigner la constante par —p*. Alors, pour le cylindre, la solution 
de (11.84) peut s’écrire 


t = [C1J (pr) + CeYo (pr)l (Ca €" + Cie"). (11.98) 


La condition de la température limite à r — O (lim Ÿ, (pr) — oo) 
re 0 


donne C, = 0, et la condition de la température nulle à la face 
(z = 1), C3 = —Cie”*!. De la sorte, (11.98) se simplifie jusqu’à 


t = AJ, (pr) sh pl (1 — 2/1), (11.99) 


où À est la constante d'intégration. 

La température de la surface latérale (11.99) peut être égalée à 
zéro si le paramètre p s'obtient à partir de l'équation J, (pR) = 0 
{tableau II.4 pour Bi —+ ). 

Puisque J, (DR) — O0 possède des racines multiples, il vient 


t= D Ado (Pmr)Sù Pr (1-2). (11.100) 


m=i 
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Tableau 11.1 
Racines de l'équation caractéristique pRJ, (pR)—Bi J, (pR)=0 
Bi P1R | p2R p3R P1R Ps R PsR 
0,000 0,0000 3,8317 7,0156 10,1735 13,3237 16,4706 
0,005 0,1000 3,8331 7,0163 10,1740 13,3241 16,4710 
0,01 0,1413 3,8344 7,0171 10,1745 13,3245 16,4713 
0,02 0,1995 3,8369 7,0184 10,1754 13,3252 16,4718 
0,04 0,2814 3,8421 7,0213 10,1774 13,3267 16,4731 
0,06 0,3438 3,8473 7.0241 10,1794 13,3282 16,4743 
0,08 0,3960 3,8525 7,0270 10,1813 13,3297 16,4755 
0,10 0,4417 3,8577 7,0298 10,1833 13,3312 46,4767 
0,12 0,4827 3,8629 7,0327 10,1853 13,3327 16,4780 
0,14 0,5201 3,8681 7,0356 10,1873 13,3342 16,4792 
0,16 0,5546 3,87173 7,02 10,1892 13,3358 16,4804 
0,18 0,5868 3,8784 7,0412 10,1912 13,3372 16,4816 
0,20 0,6170 3,8835 7,0440 10,1931 13,3387 16,4828 
0,22 0,6456 3,8887 1 ,0469 10,1951 13,3402 16,4840 
0,26 0,6984 3,8989 7,0526 10,1990 13,3432 16,4865 
0,3 0,7465 3,9091 7,0582 10,2029 13,3462 16,4888 
0,40 0,8516 3,9344 1,0723 10,2127 13,3537 16,4949 
0,50 0,9408 3,9594 7,0864 10,2225 13,3611 16,5010 
0,60 0,0184 3,9841 1,1004 10,2222 13,3686 16,5070 
0,70 1,0873 4 ,0085 7,1143 10.2419 13,3761 16,5131 
0,80 1,1490 4,0325 7,1282 10,2516 13,3835 16,1591 
0,90 1,2048 4 ,0562 1,1421 10,2613 13,3910 16,5251 
1,00 1,2558 4 ,0795 1,1558 10,2710 13,3984 16.5312 
1.20 1,3456 4 ,1250 7,1831 10,2903 13,4133 16,5432 
1,40 1,4225 4 ,1689 7,2100 10,3094 13,4280 16,5553 
1,60 1,4892 4,2112 7,2266 10,3284 13,4427 16,5672 
1,80 1,5477 4 2519 1,2627 10,3472 13,4574 16,5792 
2,00 1,5994 4 ,2910 7,2884 10,3658 13,4719 16,5910 
2,50 1,7061 4,2819 7,2508 10,4118 13: 16,6206 
5,00 1,9898 4,7131 7,6177 10,6223 13,6786 16,7630 
140,00 2,1795 5.0332 7,9569 10,9363 13,9580 17,0099 
25,00 2,3108 5,3068 8,3262 11,3576 14,3997 17,4522 
50,00 2.3572 5,4112 8,4840 11,5621 14,6433 17,7272 
100,00 2,3809 2 ,4652 8,5678 41,6747 14,7834 17,8931 
00 2,4048 5,5201 8,6537 11,7915 14,9309 18,0711 


Développons la série (11.100) pour z = 0, puis multiplions ses 
premier et deuxième membres par rJ, (pr) et intégrons de 0 à À. 
Il en résultera 


R R 


lt, | rJo(Pmr) dr = A, sh pil | rJo(P1r) Jo (Pmr) dr ++ 
0 0 
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R R 
+ 4, sh Pal | rJ 0 (par) Jo(Pmr) dr + + Am sh ml À rJE (pr) dr+ 
0 0 


R 
+... + 4xsh pal À rJo(pur) Jo(pmr) dr+ (11.101) 


Il s’avère que lors du calcul du paramètre p à partir de J, (pr) = 0 


R 
| rJ (Par) Jo(Pmr) dr =0, Sik=<m. 
0 


I1 s'ensuit que la série (11.101) se simplifie jusqu'à 
{ À 
ti | rJ (Par) dr = Am sh Pml\ rJ(pnr)dr*). (11.102 
0 0 


(11.102) permet de calculer la constante d'intégration À, On a 


tt (1103)  ? 
ml. 


Am = PmR sh PmlJi (Pm 


En portant (11.103) dans (11.100) on 
obtient la formule du champ thermique 
dont la forme s’écrit finalement 


nn > Jo (Pmr) . Sh Pml (1— 2/1) C 
À 2 Pmli(pmh) Shpml ‘le 


(11.104) 


Si, par exemple, les températures 
à la surface latérale et aux faces du 
cylindre plein sont différentes de zéro, 


7 
la solution de (11.84) doit être cherchée _. 


sous la forme de la somme Fig. 1146. Mur plan demi- 
=u+v+uw, limité 


où u est la solution du problème pour u = t,(r — Rj);u — 0 (z — 0} 
et u = 0 (z = l); v, sa solution pour v = 0 (r — R), v — t, (:—0) 


*) D’après le renvoi de la formule (11.73), si ! se calcule à partir de 
J (pR) — 0, 
° ñ R? » 
| r JS (pr) dr=-- Ji (pR). 


0 
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et v — 0 (: = /) (qui ont été explorées dans ce qui précède) ; w, celle 
pour w = 0 (r = R), w = 0 (2 = 0) et w = ti, (z = Î). 

Supposons qu’à l’une des surfaces (r = 0; 0 <<< œ) d’un 
mur plan demi-limité (fig. I1.16) l’échange de chaleur est défini 
par les conditions aux limites du III genre, la deuxième surface 
(x = l;, OL: < oo) est thermiquement isolée et la température 
de la troisième surface (z = 0; 0< x < 1) est égale à zéro. 

La solution de l’équation différentielle (11.84) peut s’écrire pour 
ce cas (z = 0 et Ë = x) sous la forme 


t —to —= (Cie + CoeP) (C; sin px + C, cos px), (11.105) 


et les conditions aux limites peuvent être exprimées de la façon 
suivante 


= — + (to —t) pour xz—0: (11.106a) 
0Z:< 00 

ôt/0x =0 pour x—l; (I1.106b) 

t=0 pour z—0; (II.106c) 
0OSzIz<! 

0t/0: —0 pour Zz—+ 00. (IL.106d) 


La condition aux limites ([1.106d) entraîne que C, = 0; alors 


qu’en portant la solution dans (11.106b) on ramène celle-ci à la 
forme 


t —t, = Be" cos pl (1 = +). (11.107) 


Si, ensuite, on introduit (11.107) dans l'équation (II1.106a), 
on obtient 


pltg pl = Bi. (11.108) 


L’équation caractéristique ([1.108) permet de déterminer le 
paramètre pl. La solution de (11.108) est donnée par le tableau II.5. 
L'équation caractéristique (11.108) possédant des racines multi- 
ples, sa solution pour f{ doit donc être de la forme 
t—t,— 7: Be 7m COS Pl (1—zxl). (11.109) 
“in 
La constante B,, de (11.109) se calcule suivant une méthode par- 
faitement analogue à celle utilisée pour déterminer À,, de la formu- 
le (11.93). Ecrivons donc, en omettant les calculs intermédiaires, 
to—t ss SiN Pml COS Pml(1—z/l) -p_: 
ne » Pl Sin PmlC0S Pal (11.110) 


m- ! 
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Tableau 11.5 


Pal | Psl | Pal 


pol pal 
0,000 0,0000 3,1416 6,2832 9,4248 12,566 15,7080 
0,005 0,0707 3,1432 6,2810 9,4253 12,5668 15,7083 
0,01 0,0998 3,1448 6,2848 9,4258 12,5672 15,7086 
0,02 0,1410 3,1479 6,286 9,4269 12,5680 15,7092 
0,04 0,1987 3,1543 6.2895 9,4290 12,5696 145,7105 
0,06 0,2425 3,1606 6,927 9,4311 12,5711 15,7118 
0,08 0,2791 3,1668 6,2959 9,4333 12,5727 15,7131 
0,10 0,3111 3,1731 6,2991 9,4354 12,5743 15,7143 
0,12 0,3396 3,1793 6,:3022 9,4375 12,5159 45,7156 
0,14 0,3657 3,1855 6,3054 9,4396 12,5775 15,7169 
0,16 0,3897 3,1917 6,3085 9,4417 12,5791 15,7181 
0,18 0,4119 3,1978 6,3117 9 ,4438 12,5807 15,7194 
0,20 0,4328 3,2039 6,3148 9,4459 12,5823 15,7207 
0,22 0,4525 3,2100 6,3180 9,4481 12,5839 15,7220 
0,26 0, 3,2221 6,3243 9,4523 12,5870 15,7245 
0,30 0,5218 3,2341 6,3305 9,4965 12 ,9902 15,7270 
0,40 0,5932 3,2636 6,3461 9,4670 12,5981 15,734 
0,50 0,6533 3,2923 6,616 9,4779 12,6060 15,7397 
0,60 0,7051 3, 3204 6,:3770 9,4879 12,6139 15,746 
0,70 0,7506 3,3477 6,3923 9,4983 12,6218 15,7524 
0,80 0,7910 3,37144 6,4074 9,95087 12,6296 15,7587 
0,90 0,8274 3,4003 6,4224 9,5190 12,9375 15,7650 
1,00 0,8603 3,4256 6,4373 9,5293 12,6453 15,7713 
1,20 0,9179 3,4742 6,4669 9,5498 12,6609 15,7839 
4,40 0,9666 3,5201 6,4955 9,5700 12,6764 15,7964 
1,60 1,0084 3,9636 6,5237 9,5901 12,6918 15,8088 
1,89 1,0449 3,6047 6,5513 9,6099 12,7071 15,8213 
2,00 1,0769 3,6436 6,9783 9,6296 12,7223 15,83236 
2,90 1,1422 3,7318 6,6431 9,6776 12,7599 15,8643 
9,00 1,3138 4,0336 6,9096 9,8928 12,9352 16,0107 
10,00 1,4289 4,3058 1,2281 10,2003 13,2142 16,2594 
25,00 1,9105 4,5330 7,5603 10,5947 13,6378 16,6901 
50,00 1,9400 4,6202 1,7012 10,7832 13,8666 16,9519 
100,00 1,9992 4 ,6658 7,7164 10,8871 13,9981 17,1093 
co 1,5708 4,7124 7,8540 10,9956 14,1372 17,2788 


Maintenant remplaçons la condition aux limites (11.106b) par 
la condition aux limites du 1° genre 


t = 0 pou x =1l(0<z< œ). (11.111) 


Dans ce cas la solution de l'équation différentielle (11.84) pour 
n =0et à = x doit être cherchée sous la forme 


t=u +, (11.112) 
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où u doit vérifier l’équation différentielle 


d’uldr? = 0 (11.113) 
et les conditions aux limites 
= — + (to —u) pour x=0; 
u — 0 pour x—l, (11.114) 
alors que v doit vérifier l'équation différentielle 
d°v/0x° + 0*v/0y? = 0 (11.115) 
et les conditions aux limites 
dv a : 
= 7 tv pour z—=0: (II. 116a) 
0Zz< 00 
= 0 pour æz—l|l; (I1.116b) 
V—= —u pour Zz=—0; (II.116c) 
0OSzrz<! 
20 pour z—>00. (11.116d) 


OZ 


La solution de l'équation différentielle (11.113) sous les conditions 
aux limites (11.114) est consignée sur le tableau 11.1 (point 7 pour 
y = 0). On peut l'écrire 


u Bi z = 
== (1-5). (11.117) 


La fonction primitive de l’équation différentielle (11.115) est 
de la forme 


v — (Cie + Ce) (C, sin pr + Cycos pr). (11.118) 


La condition aux limites (I1.116d) entraîne que C, = 0, et la 
substitution consécutive de .(I1.118) dans les équations ([1.116b) 
et (I1.116a) donne 


v= Ÿ Dye-Pmésin pl (1—1+), (11.119) 


m= | 


où le paramètre pl doit se calculer à partir de l’équation caracté- 
ristique 


pl ctg pl + Bi = 0. (11.120) 
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| Tableau 11.6 
Racines de l'équation caractéristique (11.120) 


Bi | Pil Pel pal Pal | psl Pel 
0,0 1,5708 4,7124 7,8540 10,9956 14,1372 17,2788 
0,1 1,6320 4,7335 7,8667 11,0047 14,1443 17,2845 
0,2 1,6887 4,744 7,8794 11,0137 14,1513 17,2903 
0,3 1,7414 4,71951 7,8920 11,0228 14,1584 17,2961 
0,4 1,7906 4,7956 7,9046 11,0318 14,1654 17,3019 
0,5 1,8366 4,8158 1,9171 11.0409 14,1724 17,3076 
0,6 1,8798 4,8358 1,9295 11,0498 14,1795 17,3134 
0,7 1 ,9203 4,8556 7,9419 11,0588 14,1855 17,3192 
0,8 1,9586 4,8751 7,9542 11,0677 14,1935 17,3249 
0,9 1,9947 4,8943 7,9665 11,0767 14 ,2005 17,3306 
4,0 2,0288 4,9132 7,9787 11,0856 14,2075 17,3364 
4,5 2,1746 5,0037 8,0385 11,1296 14,2421 17,3649 
2,0 2,2889 5,0870 8,0962 11,1727 14,2764 17,3932 
3,0 2,4557 5,2329 8,2045 11,2560 14,3434 17 ,4490 
4,0 2,9704 5,3940 8,3029 11,3349 14 ,4080 47,5034 
5,0 2,6537 5,4544 8,3914 11,4086 14,4699 17,5562 
6,0 2,7165 5,5378 8,4703 11,4773 14,5288 17,6072 
7,0 2,7654 5,6078 8,5406 11,5408 14,5847 17,6562 
8,0 2,8044 5,6669 8,6031 11,5994 14,6374 17,70%2 
9,0 2,8363 5,7172 8,6587 11,65:32 14,6870 17,7481 
10,0 2,8628 5,7606 8,7083 11,7027 14,7335 17,7908 


100 321105 | 6,2211 | 93317 | 124426 | 45.5537 | 18/6650 
31416 | 62832 | 9.448 | 125664 | 157080 | 18/8496 


Les solutions de (11.120) sont données par le tableau II.6. 

La multiplication des premier et deuxième membres de (11.119) 
avec z = 0 par sin pi (1 — x/l) et l'intégration consécutive de 0 
à L compte tenu de la condition aux limites (I1.106c) de l’expression 
obtenue conduit à 

l 


= Tr | (1—2) sin put (1— +) dr = 
=D, sin? p,.l (1—2+) dx. (11.121) 


(11.121) permet de déterminer la constante D, En la portant 
dans (11.118), on a 


__2Bit > Pml COS Pml—Sin Pml 


7 1+Bi | Pml (Pml— Sin Pml COS Pml) 


m= 


e-Pm° sin p,.l 1 — +) ; 


(11.122) 
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En additionnant (11.117) et (11.122), on obtient la formule de la 
distribution de la température dans un mur plan demi-limité sous 
les conditions aux limites envisagées. On peut la mettre sous la 
forme suivante 


LL Bi [1—++2 © Pml COS pml—Sin Pml se 
l + Pml(Pml—Sin Pml COS Pml) 
m— | 


x e”?m? sin pl (1—+)]. (11.123) 
Il est aisé de vérifier par des méthodes mathématiques usuelles 


que (11.123) satisfait aux conditions aux limites et initiale imposées. 


Exemple 8. Déduire la formule du champ thermique d’un cylindre plein 
demi-limité, si la température de sa surface latérale (r — R) est t,, et de sa face 


t— ts ; Jo (Pmr) — Pm° 
=? me . 
D PmRJ 1 (PmAR) 


mm — 


Le paramètre p se calcule d'après l'équation caractéristique J4, (pR) = 0. 
Exemple 9. Comment s’écrira la formule du champ thermique de l'exemple 8 

si on remplace les conditions aux limites du I°r genre par celles du III° genre ? 
Réponse. 


—t —Pm° 


: a Jo (Pmr) 
—2B PME CW PET , 
TE ral 2 BE PAR?) Jo (PR) ° 


où le paramètre pR se calcule d’après l'équation caractéristique pRJ; (pR) — 
— Bi J, (pR) = 0 (cf. tableau 11.4). 


Exemple 10. Déduire la formule du champ thermique d’un mur plan demi- 
limité si deux de ses surfaces (z = 0; x = !, 0 € z << ©) sont maintenues à la 
température nulle et la troisième surface (2 = 0, 0&<z<«l), à la tempéra- 
ture tp. 

Le mur plan demi-limité possède une source de chaleur interne à puissance 
spécifique constante qy. 

Réponse. 


__ _qvz (—z) 2tp sin (nx/e) 
: 2À Er tsh(nz/e) 
co a(2m+ ti): 
__ 4qvi? D sin [x (2m<+ 1) z/i] . 
An (2m+ 1)° j 


m=0 


Indication. Utiliser la substitution 


n. quz (l— zx) 
gs 2, 
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Exemple 11. Déduire la formule du champ thermique d’un cylindre plein 
de rayon RÀ et de longueur !, s’il comporte une source de chaleur interne à puis- 
sance spécifique constante. 

A la face du cylindre (2 — 0) l'émission de chaleur est déterminée par les 
conditions aux limites du 11° genre, et à la face (z = L), du Ir genre. La surface 
latérale est maintenue à la température nulle. 

Réponse. 


=> ( qul° | Jo(Pmr)  chPm£ 
Au 2 dis 22 2 PmRJ1(PmAR) ChPml 


ME 240R » Ja (Pmr) | Ch Pml (1—:/1) 
À : PnR°J;(PmR) ch Pml ? 


m—= 


où tt, est la température à la face z = L; go, la densité du flux thermique à la 
face = = 0. 
Le paramètre p se calcule d’après l'équation caractéristique J, (pR) = 0. 
Indication. Utiliser la substitution 


qy2? 
2X ° 


t—0— 


CHAPITRE III 


PROCESSUS NON STATIONNAIRES 
DE CONDUCTIVITÉ THERMIQUE 


$ III. 1. Méthodes principales de résolution de l’équation 
de la conductivité thermique en régime non stationnaire 


L'équation différentielle de la conductivité thermique en l’absen- 

<e des sources de chaleur interne est de la forme 
oT O°T O°T O°T à 

(111.1) est une équation différentielle homogène linéaire du deuxième 
ordre aux dérivées partielles. Ses résolutions jouissent de la propriété 
de superposition, analogue aux résolutions de l'équation diffé- 
rentielle homogène ordinaire du deuxième ordre pour laquelle la solu- 
tion est donnée par l'expression C,T, + C,:T:, où T, et T, sont les 
solutions partielles de l'équation, et C, et C., des constantes arbi- 
traires. (111.1) étant une équation aux dérivées partielles, elle possède 
un nombre infini de solutions partielles. 

L’équation différentielle de la conductivité thermique se rapporte 
à la catégorie de ce qu’on appelle équations différentielles de la 
physique mathématique, dont la résolution a imposé l’établisse- 
ment des méthodes aussi bien classiques qu’approchées. Aux métho- 
des classiques on rapporte, par exemple, celle de séparation des 
variables et la méthode des sources. Par sa structure harmonieuse et 
Je niveau d'élaboration, la transformation intégrale peut être égale- 
ment rangée parmi les méthodes classiques. Actuellement, on recourt 
largement aux méthodes approchées qui permettent pratiquement de 
résoudre tout problème technique. Parmi ces méthodes il y a celles 
des différences finies (méthode des réseaux) et des analogies (analogie 
électrique et hydraulique). 


Méthode de séparation des variables. Cette méthode a été établie par Fou- 
rier: son application aux problèmes de la conductivité thermique consiste à 
trouver l'ensemble des solutions partielles de l'équation (II11.1) qui, comme 
nous l’avons déjà dit, sont ensuite sommées 

1—=0 
T=CiTi+CoTote.=ù CT. (I11.2) 


i=1 


La légitimité de l'application du principe de superposition à une série infinie, 
tout comme sa dérivation et intégration terme à terme, est démontrée dans les 
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ouvrages de physique Se A Le Un fait important est l'allure bornée de la 
fonction 7 (T << M) pour toutes les valeurs des coordonnées et du temps t > 0. 

La solution de l'équation (111.1) se présente sous la forme de produit de 
deux fonctions, dont l’une dépend seulement du temps 7 (t), et l’autre (x, y, =), 
seulement des coordonnées, c est-à-dire 


T = CT (x) Ÿ (zx, y, 2), (LIL.3) 
où C est une constante arbitraire. 


En dérivant la fonction 7 par PRppors au temps et aux coordonnées et en 
portant ces dérivées dans l'équation ([11.1), on obtient 


T° (t)Ÿ (x, y, 2) = aT (x) V4 (x, y, 2). (111.4) 


Séparant les variables dépendant du temps de celles qui dépendent des coor- 
données, ramenons l'équation (111.4) à la forme 
T° (x) /T (x) = aV? (x, y, z)/d (x, y. 2). (111.5) 


Le premier membre de l'expression (111.5) ne dépendant pas des coordonnées, et 
le deuxième, du temps (l'égalité étant vérifiée quelles que soient les valeurs du 


temps et des coordonnées), les deuxième et premier membres représentent une 
valeur constante À: 


({/a) T° (x)/T (x) = À; (111.6) 
Vip (Ze Yo z)/Ÿ (z, y, z) = À. (ITI.7) 


Chacune des équations (111.6) et (111.7) est différentielle et linéaire. La solution 
de (111.6) s'écrit 


T (x) = Cent, (111.8) 


La forme de la fonction 7 (x) indique que pour les processus qui tendent vers 
l'équilibre thermique, la quantité À doit être inférieure à zéro (À << 0), car s’il 
n'en est pas ainsi, la condition de la fonction 7 = 7 (t)-W (x, y, z) << M limi- 
tée ne serait pas observée. Ainsi, on peut noter 


À = —k, (HIL.9) 
Il en résulte que l'équation (111.7) devient 
Vb (2 ÿs 2) + k (x, y, 2) = 0. (111.10) 


La solution de (111.10), appelée équation de Pockels, est définie par la forme 
géométrique du corps. Les constantes d'intégration se calculent à partir des 
conditions aux limites (température, flux thermique ou conditions d'échange de 
chaleur à la surface du corps). Dans les cas les plus simples, lorsque tp est fonc- 
tion d’une seule coordonnée (per exemple, de x), l équation (111.10) est une 
simple équation différentielle du deuxième ordre, dont la solution peut être 
mise sous la forme d’une somme de deux solutions partielles: 


4 (x) = C14 (kr) + C.B (kr), (111.44) 
où C, et C, sont des constantes, et À (kr) et B (kx), des intégrales linéairement 
indépendantes de l'équation (111.10), c'est-à-dire tels que leur rapport n'est pas 


une grandeur constante: À (kr)/B (kx) = const. En portant Îles expressions 
(111.8) et (111.11) dans (III1.3) et en réunissant les constantes, on obtient 


T = et [DA (kz) + EB (kz)], (111.42) 


où D et E sont des constantes. 


._ Cette expression, tout en vérifiant l'équation (III.1), est, pourtant, inap- 
plicable au calcul du champ thermique, ne permettant pas de définir les cons- 
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tantes D et E. Par exemple, si par condition pour l'instant initial (avec t = 0) 
la température est constante: 7 — TQ — const, ceci ne résulte pas de l'équa- 
tion ([11.12) du fait que dans ce cas il s'avère que la constante est égale a la 
variable: T, = DA (kz) + EB (kz), ce qui ne doit pas avoir lieu. Pour obte- 
nir la solution générale de l'équation de la conductivité thermique susceptible 
de satisfaire aux conditions initiales, on prend la somme des solutions partielles 
dans chacune desquelles les constantes D et E ont leur valeur définie. En réali- 
sant la sélection correspondante des constantes D et Æ, on peut s'approcher aus- 
si près que l'on veut de la distribution de la température initiale donnée. 
Ainsi, les solutions partielles s'écrivent 


Ti= DiA (hz)e- VIT E,B (hr)e%T; 


Ts = D,A (ker)e MT D ESB (kor) e%ET (111.13) 
etc. 
La solution générale est de la forme 
T= Ÿ DnA(knz)e "+ S EnB(knz)e "n". (111.44) 


nemi n=1 


La condition nécessaire de la résolution du problème est le développement 
possible de la fonction qui décrit la distribution initiale de la température 
To (x) en série par rapport aux fonctions propres 


To(z)= D DnA (knz)+ S EnB (knz). 
LR | 


n=1 


L'application de la méthode de séparation des variables est montrée dans 
ce qui suit sur l'exemple du champ thermique non stationnaire d’une plaque 
plane, d’un cylindre, d’une sphère. 

La méthode des sources est une des méthodes classiques particulièrement 
indiquée pour résoudre des problèmes de conductivité thermique. d’un domaine 
indéfini ou demi-limité. L'exemple d'un tel problème peut être fourni par l'étu- 
de du champ thermique non stationnaire dans le sol dans le cas de la variation 
des conditions extérieures. 

Le sens physique de la méthode des sources consiste dans le fait que le pro- 
cessus de propagation de la chaleur dans le corps par conductivité thermique se 
présente comme l’ensemble des processus d’égalisation de la température d’une 
ne des sources de chaleur, réparties aussi bicn dans l’espace que dans 

e temps. 

Considérons le problème de détermination du champ thermique unidimen- 
sionnel non stationnaire pour un domaine indéfini sous des conditions initiales 
données. Comme modèle physique d’un tel problème peut servir une barre de 
longueur infinie à section droite d’une surface F — 1 m° constante suivant la 
longueur, dont la surface latérale est thermiquement isolée. La distribution 
initiale de la température dans la barre est donnée. 

Ce problème vérifie l'équation (111.1), c’est-à-dire 


OT/0t = aë? Tlôr? pour — © << z << + 0. 


AT eo la distribution initiale de la température dans la barre est 7 (x, 0) = 
. To x). 

Comme nous l'avons montré au paragraphe précédent, la méthode de sépa- 
ration des variables permet d'obtenir à partir de l'équation (111.1) deux équa- 
tions différentielles linéaires ordinaires, et notamment 


T'+akiT = 0; "+ k%= 0. 
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Les solutions partielles de ces équations”sont 
| T = Cie et = Cietinx, (111.15) 
et la solution partielle de l'équation (111.1) est 
TU) = TRY = CH) TER, (111.16) 


La fonction T(k) satisfait à la condition de limitation. Ici x est un nombre réel 


quelconque (— © << k << + æ); on retient donc dans (111.16) le signe plus. 
Composons la fonction 


+oo 
T (z,T)= | C(hpe-ATHIRX GE (111.17) 


i, si les dérivées peuvent se calculer par dérivation sous le signe somme, vé- 
rifie (111.1) comme une somme des solutions partielles de cette équation. En 
utilisant les conditions initiales, on a 


T (z)= | C (k) elRz dk. (111.18) 


Les coefficients C (k) se trouvent d’après la formule de la transformation i 
se de 1 intégrale de Fourier, c'est-b-dire inver- 


+ 00 
" ee 
C G)=S | T (£) er ie dE. (111.19) 


<e POFrARe (111.19) dans (111.18) et en changeant l’ordre d'intégration, on 
obtien 


oo  +o 
T(z,t)=—— | \ T @e-%tæ) er chit+ihx Gr 
do ; +o —+o 
on | ( | eat + Lx D gx ) T (E) d. (III.20) 


Le les transformations, l'intégrale placée entre parenthèses se ramène à la 
orme 


; +oo (x = 5) 
1 — ak2T+ik(x- 1, à 
1 [ = ah?t+iA(x Dék= 7 € LR (111.24) 


Cette expression s'appelle solution fondamentale de l'équation de la conductivité 
thermique. La solution s'appelle aussi fonction de source sur une droite infinie 
notée comme suit: ’ 
_ (“= 
e &axt . 


1 
G(z, 6, T)= ET (111.22) 
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La vérification immédiate peut montrer que la fonction 
(x—E)? 


a 7 &a(t=to) 
G(z, E, T—T) = nr 0 (111.123) 


est la température au point x à l'instant +, si à l'instant initial + — 1, au point 
de coordonnée E la quantité de chaleur dégagée Q — Cp (on peut retenir 7, nul), 
où C est la capacité calorifique; p, la densité du matériau de la barre. 

En effet, la fonction (111.23) vérifie l'équation de la conductivité thermi- 
que (III.1) du fait que 


(x—5)? 
96 _.___1 ZE __. ax -wo), 
(x #5)? 
#6 __1 [—+ RL Re à (x—E)° le ka(T— To) - 
dE O2RL 2 [a(—-t)]"  4fa(r—-t)l"* 
(x-6)° 
a [ | (z—E) IQ Ga(t— to) 
0% 27 2{a(t—vo)]/?  4fa(t—T)]°/2 
et, par suite, 
0G/0x = aÿ?G/ôx!. 
La quantité de chaleur dans la barre à l'instant T>#% 
+00 o +o _ (x-E)* de 
ENTER &a(t — To) = 
Cp J ce E, T— T0) di Æ [ « 2a (T—To) 
et 
= = “Æda=Q=pC, (III.24 
vx J ‘ Q=Pp ( ) 
étant donné que 
a a 
2 VTT) 2 Va(r—T) 
+00 
e 7% di — Vs. 


L'équation (111.24) pique que la quantité de chaleur dans la barre ne 
C e pas avec le temps. La fonction (111.23) dépend du temps seulement par 
l'intermédiaire de v = a (t — ©), et elle peut s'écrire 


= = — Ut III. 
2 Va + CSS) 


La forme de la fonction G est”donnée par la figure 111.1, d'où il ressort que 
presque toute l’aire sous la courbe se trouve au-dessus de l'intervalle (È£ — e) — 
— (£ Le},"où e peut être aussi petit que l’on veut, si v = a (t — T,) est suffi- 
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samment petit. La valeur de l’aire multipliée par (Cp) est égale à la quantité de 
chaleur amenée à l'instant initial. Pour de petites valeurs de v presque toute 
la chaleur se concentre au voisinage du point &. Par conséquent, à l'instant t = 
= T% toute la quantité de chaleur se trouve au point E, alors que pour de petits v 
la température en ce point est infiniment grande. 


20 1,5 1,0 05 O0 0,5 1,0 15 2,0 


Fig. 111.1. Forme de la fonction G 


I] est intéressant de noter le fait suivant : la formule (111.23) montre qu'en 
tout point z la température produite par une source de chaleur ponctuelle ins- 
tantanée qui agit à l'instant initial t = 0 diffère de zéro pour les moments 
de temps aussi petits que l’on veut. Ce résultat 
peut être envisagé comme conséquence de la 
propagation rapide de la température et, par 
suite, de la chaleur. Pourtant, ceci contredit 
aux idées moléculaires et cinétiques sur la na- 
ture de la chaleur. Ce désaccor D par 
l'application dans la déduction de l'équation 
différentielle de la conductivité thermique des 
idées phénoménologiques sur le transfert de 
chaleur, qui ne tiennent pas compte de l'i- 
nertie du mouvement des molécules. 

En reprenant l'expression (111.20), met- 
tons-la sous la forme 


T'x,O0)=t1x) 


+00 _ G=S 
4at 


T (z, 7 | re &. es [sé 


(111.26) Fig. 111.2. Distribution ini- 


Cette formule constitue précisément la solu- tiale de la température 

tion générale du problème de définition du 

champ thermique dans un corps indéfini unidimensionnel. Pour l'instant 

initial, l'équation (111.26) est une substitution de la distribution . initiale 

de la envérature par la somme des solutions partielles (fig. 111.2). | 
Méthodes de transformation intégrale. Pour résoudre de nombreux problè- 

mes sur la conductivité thermique, les méthodes classiques ne suffisent pas, et 
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de nos jours on recourt largement aux différentes méthodes de transformation 
intégrale des équations différentielles et des conditions aux limites. Le prin- 
cipe de ces méthodes consiste dans le fait qu'on soumet à l’étude non pas les 
fonctions elles-mêmes définies par la position du problème, mais leur modifi- 
cation, ce qu'on appelle leur transformée, la fonction elle-même se nommant 
alors original. Si la transformation se fait par rapport à une coordonnée spatiale 
z, la transformation intégrale de la fonction de original f (x) peut être mise 

sous la forme | 

| 

eo | 

t 


ft= K(p, z) f(x) dr, (111.27) 
0 , 


où f (p) est la transformée de la fonction f (r); Æ (p. r), le noyau de la transfor- 
mation; p, un certain paramètre. | 

Les fimites d'intégration peuvent être aussi bien infinies que finies; dans 
ce dernier cas la transformation intégrale est dite finie et s'écrit 


b 
1@)= | K(p. 2 f (0) de. 


l 

a 
La forme du noyau de la transformation est déterminée par'les conditions 
du DUeue envisagé. Ainsi, pour les corps d'une étendue indéfinie, il est com- 
mode d’employer la transformation complexe de Fourier, telle que Æ (p, x) = 


VA elrx et pour laquelle les limites d'intégration sont prises de —oo à +co. 

Lorsqu'à la surface du corps les conditions aux limites du I* genre (la va- 
leur de la fonction) sont données, il convient d'employer la transformation de 
Fourier en sinus; en cas des conditions aux limites Au [IS genre, la transforma- 
tion de Fourier en cosinus. Les noyaux des transformations ont alors respecti- 
vement la forme 


K(p, r) = V/2/n sin (p, x), 
K(p, z)= V2/n cos (p, x). (111.28) 


Pour les corps à symétrie axiale (par exemple, pour un cylindre) le noyau 
de la transformation doit être une fonction de Bessel 


K(p, z) = rJ (pr), (111.29) 


où J (pr) est la fonction de Bessel ; r, la variable indépendante qui change de 0 
à R(R est le rayon extérieur). La transformation intégrale dans ce cas porte le 
nom de transformation de Hankel. 

Pour résoudre les problèmes de la conductivité thermique non stationnaire, 
les plus usitées sont les méthodes de la transformation intégrale de Laplace et 
la méthode opérationnelle de Heaviside. Dans la méthode de transformation de 
Laplace, la transformation intégrale de la fonction qui dépend du temps f (t) 
est définie par la formule 


oo 


{ (P)= | f(t)e7PT dr. (111.30) 
0 
L'application de la méthode des transformations intégrales aux équations diffé- 


rentielles aux dérivées partielles permet d'obtenir pour le cas unidimensionnel 
une équation différentielle ordinaire par rapport à la transformée. Alors que 
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l'application des transformations intégrales aux équations différentielles ordi- 
naires les transforme en équations algébriques par rapport aux transformées. 
En cherchant ensuite la valeur de la fonction qui constitue la transformée, il 
faut (pour résoudre le problème) passer à l'original. Ce passage se fait d’après ce 
qu'on appelle les formules d'inversion: 

pour la transformation complexe de Fourier 


+ oo 
1 
OP | f (p) eTtpx dp; (111.31) 
pour la transformation de Fourier en sinus 
jte)= VER | 5 (0) sin (pr) dp: 11.32) 
0 


pour la transformation de Fourier en cosinus 


O0 


f)= VEn | 1 (p) cos (pr) dp: (111.33) 


0 
pour la transformation de Hankel 


Oo 


ju= À jte) J (pr dr: (11.39 
0 
pour la transformation de Laplace 
j O+ioo 
1O= | f (p) eP* dp. (111.35) 
G-ic 


Vu la large application de la méthode opérationnelle, examinons-la de 
plus près. 

La transformation de Laplace est réalisée d’après la formule (111.30). où 
le paramètre p = © + i& est une certaine grandeur comnlexe qui, avec © cons- 
tant ct E variant de — oc à + œ, change de © — io à 6 + io (fig. III.3), 
en parcourant dans le domaine complexe p la droite Re (p) = 6, parallèle à l'axe 
imaginaire. À la transformation de Laplace peuvent être soumises les fonctions 
aux propriétés suivantes: 

” 1. Pour des valeurs négatives de l'argument, la fonction correspondante est 
nulle 


f(t)=0 pour t< 0. 


2. Pour des valeurs positives de l'argument, l'ordre de croissance des va- 
leurs absolues des fonctions avec la croissance de l'argument ne dépasse pas l'or- 
dre de croissance d’une certaine fonction exponentielle 


[f(t) I < Me%T pour t> 0. 


Ainsi, la fonction et* ne possède pas de transformée du fait que l'intégrale de 
Laplace diverge. 


72 PROCESSUS NON STATIONNAIRES (CH. III 


3. La fonction f (xt) doit vérifier les conditions de Dirichlet, c’est-à-dire l’in- 
tervalle dans lequel la fonction f (xt) est définie peut être divisé en un nombre fi- 
ni d intervalles dans chacun desquels f (t) est continue et monotone, et en tout 
point de discontinuité les valeurs des fonctions f (t + 0) et f (t — 0) existent. 

Sous les contraintes indiquées, la transformée f (p) est une fonction analy- 
tique dans le demi-plan à droite de la ligne droite Re (p) = o, (fig. 111.3), c'est-à- 


| £ 


PLLLS 


Fig. 1II.3. Domaine d'existence de l'image f (p) de la fonction f (1) 


dire la fonction f (p) possède dans le domaine indiqué les dérivées de tous les 
ordres et tous ses points singuliers reposent dans le domaine complexe à gauche 
de la droite Go. 

Trouver la transformée 

1) f(x) = C = const (rt > 0): 


f(p)= ( Ce-P® dr=— e= PT = (111.36) 
0 
NE UE CT: 
Î (P)— Î (0 Cas de ; (111.37) 
0 
3) f(m=e  (T>0): 
Î = | e(P-AN gr = (111.38) 
0 
(pour p > k). 
Mais si f(x) = e*, il vient 


1 
[= EE. (111.39 
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Dans les ouvrages de référence et la littérature sur le calcul opérationnel on 
trouve de multiples données sous la forme des transformées de différents origi- 
naux des fonctions. 

Voici les propriétés principales de la transformée de Lapluce. 

Linéarité. Les exemples mentionnés entraînent que si C = const et à 
l'original f (x) correspond la transformée f (p), à la fonction Cf (x) correspond la 
transformée Cf (p). Ensuite, si les fonctions /, (x) et f, (t) possèdent respective- 
ment les transformées f, (p) et f. (p), on vérifie l'égalité 


fa (+ fe (r) = fa CP) + fe (P). (111.40) 


c'est-à-dire la transformée de la somme des originaux est égale à la somme des 
transformées de ces originaux. Par exemple, 


f(x) =sin (wt) + (etiot — eus), 


alors 


= + ( 


1 rh. ) …: © 
P—iw p+iw ni p°+w?° 
Pour 

Î (t) = COS (wTt) À (eiuT + e” it) 


la transformée est de la forme 


fU=2 (+ 


re P 
st) p°-+w* ° 


Transformée de la dérivée. Si @(x) = f’ (x), en utilisant 
la règle d'intégration par parties, on obtient 


P (P)= | p(r)e-P'at=eP'j(x) +p | ftt)e”PT dx. (11.41) 
0 U 0 


Si f (x) appartient aux fonctions à propriétés 1, 2, 3, alors eP*f (x) —+ 0 avec 
t— oo et ePTf (tr) —+ f (0) avec t —+ 0. Dans ce cas l'expression (111.41) se ra- 
mène à la forme 


p Cp) = f’(p) = pf (p) — f (0), (111.42) 
c'est-à-dire la dérivation de l'original de la fonction correspond à la multipli- 


cation de la transformée par p avec soustraction ultérieure de la constante f (0). 
Pour une dérivée du deuxième ordre 1 (t) = f” (x) 


vU= | fpe-Parne-r (o |+e | roe-Ptas jf (0+ 
() 0 0 


+pfe 7 (x) | +p(; 6) Père |==pf (p)—pf (0) (0). (TIL.43) 
0 0 
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Dans le cas général, si F (rt) = f(n) (x), la transformée de cette fonction se cal- 
cule d’après la formule 


FAR F0 (c)e-Piat= pnj (p)— pif (0) — pn-1f" (0) —...— f{n-1) (0). 
0 


(111.44) 


Pour chercher la fonction primitive de l'original d’après sa transformée, 
on peut utiliser la formule (111.35). La méthodologie de l'intégration dans le 
plan complexe est exposée en détail dans les ouvrages sur la théorie des fonctions 
de la variable complexe. Pourtant, pour les originaux et les transformées, on 
utilise le plus souvent des tables toutes prêtes (24]; d'autre part, au lieu de la 
formule (111.35) on peut utiliser la formule d’inversion suivante (c’est-à-dire 
trouver l'original d’après sa transformée) : 


ot GE (2) (E)E uns 


T T 


où f (p) est la transformée de la fonction / (t) dans laquelle au lieu de la grandeur 
p on a porté (n/t); par exemple, f (p) UE. Calculer / (t). Puisque f{"? — 


p+1 
hr ertu de (111.45 
= DDRT alors, en vertu de (111.45) 
im EN fr Ce 1 j; 1 ” 
t=lin {CE (+) pp) FETE 
T Û 


. 1 1 
= Lit + ; 
nets e_",. (111.46) 
La formule (111.45) permet de calculer l'original seulement à l'aide des 
opérations de dérivation et du passage à la limite. Pour plusieurs cas particu- 
liers il existe également d'autres formules d’inversion. 
A titre d'iflustration de l'application de la transformation de Laplace, 
examinons la transformation de l’équation différentielle unidimensionnelle de 


ne : OT __ d°T(z.t), 
la conductivité thermique x “1 dE 
( T _%x 
| Te Pare pT (2, p)—T (r, 0 (IL.4T) 
0 


où 7 (x, p) est la transformée de l'original T (x, t); T (x, 0), la distribution ini- 
tiale de la température: 


2 2 ce ù 
ne tea [Te t) Para TE, (111.48) 
t 0 


Ôôx° CE 


De la sorte, l'équation (111.1) aux dérivées partielles se transforme en une 
équation différentielle ordinaire par rapport à la transformée 


: ŒT (x, p) 


dr" 


—pT (x, p)+T (z, 0) =0. (111.49) 
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Considérons le cas le plus simple, lorsque la distribution initiale de la tem- 
pérature est la même en tous les points du corps et égale à zéro 


T (x, 0) = 0. (111.50) 
Alors, l'équation (111.49) se met sous la forme 
dT (zx, p) p 
LT (e, p)=0. (111.51) 


La solution de cette équation s'écrit: 


| 2, — = 
+ Be ps “À ch V Les sh y? z, (111.52) 


A—B | 
et B, = z— sont les grandeurs constantes par rapport à z 


VEs 
T(x, p}—Aje 


mais dépendant de p. Ces constantes se déterminent à partir des conditions aux 


eo quoi à l'aide du tableau des transformées on trouve l'original 
z, T). 


$ IIL.2. Processus non stationnaires de conductivité 
thermique dans une plaque indéfinie 


Examinons le problème d'un corps qui tend vers l'équilibre 
thermique. 

On donne une plaque d'épaisseur 26, dont les dimensions dans le 
sens des axes y et z sont illimi- 
tées. 

Les conditions physiques déter- 
minent les valeurs du coefficient 
de conductivité thermique du ma- 
tériau de la plaque (À = const), de 
la capacité calorifique (C =const), 
de la densité p; la plaque ne pos- 
sède pas de sources de chaleur 
internes. La plaque à l'instant 
initial ayant une température uni- 
forme ft, est plongée dans un courant 
de fluide à température constante 
tt differente de #,. 

Les conditions aux limites sont 
définies par les valeurs constantes 
et identiques des coefficients de 
transmission de chaleur & aux deux 
surfaces de la plaque. | 

Les dimensions linéaires des 
surfaces de la plaque étant grandes  Fig.I11.4. Schématisation du calcul 
par rapport à son épaisseur,latem- du chauffage d'une plaque plane 
pérature change seulement dans 
le sens perpendiculaire à la surface de la plaque, c'est-à-dire le 
champ thermique est unidimensionnel. D'autre part, la symétrie des 
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conditions aux limites par rapport au plan médian fait qu’à tout 
instant le champ thermique est également symétrique par rapport à 
ce plan. Pour le problème envisagé il est commode de situer l’origine 
des coordonnées au centre de la plaque, d’après la figure 111.4, en 
orientant l’axe OX suivant la normale à l’axe de la plaque. 
Pour la commodité des calculs ultérieurs, la température est lue 
à partir de l’ambiante : Ÿ — ft? — t. 
Alors, l'équation différentielle de la conductivité thermique 
(III.1) s'écrit 
08/0% = a028/0z?, (111.53) 
puisque 
ôt/0t = —00/07 et 0°t/0x° — —0*6/07°. (111.54) 


Les conditions d’univalence se mettent sous la forme: 
conditions initiales 
avec T = 0, 8 = 0, — {9 — to; 
avec T —> 00, Ÿ —> 0 pou —È LrzL< +6; (111.55) 
conditions aux limites 
À 09/07 = —aô pour x = +6; 
(111.56) 
À 00/0x = aŸ pour z — —6. 
La dernière équation peut être remplacée par la condition plus simple 
de la symétrie du champ thermique 
00/0z = 0 avec x = 0. (111.57) 
Résolvons le problème posé par la méthode de séparation des 
variables en présentant la fonction cherchée 8 sous la forme de pro- 


duit de deux fonctions:p (x) et T'(t), dont chacune ne dépend que d’un 
seul argument 


Ÿ = 1p (x) T (x). (111.58) 
En portant (111.58) dans (II1.53), on obtient 
per) D eo ET (0), (111.59) 
ou, en séparant les variables, 
LF=+. (111.60) 


Le premier membre de l’équation (111.60) ne dépendant pas de la 
coordonnée zx, et le deuxième, du temps 7, la valeur totale des premier 
et deuxième membres ne doit dépendre ni de x ni de +: 

_. Fe — const. (111.61) 
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La condition (111.55) entraîne que lors de l’échauffement de la pla- 
que, 08/07 < 0 (donc, également, 07/ôt << 0); par conséquent la 
constante de l’équation (III.61) doit être négative. (Dans le cas du 
refroidissement de la plaque avec f; > to, la conclusion sur le signe 
de la constante sera la même.) 


Désignons la constante par (—k*) et, en résolvant les équations 
(III.61), obtenons 


Tr) = Cie a": (111.62) 
vd (x) = C, sin (kz) + C, cos (kzx), (111.63) 
où Cy, C», C3 Sont des constantes d'intégration qui, tout comme la 


valeur de la constante k, s’obtiennent à partir des conditions initia- 
les et aux limites. 


En utilisant la condition de symétrie (111.57) 00/07 |. .)—0, on a 


Ob/Ôx [x=o = 0. (III.64) 


En dérivant (111.63) et en tenant compte de (III.64), on trouve 
C2 = 0; donc 


+ (zx) = Cs cos (kzx). (III.65) 


L'expression du champ de la température excédentaire est de la 
forme 


Ÿ — Cet cos (kzx), (111.66) 
où C — CC: 
Utilisons la condition aux limites (111.56) sous la forme 
0Ù = 
Es Ps — +9 ls (III.67) 


pour obtenir, en y portant l’équation (111.66) et la dérivée 90/0x 
avec la valeur de z = 6, 


—kCe”sht sin (kô) = — + Ce" cos (kô),  (III.G8) 


ou, en réduisant les deux membres de l'égalité par Ce-°t, aboutis- 
sons à l'équation transcendante de la détermination de la constante k 


kila = cotg (kô), (111.69) 
ou 


RÔM/(aô) = cotg (kô). (111.70) 


Introduisons la notation kô = n et «ô/À = Bi (critère de Biot); 
il vient 


n/Bi = cotg (n). (111.74) 
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L’équation (III.71) s’appelle équation caractéristique; on peut la 
résoudre graphiquement en cherchant les points d'intersection de la 


, droite y, — n/Bi avec les 


, Ya Ya. Y2 cotangentoïdes y, = cotg (n). 

La figure III.5 schématise 

S la résolution graphique de 
re J=lei l'équation (III.71). 

e : Comme le montre le dessin, 

® l'équation (III.71) possède un 

adl\ | nombre infini de solutions 


n;; ces grandeurs s'appellent 
nombres propres du problème. 
Les valeurs des nombres pro- 
pres dépendent du numéro 
d'ordre à et du nombre Bi. 
Le caractère de cette dépen- 
| dance est visualisé sur la 

| de à figure III.6. 
Fig. 111.5. A) de l'équation Pour Di la diéité 
— n/Bi coïncide avec l’ axe 
des abscisses, et les racines de l'équation (111.71) ont les ;va- 

leurs 


R1 = 2; ne = 35/2; na = 5n/2; ...:; nr; = (2i — A) x/2. 


n 
37/2 


T/2 


Fig. 111.6. Détermination des nombres propres n; 


Pour Bi — 0 la droite y, = n/Bi coïncide avec l’axe des ordon- 
nées et les nombres propres deviennent 


M=0; nm =n; ns =2n; ...; nm —=(i —AÂ)x, 


où { = 1, 2, 3. 
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De la sorte, en partant de l'équation (111.66), chaque valeur du 
nombre propre 7; conduit aux solutions partielles 


d, = C; cos (r,r/ô) exp (—an;t/6?); 
Ÿ2 — C2 cos (n:r/6) exp (—anit/6°); 


Ÿ, = C; cos (n;x'ô) exp (—anit/0°); (111.72} 


La solution générale de l'équation différentielle (111.53) se calcule 
comme la somme des solutions partielles 


9— à C;cos(n;r/ô) ere (III.73) 
=! 


La fonction à vérifie les conditions aux limites, puisque ces dernières 
sont vérifiées par tous les termes de la série. Les constantes C', sont 
déterminées à partir des conditions initiales (111.55) 


d= 2 C; cos (n;x; 6), (111.74) 


c'est-à-dire les C; sont les coefficients de Fourier de la fonction 6, 
lors de son développement suivant les cosinus dans l'intervalle de 
—Ô à 6. 

Pour le calcul des coefficients C';, les premier et deuxième membres 
de (II1.74) sont multipliés par cos (r,zx/ô) dx et intégrés de —à 
à +6, alors que j prend toutes les valeurs entières, y compris é: 


+0 æ +0 
do À cos (n,x/Ô) dx — > C; | cos(n,;x/ô) cos(n;x/ô) dr. (III.75)} 
—Ô n=1 —0 


On montre sans peine (propriété d’orthogonalité) que 
+0 
| cos (r+) cos (r,+) dx — 
0 
0 pour ij; 
À 


( 
| +9 = 
= cos? (n;t/ô) dx pour i=j. CP 
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Il s'ensuit que l’expression déterminant C; s'écrit 


+0 
LUA \ cos (n;z/0) dr ë, 2è sinn; | 
C nn 0 _ n; … 2sin n; 
17 +0 ei 41 . 7 On;+sinn;coSn; 
0 


(III. 77) 


En portant (111.77) dans (111.73), on obtient l’expression définitive 


pour le champ thermique de la plaque homogène chauffée symétri- 
quement 


OC 


__<Q 2Sinn; =n°at/0t = 

= », 0 sine C0 (n;z/6) ei". (111.78) 
n—=1 

En retenant que at/ô° = Fo est le nombre de Fourier, écrivons 


l'expression sans dimensions de la chute de températures ou pression 
thermique 


. Ÿ … | 2sinn; z -n°Fo = 

ig— > ren oos(ns)e LR” (III.79) 
ES | 

Dans la plupart des problèmes pratiques il convient de déterminer 

la température aux points caractéristiques des corps. Ainsi, pour une 

plaque, le plus d'intérêt présente soit la température à la surface 

z —= +6, soit dans le plan médian z = 0. Pour ces cas la coordonnée 


sans dimensions z — x/Ô prend les valeurs 4 ou 0. L’expression 


2 Sin n; ; s 3: j 
—————— est fonction seulement de »;, c’est-à-dire fonction du 
ni—+ SID R;COS un; 


numéro d’ordre et du critère Bi. Puisque les »; sont les nombres dont 
la valeur croît avec le numéro d'ordre, les termes consécutifs de la 
série jouent un rôle de plus en plus petit avec la croissance de n,; 
[il convient de retenir que cos (n;x) est une grandeur limitée, et 
exp (—nfFo) est une grandeur rapidement décroissante). 

Les explorations montrent qu'avec Fo > 0,3, la série (111.79) 
devient rapidement convergente et peut être avec une précision suf- 
fisante remplacée par le premier terme de la série 

ea 2 sin ñn; 2 ° 
An Hana con (n,x) exp (—n;Fo). (IITI.80) 
Pour l'axe de la plaque (rx = 0)on a 
0: 4, = N (Bi) exp(—n#;Fo) = f, (Bi; Fo); (III.81) 
pour la surface extérieure (x = 1), 


Oz = P (Bi) exp (—n*Fo) = f. (Bi; Fo),  (III.82) 
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où W (Bi) et P (Bi) sont les fonctions qui ne dépendent que du 
nombre de Biot. 

De cette façon, pour les coordonnées données, la chute sans di- 
mensions des températures n’est fonction que de deux nombres: 
Bi et Fo. En calculant le logarithme des équations (111.81) et (III.82), 
on obtient les expressions 


In6-_,=In N(Bi)—n?Fo; In@-_,=In(P(Bi)—n°Fo). (III.83) 


Il est commode de représenter (111.83) en coordonnées semi-lo- 
garithmiques (fig. II1.7, III.8). 

On porte en ordonnées les logarithmes d’Euler de la grandeur 
O;=1 ou 0:30, et en abscisses, le nombre de Fourier. 

Le nombre de Biot est utilisé comme paramètre. En recourant 
aux graphiques, on peut réaliser les calculs suivants: 

4) pour la durée de l’échauffement de la plaque (c’est-à-dire 
le nombre Fo étant donné) et l'intensité du transfert de chaleur par 
sa surface (c’est-à-dire le nombre Bi étant donné) données on calcule 
O0 et Oz] ; er = 

2) pour les 6... ou 6:.,9 et Bi donnés, on calcule la durée de 
l’échauffement, c'est-à-dire Fo; 


8) pour Fo et O5, (ou 6:….,) donnés, on détermine l'intensité 
du transfert de chaleur par la surface de la plaque, c’est-à-dire Bi. 
L'équation (III.79) entraîne que dans la plaque le champ thermi- 


que a à tout instant la forme d'une courbe symétrique [cos (n;,x) 
est une fonction paire]. Le minimum de la courbe se trouve sur l’axe 
de la plaque. 


Pour tout instant les tangentes aux courbes de la température 


aux points z — +1 passent par les mêmes points + disposés 
symétriquement (fig. III.9). 

Ces points sont dits directeurs et se trouvent par rapport 
à la surface de la plaque à une distance relative z — 1/Bi. 

Pour le démontrer, ramenons les conditions aux limites (111.67) 


—00/0z = (a/À) 8 pour zx = +6 


à la forme sans dimensions en multipliant les deux membres de 
l'égalité par Ô/0,: 


TE Ÿ 
(5) 
Li __ aô f Ÿ 
_ =: = (5). (TI1.84) 
— Ô _x=+0 
L'équation (III.84) s'écrit 
00:6x |=_, = —Bi6|-_.. (HT.85) 


6—12S9 


82 PROCESSUS NON STATIONNAIRES 


LUI AL NAT VIT II ZI 7 1 LA tt 14 
FT 7 T ÉAR 7 E 


| HI] 

HE |! 4 
ENTIM/aN'4 
Ii 12 
JL 1} É 


Li 7172 & CEE 
EN ATP R'1A8 4472 40 274 20 8 PAP DA 
CARRE E 


2 
L 


[_ | _ 1} [A 
DE NINr LI AIYVI/ 
BIS MIRAIEr 


LA | 
IUNOTIIY/IUI/IAT1/ / f_AlLA1A1 A1, 
BIENISSENITASITS AN ATV. A AAA LA 


m 


BUBSUTSUE TELE AVAST. © AV.SV AA 22 
VON UNE 0 00" OV AAA 


7 
[UF 


SUIS SS'AVS"AV: 0/4 
C1 LL 
LS" 


LAOA AZ 
LACS 
LAA 


LT. 
PRIE RL222%: 
EE 


É 
E 


Fig. 111.7. Relation entre la chute de températures sans dimension et les nombres de Fourier et de Biot pour 
la surface d'une plaque 
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Fig. 111.8. Relation entre la chute de températures sans dimension et les nombres de Fourier et de Blot pour 
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D’après le schéma de la figure III.9 


—(08/0z)-_, —0 [=_ ro = tgp. (111.86) 
La comparaison des équations (111.85) et (111.86) entraîne 
1/0 = Bi. (I11.87) 


En portant dans l'équation (III.87) les grandeurs à dimensions, 
on trouve que 
To — Al, (111.88) 


c'est-à-dire la distance du point V par rapport à la surface de la 
plaque est déterminée par les conditions d’univalence; donc, les 


Fig. 111.9. Variation du champ thermique d'une plaque indéfinie 


tangentes à toutes les courbes de la température au point de leur 
intersection avec la surface de la plaque sous les conditions d’univa- 
lence invariables passent toujours par le point :V. 


$ IIL.3. Quantité de chaleur absorbée 
par une plaque subissant le chauffage 


La quantité de chaleur amenée dans la plaque des deux côtés en 
un temps de t = 0 à T — est égale à la variation de l’enthalpie 
de la plaque pendant cette période (la température en tous les points 
de la plaque atteint la température du liquide) 


Qœ —= 26fpc (to — t4). (ITI.89) 
où t, est la température de la plaque à l'instant initial 
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En un intervalle de temps arbitraire de O0 à +, l’enthalpie chan- 
ge de 
Q = 26fpc (to — timoy) = 
—= 26fpc (to —t3) 1 — (fimoy — t1)/(to — t1)) = Q ©(1 —0 moy); 
(111.90) 
OÙ O moy = (ËMOY — f;)/(to — t;) est la chute moyenne sans dimen- 


sions des températures à l'instant T,; £; 07, la température moyenne 
suivant l'épaisseur de la plaque à l’instant %:. 


0 4.0 8.0 12,0 16,0 8: 


Fig. 111.10. Détermination de la grandeur W, 


Conformément au théorème de la moyenne, la grandeur peut se 
calculer d’après l'expression 


Ô 
CS =+ | O az. (111.94) 


En portant dans cette expression la valeur de © tirée de l’équa- 
tion (III.79), on a, après l’intégration, 


dos — D ____2 Sinÿ (ni) exp (— niFo) — 


. ni+n;sinn;Cosn; 
1= 


_ > Niexp(—niFo),  (III.92) 


i= 1 


où les V, sont les coefficients qui dépendent du nombre Bi. 
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Pour les nombres Fo => 0,3 la série (111.92) devient rapidement 
convergente, et des problèmes pratiques se résolvent en se bornant 
au premier terme de la série 


2sin°n; 


exp(—nFo)=Ne-"iFo,  (JII.93) 


Omnoy — Re aa er 
ni tn Sin nr1C0S AR] 


Les valeurs du coefficient W, sont représentées sur la figure III.10. 


$ III.4. Influence des nombres de Biot 
et de Fourier sur le champ thermique de la plaque 


Pour les grandes valeurs des nombres de Biot (Bi — co) les 
nombres propres prennent les valeurs (cf. fig. III.6) 


+ N/2; ne — 31/2; ...; ni —> (2i — 1) x/2; 


de plus, sin n, = sin (2i —1)x/2 — (—1)' "1; cos rn; — 
= cos (2i — 1) x/2 = 0. L'équation (III.79) devient 


6 ]pi--o — _. S {(— 1)i-1 cos [ (2i— 1) +2 |/Ci — 1)} X 
i=1 


X exp | — (ii © Fo |. 


Cette expression entraîne que pour la surface de la plaque (x = 1) 
Oz Bi = 0. (111.94) 


La distribution de la température en d’autres points de la plaque 
dépend du rapport entre les résistances thermiques interne et ex- 
terne. 

Si 6/À > 1/«, dès le début du processus la température de la 
surface devient égale à celle du fluide chauffant f?, c’est-à-dire les 
conditions aux limites du III° genre se transforment en celles du 
Ier genre. 

Avec 6/À € 1/a« les valeurs du nombre de Biot sont petites 
(Bi — 0). 

Dans ces conditions 7, —+ 0; 


Ne 7 Hs 


NU + (£ E 1) A; 
l'équation (111.77) implique donc 


2sin n: 


= in ——_—__—______— 
C=1 ni + Sin ñ, COS A; 


N:—0 


Cs = Cs =...—=C=0 
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et © |m-0 —+ 1, c'est-à-dire à tout instant la température suivant 
l'épaisseur de la plaque est constante et a la même valeur. 

Pour Bi > 0, mais Bi < 1, tg r, Æ n, et l'équation transcendan- 
te n/Bi — 1/tg n, entraîne que n, Æ V Bi. Donc, pour Bi «1 


6 = cos (x J/ Bi) exp (—Bi Fo) (111.95) 


le champ thermique varie surtout dans le temps par suite de la peti- 
tesse de Bi. 

Les figures 111.11 et III.12 visualisent l'allure de la variation 
du champ thermique dans les différents cas de la variation de Bi. 


Fig. 111.11. Variation du champ Fig. 111.12. Variation du champ 
thermique dans une plaque indéfi- thermique dans une plaque indéfinie 
nie pour de grands nombres de Biot pour de petits nombres de Biot 


Les calculs effectués montrent que la variation représentée sur 
la figure III1.11 a lieu avec Bi > 100, et la condition Bi 1 est 
pratiquement observée avec Bi < 0,1 (fig. 111.12). 

Le nombre de Fourier Fo intervient dans le champ thermique 
de la façon suivante: dans l’équation (111.79) son augmentation 
améliore la convergence de la série. Comme nous l'avons déjà dit, 
avec Fo => 0,3 la série peut être remplacée par son premier terme 
(III.80) 

E = sin nr, COS (n,2) 
” R1+ sin ñ, COS nñ: 


Le domaine où la formule (111.79) dégénère en (III.S0) s'appelle 
régime thermique régulier ; dans ces conditions le champ de la chute 
de la température reste similaire à lui-même à tous les instants qui 
suivent ; les processus de ce type sont dits similaires dans le temps. 


exp (—n;Fo). (TIT.96) 
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$ III.5. Conductivité des corps formés 
par l’intersection des plaques 


Les corps tels que les barres rectangulaires, les parallélépipèdes, 
peuvent être envisagés comme résultant de l'intersection de deux 
ou trois plaques réciproquement perpendiculaires, jouissant de 
mêmes conditions d’univalence que les surfaces respectives du corps 
considéré. 

Examinons le champ thermique d’une barre rectangulaire en 
matériau homogène isotrope. La barre est constituée par l’intersection 
de deux plaques indéfinies. Lors de l’échauffement de la barre, le 
champ non stationnaire de la température excédentaire vérifie 
l'équation de Fourier 


08/0x = a (928/0z° + 9°8/6y°), (11.97) 


8 = 1, —t. 


Les conditions initiales et aux limites adoptées pour les plaques 
sont les mêmes pour 
—Ô, < T < +, ; 
—ô, < y < +, ; 
Ÿ = D =t)—t9 avec t = À; 


Ÿ — 0 avec T —> co ; (111.98) 
ÀA0Ÿ/0x + aù = 0 avec z = +Ôx; 

ÀAGŸ/0y + aÿ = 0 avec y — —+ôÔy (111.99) 
O0/0x = 0 avec z = 0; —6, < y < +ô,; 

60/0y = 0 avec y =0; 5, L<r << +6. (III.100) 


Démontrons que la chute de la température sans dimensions dans 
la barre est égale au produit des chutes de la température sans di- 
mension dans les plaques 


0 — 6,-6,, (I11.101) 

où 
0: = (t1 — t(t1 — to) = Yÿ1 (Fos; Bi,; x); (II1.102) 
0, = (ti — t}/(t1 — to) = de (Foy; Bi,; y). (111.103) 


Mettons l'expression ([11.101) sous la forme 
ÔŸ = 0,0,/0. (111.104) 
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En portant cette dernière équation dans (111.97), on obtient 
0,00 (00,/0t — ad°0,/8y°) + 

+ 8,0, (00.,/0t — ad°0,/0x°) = 0. (111.105) 
L’annulation de toute l'expression résulte de l'annulation des expres- 


sions entre parenthèses, puisque Ÿ, et Ÿ, sont les solutions des équa- 
tions différentielles correspondantes pour les plaques 


0,0,/0, = 0 avec t —+ 0, puisque 8, —+ 0 et Ÿ, — 0 avec T —+ co; 


avec z = + 0, Se (x 2e +aû.) = 0; (1.106) 
avec y=+ô, $E(A Pt +a8,)—0. (111.107) 
D'autre part, 
Li x 20 avec z—0; (IIL.108) 
0 
0, 68 _ h 


puisque les dérivées sont égales à zéro par suite de la symétrie du 
champ thermique dans chaque plaque prise isolément. 


Fig. 111.13. Schématisation du calcul du champ thermique d’un parallélépipède 


De la sorte, l'expression (III.101) satisfait à l’équation diffé- 
rentielle, aux conditions initiales et aux limites et, par suite, elle 
est la solution du problème. 

Un résultat analogue peut s’obtenir en examinant le champ 
thermique d’un parallélépipède (fig. 111.13) pour lequel la chute 
de la température sans dimension s'écrit 


_ __h—t(z, TT) t—t(y, T)i—t(s, 7?) 
D Re pee ur (11.110) 
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Les solutions indiquées sont vraies également pour la température 
moyenne du parallélépipède 


t] — t (x, Tmoy 


t1— to de 


À n0y e—. 6, moyOy moyOr mOoY — 
tj —t(y, T) t1— 2 (2, T)moy 


En déterminant Îla température des points caractéristiques 
(centre du parallélépipède, centres de ses faces) on peut utiliser 
les graphiques des figures III.7, III.8 pour chercher 6,, 6,, @.. 

Le procédé décrit de la résolution du problème des corps de 
dimensions finies peut être appliqué également à la détermination 
du champ thermique d’un cylindre de longueur finie qui est un corps 
obtenu par intersection d’un cylindre indéfini et d’une plaque. 


$ IIL.6. Champ thermique d’une plaque à sources 
de chaleur internes 


Considérons le problème qui se distingue du précédent par la 
répartition régulière dans la plaque des sources de chaleur à puissan- 


ce constante qgy, W/m°. Le champ thermique satisfait à l'équation 
différentielle 


ôtlox = a0°t/ôr° + qyl(co). (111.112) 


La plaque est placée dans un liquide de température #, et à l'ins- 
tant initial possède cette même température. À l'instant initial 
aussi, dans la plaque commencent à agir des sources de chaleur. Les 
conditions initiales et aux limites sont de la forme 


avec T=0t—=t, —ÔLr< +; (111.113) 
—}, 0t/0x = a (t — t1) avec x = +6; (III.114) 
ôt/ôx = O0 avec x = 0 (par condition de symétrie) (I11.115) 


Pour résoudre le problème, il est commode de transformer ces 
équations en introduisant la température excédentaire 8 = 14 — t, 
qui est la différence entre la température du champ stationnaire 
(s’établissant après un long intervalle de temps) et la température 
non stationnaire. 


La distribution stationnaire des températures est définie par 
la formule 


limite t+ (+ SE). (111.116) 


T0 
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Un tel champ stationnaire vérifie l'équation différentielle et les 
conditions aux limites 


Ôt ol0T = a0°t HOT? + qyl(co); (IIL.117) 
ôt10x = 0 avec x = 0. (111.119) 


Retranchons les équations (111.117), (111.118), (III.119) respecti- 


vement de (III.112), (III.114), (111.115) et l’équation (III.116) 
de (111.113) pour obtenir 


00/07 = a9?0/0x* ; (I11.120) 

28 | | 

— À = aÙ avec z= +Ô;: (111.121) 

= Dù (14-55-25) avec +=0; (11.122) 
09/0z = 0 avec rt > 0. (111.123) 


Resolvons le système (111.120)-(1I11.123) par la méthode de sépa- 
ration des variables pour obtenir l'équation de calcul générale 


too — t = : 
6 — 1010) “2 Cicos(rit)exp(—niFo), (111.124) 


où les nombres propres n#, sont déterminés à partir de l'équation 
transcendante‘(I[11.71) déjà connue, alors que les coefficients 


Î 
| (4+2/Bi— 2?) cos (n;z) dr 
0 


Ci — ——————— (111.125) 
| cos (riz) dx 
0 


$ III.7. Champ thermique non stationnaire 
d’un cylindre infiniment long 


Examinons le problème de la détermination du champ thermique dans un 
cylindre indéfini de rayon À, dont la température initiale est t,. Le cylindre 
est placé dans un milieu à température constante t1 > t,; le coefficient de trans- 
mission de chaleur & reste constant en tous les points de la surface extérieure du 
cylindre pendant toute la période d’échauffement ; ceci fait que le champ thermi- 
que isotherme ne dépend que du rayon et du temps 


Dans le cas du problème envisagé, l’equation différentielle de la conducti- 
vité thermique s'écrit 


et dt 1 ot | 
=o(rtes); 1>0; 0&r<Ro, (111,426) 


r 
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Les conditions d’univalence pour 7=0;:t—t:0<r<Ro 
—\ôt/r + af —1)—0; r— Ro. (111.427) 
ôt/ôr = 0 pour r=0 (111.128) 


sont tirées de la condition de symétrie !,_o = œ, c'est-à-dire au centre du cy- 
lindre la valeur de la température est finie. 

Après la substitution des variables (en posant ® = £, — t) le système d’équa- 
Dons qui décrit le champ thermique d'un cylindre indéfini se ramène à la 
orme 


(+ 2): r>0, OLr<Ro: (LIT. 129} 
Ÿ = 0, = t1—1t9 pour t = 0; (111.130) 
À00/0r + aô = 0 pour r = Rs; (111.131) 
00/ôr = 0; Ô = © pour r = 0. (111.132) 


La résolution recourt à la méthode de séparation des variables qui, comme 
dans le cas de la plaque indéfinie, conduit à la solution partielle de la forme 


8 = Cet (r), (111.133) 
où la fonction Ÿ (r) dans le problème considéré doit être solution de l’équation 
de Bessel 

L.; 
VE) + = pr) +6 (7) = 0. (111.134) 
Puisque 1 dépend seulement du rayon r, représentons la solution générale de 
l'équation (111.134) comme la somme de deux solutions partielles 
D = (r) + p (r). (111.435) 


11 en est ainsi du fait que la solution générale de toute équation différen- 
tielle homogène linéaire du deuxième ordre de la forme 


y +pG)y +q(y=0,... (a) 
à laquelle se rapporte également l'équation (111.134), peut s’écrire 
y = Ciÿs + Cove +... (b) 


où C. et C. sont des constantes; y. et y,, des solutions linéairement indépendan- 
tes de l'équation (a), c’est-à-dire y1/y, 3 const. 

Dans ces conditions il suffit de connaître une seule solution linéairement 
indépendante, par exemple, y,; la deuxième est donnée alors par la formule 


de FR. 


puis À a e 


La première solution partielle œ (r) se calcule à partir de l'équation de Bes- 
sel transformée (111.134) 
rp" (r) + q° (r) + kirp (r) = 0 (111.136) 


ou, en remplaçant r — r/k et en retenant que dans ce cas @” (r) = k?@° (x); 
p’ (r) = kp’ (x), on obtient l’équation 


zp° + p’ + zp = 0. (111.137} 
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La solution de cette équation est cherchée sous la forme de la série expo- 


nentie]lle 
P = ag + ax + ar? + a + ... (111.138) 
En dérivant (111.138) terme à terme, on a 
p’ = a + 2asr + Sasr° + 4asz) + ...; (111.139) 
"= 2-1a, + 3-2asr + 4-3a,x° + ... (111.140) 


En portant (111.138). (111.139), (111.140) dans (111.137) et en groupant les ter- 
mes de même exposant de x, on obtient 


ai + (ag + 2as) z + (a + 3°as) °° + (as + 4as) & + ... (111.141) 
L'expression (111.141) s’annule pour 
ay = 0; ao + 23aa = 0; a + 3?as = 0; dass an-2 F ann° = 0. 


Ces égalités amènent que tous les coefficients à indices impairs s’annulent, 
et les coefficients à indices pairs s'expriment à l’aide de «,: 


aa = —ag/2° ; a; = ap/2°-4?; a, — —a0/22.4%.6?; ...; a, = (n—1) a/(2n)°! 


Par conséquent, la solution partielle œ (x) est l'expression 


p = ag (4 — 22/22 + 24/(22.42) — 76/(22.42.62 +...) (111.142) 


Si on pose a, = 1, l'intégrale partielle de l'équation (111.137) est égale à la 
fonction 


Jo (x) = 1 — 22/22 + 24/(22.42) — 26/(22.42.62) + ..., (111.143) 


appelée fonction de Bessel de première espèce d'ordre nul. 
Pour trouver la deuxième solution partielle, utilisons la formule (c) 


En Î 1 dx 
= | pe © * ds. 
En portant p, procédons aux calculs pour obtenir finalement 
u = Jo(z)n z + z°/2? — [24/(22.42)] (1 + 1/2) + 
+ [z8/(22-42.6*)] (1 + 1/2 + 1/3) — ... (111.144) 
Pour la commodité des calculs, au lieu de la fonction u portons dans la solution 
générale (111.135) la fonction Yo (x) liée à pu par la relation 
9 . 
Y, = p+ 2 T5) (C—n2, (IIT.445) 


où C = 0,577 est la constante d’Euler; Y’, (x, la fonctian de Bessel de II-ième 
espèce d'ordre nul. 

Les solutions partielles de J, (x) et }’, (x) sont linéairement indépendantes, 
l'intégrale générale de l'équation (111.134) est 


Ÿ (x) = Cido (2) + CaYo (x) (111.146) 
ou, en reprenant la variable r (x = kr), 
dr) = Cid o (kr) + CaYo (kr). (111.147) 


94 PROCESSUS NON STATIONNAIRES (CH. II 


La température sur l'axe du cylindre (r — 0) devant être finie, la solution 
de (111.147) ne doit pas contenir la fonction Y, qui tend vers l'infini avec r —+ 0; 
par conséquent, C, = 0, et la solution de 11.147) devient 


= Ce TT, (kr). (111.148) 
Les constantes k et C se déterminent à partir des conditions aux limites et ini- 
M au préalable que 
Jé (kr) = dJ, (kr)/àr = —k [kr/2 — (kr)3/(22.4) + 
+ (kr)5/(22-42.6) — ...] = — kJ, (kr). (111.149) 
Ici J1 (kr) est la fonction de Bessel de I-ière espèce du premier ordre. Faisons 


satisfaire la solution de (111.148) à la 
condition aux limites 


Jotn) à 

\ —ÀkCiJ; (KRo) e À 2% == 

/ el = aCJo (kRo) TT, 
/ | [AY Réduisons par Ce—*"®T pour obtenir 

\ \ n 

\Y Jo (Roi (KRo)] = 
—kAR/(&Re) = kRo/Bi. (111.150) 
(111.450) est une équation transcen- 
’, dante résolue par a méthode gra- 


phique. Introduisons les notations 
-nfei y = kRyJ/Bi = n/Bi; 
Y rod 
- ÿs = Jo (nWJ 1 (n), 


où kRo = n. 
\RRON n Le graphique de la fonction y,= 
NA \Inm\In = J4 (n)/J, (nr) rappelle une cotangen- 
toïde mais à période décroissante, le 
raphique de la fonction y, est une 
igne droite qui passe par l'origine 
des coordonnées. La QUE 111.14 
indique la méthode graphique de la 
détermination des racines de l’équa- 
tion (111.190). 
Comme le montre cette figure, 
il existe un ensemble infini de raci- 
nes n, définies par l'intersection des 
courbes des fonctions y; et ys- 
La solution générale est la somme de toutes les solutions partielles 


} (11451) 


Fig. 111.144. Solution de l'équation 
(111.151) 


d= D Cifo (rurlRo) e TT. (IIL.152) 
{am i 


Les constantes C, se déterminent à partir de la condition initiale 


Do = 2 Cao (nir/R). (111.153) 
= 1 
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Cette relation représente le développement de la fonction ô, en série par rapport 
aux fonctions de Bessel. 


Le cours des mathématiques enseigne que le système de fonctions V rJ, (ar), 
VrJo (br) est un système orthogonal. 


onc, 
R. 
0 ] L. 
{ r Gir/Ro) Jo (n yr/Ro) dr == Ÿ mi AE (TI1..454) 
0 
Ra : 
À TS mir Ro) dr = À (73 (nr) +7 (no): (IIT.455) 
0 
Re 
rVoJo (rir/Ro) dr , 
Ci = —7——" a Ja (1) X 
\ rJà(nir/Ro) dr 
0 
2 23 (ri) 
me QU es | Ï .1 L 
STE LCNE ET CN) MRMONETT ICE ETC") Ness 


En introduisant la notation 6—0/0,—(t1—t)/(t1—t0), on a 
_ Ç 291 (ni) ER = 
> ET (r: F ) exp n%Fo). (111.157) 


Dans ce cas, si Fo > 0,25, la convergence de la série (111.157) est très rapi- 
de, et pour les calculs pratiques on peut se borner au premier terme de la série. 
Alors, aux chutes de la température sans dimension à la surface et sur l'axe du 
cylindre correspondent les formules 


en 2J 3 (r1) Jo (n1) | D . —n$Fo | 
Open Dit) Em P(—riFo)=No[Bile * 3 (IIT.158) 
_ 2J: (n:) Pa -n3Fo 


= — = Me ë 111.159 
CA PEINE ETC") Bin 
Etant donné que dans les formules (111.158), (111.159) 6 n'est fonction que de 
deux variables: Bi et Fo, pour calculer @ on utilise les prete des figures 
111.15 et 111.16, identiques à ceux de la détermination de © dans une plaque. 

La chaleur absorbée par le corps en un temps t = 0 — doit être égale à 
Ja modification de son enthalpie pendant ce temps 


Q = nRäpC (ty — to). (111.160) 
Pour l'intervalle de temps limité par 71, tout comme pour la plaque, 
Q1 = Q (À — Omoy) (111.464) 
Où Omoy = (1 — t}/(t1 — to); 1, la température moyenne du cylindre: 
Ra 1 
| 3 = 
Omoy= RE | O21r dr =2 | Or dr, (111.162} 
0 


0 
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où r = r/Ro. 
En portant la valeur de 6 tirée de (111.157) dans (111.162) et en intégrant 
l'expression, on obtient 


_ Ç A D nFo)— 
ds 2 CHIFHICNE PEN) SL 


D 4Bi | 
— > ni ni + Bis °*P (— n°Fo) (T11.163) 


— 


puisque J, (n;)/J, (n;) = ni/Bi. Dans le cas où Fo > 0,25, 


3Bi° 


te Bo PHP): (111.164) 


Omos ee 


Comme nous l'avons déjà dit. le champ thermique d'un cylindre de lon- 
gueur finie est déterminé par la multiplication des solutions obtenues pour le 
cylindre indéfini et la plaque indéfinie. 


$ IIL.8. Champ thermique non stationnaire d’une sphère 


Considérons une sphère à conditions aux limites du III° genre; on donne 
le coefficient de transmission de chaleur & constant pour toute la surface de la 
sphère de rayon R:. 

A l'instant initial t = 0 la température de la sphère est la même en tous 
pointes et égale à t,. La température ambiante t1 > t,. La température excéden- 
taire Ÿ = {1 — 1. 

L'écriture mathématique du problème est donnée par les équations 


00/07 = a [9*8/ôr° + (2/r) o0/or]l; (111.165) 
08/0r — — (æœ/À) Ê pour r = Rs. (111.166) 
Il s'ensuit des conditions de symétrie 
d0/ôr = 0 pour r = 0; (111.167) 
Vo = t1—t0 pour tT=0, 0<r<Rs. (111.168) 


Comme dans les cas précédents de la plaque et du cylindre, le problème 
peut être résolu par séparation des variables. Sans donner tous les calculs, bor- 
nons-nous à écrire le résultat définitif 


C0 


Sfar t 
e =? _ 2 (sin ni nsCcosn;) sin(ri;r/Ro) : niro (IIL.169) 
Vo nj— sin nrj COS An} nir/Ro 
21 


où n, est la racine de l'équation caractéristique 
tg n = —n/(Bi — 1). (111.170) 


Pour Bi — oo, n; = in et 


2(sinnç;—n; cos nñn;) 
Ci EE 


Rj—Sin nj COS; 
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Il en résulte que l'équation (111.169) se met sous la forme 


co 
# 


, | - 2 UE | Re . 
8= Y 20 sin (ia )exp1—(in)t Fo]. (111.171) 


0 ’ 
1— 1 


Pour de petites valeurs de Bi (Bi << 0.1), les valeurs de C; tendent vers 
zéro, sauf C, = 1 et n? = 3 Bi; alors la valeur de 6 est 


= sin (y/3Bir/R,) 
V'3Bir/R 


Pour les Fo > 0,25, l'expression de 6 de l'équation (111.169) peut être 
donnée par le premier terme de la série 


exp (—3Bi Fo). (IT. 172) 


e— 2(sin n1—n, cos n,) sin (7ir/Ro) 


(m—sinncosm)nir/Re  "P (— niFo). (111.173) 


Pour calculer la valeur de 6 au centre de la sphère (fig. 111.17) ou à sa sur- 
face (fig. 111.18) on peut faire appel aux graphiques dans lesquels le nombre Bi 
est un paramètre, et le nombre Fo. l'argument. 


1,0 


0.01 sS € \N À N __Ù 


Fig. 111.17. Relation entre la chute de températures sans dimension au centre 
d’une sphère et les nombres de Fourier et de Biot 


EX 
\AN NX 


10 


ne 
VAUr 
2 3 15 


Fig. 111.18. Relation entre la chute de températures à la surface d’une sphè 
et les nombres de Fourier et de Biot PÉre 
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Par analogie avec la plaque et le cylindre, la quantité de chaleur absorbée 
par la sphère en un _r T = 0 — T7, esl déterminée par l’équation 


Q nn 6 (sinn;—n; cos n;)° genie ; 
Qn Zn nj—sinnjcosn; Li | (111.174) 
i=1 


Fig. 111.149. Diagramme de la détermination de la quantité de chaleur absorbée 
par une sphère 


(111.174) entraîne que Q/Q = f (Bi; Fo); Q/Q+ est déterminé d'après le 
graphique de la figure 111.19. Ici 


Qx => nRGPC (H— 14) (II1.175) 


est l'accroissement total de l’enthalpie de la sphère lors de l'échauffement 
jusqu’à ti. 


$ IIIL.9. Régime régulier des processus 
de conduction thermique 


On appelle régime thermique régulier le processus non stationnaire 
de conduction thermique tel que le champ de la température excé- 
dentaire Ÿ est similaire dans le temps, c'est-à-dire reste similaire 
avec la variation du temps. En analysant les solutions obtenues 
pour des corps de forme différente (plaque, cylindre, sphère), on 
aboutit à la conclusion que la température excédentaire peut être 
représentée par la série 


S—Ù A,Fe "ir (111.176) 
i= 1 


où À, sont les coefficients constants qui dépendent des conditions 
initiales données (du nombre Bi) et ne dépendent ni des coordonnées, 
ni du temps; F;, la fonction qui dépend des coordonnées et de Bi. 
L'allure de la forme géométrique intervient sous la forme des fac- 
teurs À;. F:. 
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Pour le premier terme de la série, la valeur du facteur affecté à + 
(figurant dans Fo) s'appelle rythme du régime régulier 


m = n°alô*. (111.177) 


Pour de petites valeurs de + le champ de la température excédentaire 
est déterminé d’après la formule (111.176), c'est-à-dire la distribu- 
tion de la température excédentaire 
est influencée non seulement par le | 
premier terme, mais aussi par le ter- étapel li étape 
me successif de la série. Dans cette 
période le champ de la température 
excédentaire est sensiblement influen- 
cé par Ja répartition initiale des 
températures dans Île corps. Cette 
période s'appelle processus non sta- 
tionnaire désordonné. 

Les valeurs propres de »; croissent 
avec l’augmentation de l’indce à, cha- 0 T 
que terme consécutif de la série Fig. 111.20. Relation entre le 
(111.176) est plus petit que le précé- logarithme de la température 
dent. Cette décroissance est d'autant excédentaire et le temps 
plus rapide que + est plus grand. 

À partir d'une certaine valeur de t (Fo > 0,3) le champ de la 
température excédentaire est décrit avec une précision suffisante 
par le premier terme de la série (111.176); depuis ce moment, les 
conditions initiales jouent un rôle secondaire : 


ÙŸ = AjPFje- "rt = (x) em". (T11.178) 


C’est justement cette période qui porte le nom de régime régulier. 
Le calcul du logarithme de l'équation (111.178) amène que 


In Ÿ = —mTt -+ const, (111.179) 


c'est-à-dire que le logarithme népérien de la température excédentaire 
varie dans le temps suivant une loi linéaire. La figure [11.20 visuali- 
se cette relation pour deux points du corps (x == 0; x = 1) lors de 
son refroidissement. 

En dérivant l’équation (111.179) par rapport au temps, on obtient 


1 où | 
T5 = —m= const. (111.180) 


On tire de cette expression que le rythme de refroidissement est 
la vitesse relative de variation de la température dans le corps. 
Le rythme de refroidissement peut être déterminé d’après Île 
graphique (fig. 111.20), après avoir trouvé au préalable pour les 
instants 1, et t, les valeurs de In Ÿ;, et In Ÿ, qui leur correspondent : 


= —tg © = (In Ÿ, — In Ÿ,)/(T; — 7T;). 
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Voici l’ordre dans lequel se fait ordinairement la mesure du 
rythme du régime régulier. Le corps en matériau testé est placé 
dans un thermostat où on maintient le liquide à la température 
constante (fig. II1.21). Le liquide est entraîné en mouvement par 
une hélice et contourne intensément la surface du corps. 

Deux thermocouples branchés en « opposé-parallèle » prennent 


la mesure de la température excédentaire 8 = { — t, en tout point 


Fig. 111.21. Schéma de l'instal- Fig. 111.22. Détermination du rythme 
Jation expérimentale pour la du régime régulier 
mesure du coefficient de con- 
ductivite thermique par la mé- 
thode du régime régulier 


du corps à des instants différents. D'après les résultats des mesures 
on construit la courbe en coordonnées semi-logarithmiques In Ÿ, + 
suivant la figure 111.22. La valeur du rythme m se calcule en cher- 
chant le coefficient angulaire de la ligne droite que forment les 
points expérimentaux après l'établissement du régime régulier. 
Pourtant. il convient de noter que cette méthode de détermination 
de la grandeur m convient pour des matériaux à basse conductivité 
thermique [à < 0.5 W/(m-K)]. En effet, pour réaliser l'expérience, 
il faut assurer Bi > 100; donc, À < &ô/100 W/(m-K). La valeur du 
cocfficient de transmission thermique «x dans les thermostats ne dé- 
passe pas ordinairement 2000, et les dimensions du corps ne dépassent 
pas 2 — 0,05 m. Par conséquent, À = aô/Bi — 2000-0,05 : (2-100)— 
— 0.5 W/(m-K). Cette circonstance  délimite l’utilisation 
du régime régulier pour la mesure de la diffusivité thermique 
dans les conditions du laboratoire. Le coefficient de transmission 
de chaleur à la surface dit rorp. baigné par le liquide peut être 
également établi en profitant du régime régulier de l'échauffement 
du corps. 
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Considérons un corps de volume V et de surface F refroidi dans 
le courant d'un liquide de façon que le nombre de Biot soit petit 
{Bi < 1). La distribution de la température dans un corps à petit 
nombre de Biot est proche d'une distribution uniforme, c’est-à-dire 
en tout point du corps £ (x, y, z) à l’instant donné + la température 
ne se distingue que de peu de la température volumique moyenne 
t (t) à ce même instant 

Ÿ 
tm) = À 2 (x, y, 2) dv. (111.181) 


0 


La distribution de la température dans le corps est définie par l’équa- 
tion de Fourier 


0t/07 = a div (grad 7) (111.182) 
et par la condition aux limites 
ot 
— À 7 NE a (tr. — ti). (IIT.183) 


En intégrant l'équation (111.182) suivant le volume Ÿ, on a 


| JL dv = a | div (grad t) dV. (11.184) 
° v 
Compte tenu de (111.181). le premier membre de cette expression se 
transforme pour devenir 
dt pr ot 
| Save vs. (111.185) 
‘ 
Quant à son deuxième membre, en vertu du théorème d'Ostro- 
gradski-Gauss et de la condition ([11.183), on le ramène à la forme 


at 
UF ON fn=0 


—_… 
—— 


a | div (grad DA = 
; 


4 £ 12 f 
op F%Unso— th) dF= af (t— ti), (111.186) 


où & est le coefficient de transmission de chaleur moyen suivant la 
surface. 

De la sorte, (111.185) et (II[.186) impliquent que 
. di a - 
y HT F(-t) (111.487) 


ou : 
dtldt = —m moy: (111.188) 
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Onoy = moy — tr Mm = aF/(CpV). 
L'intégrale générale de l'équation (111.188) est de la forme 
Vins — Cerns, 


Par conséquent, dans le cas considéré également (pour les tempé- 
ratures moyennes et les coefficients de transmission de chaleur 
moyens) on est en présence du régime régulier exponentiel. La gran- 
deur m est le rythme de variation dans le temps de la température 
volumique moyenne. 

De cette façon, pour déterminer le coefficient de transmission 
de chaleur &« moyen à la surface du corps pour un petit nombre de 
Biot (Bi < 1) il faut recourir à l'expression 


a = mCpV/F, (111.189) 


où le rythme m est mesuré par le procédé décrit dans ce qui précède. 

Cette méthode d'obtention de la moyenne du coefficient de 
transmission de chaleur à la surface d’un corps est applicable seule- 
ment lorsque la différence de température est petite et les paramètres 
thermophysiques du liquide et du corps peuvent être envisagés 
comme des grandeurs constantes. 

L'application du régime régulier pour la détermination en labo- 
ratoire du coefficient de transmission de chaleur d’un corps soumis 
à un contournement extérieur est délimitée par la faible valeur du 
coefficient. En effet, si on adopte comme paramètres initiaux 


6< 0,025 m; À < 330 W/(m-K); Bi< 0,1, 


il vient 


a < 0,1-330/0,025 W/(m°-K) Æ 1300 W/(m°-K). 


$ III.10. Processus thermiques périodiques 


Il existe plusieurs appareils dans la technique où la répétition 
du cycle opératoire s’accompagne du processus d'échange de chaleur 
périodique, c’est-à-dire de variation périodique du champ thermique 
appelée ondes thermiques. 

Les exemples de tels processus peuvent être fournis par les varia- 
tions de température dans les éléments de construction des moteurs 
à combustion interne, les régénérateurs, les éléments des édifices 
qui subissent l’action périodique de la radiation solaire, etc. 

Dans ce cas la loi de variation du champ thermique ne dépend 
pas de l’état initial du système, mais d’une certaine fonction périodi- 
que du temps. 
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La résolution de l'équation différentielle de la conductivité 
thermique peut être réalisée par la méthode de séparation des va- 
riables sous la condition que la fonction qui dépend du temps œ (1) 
soit périodique. À cette condition satisfait la fonction exponentielle 
de l’argument imaginaire œ (tr) = ei" Fo (i — W—1) qui vérifie 
également l’équation différentielle de la conductivité thermique. 

A titre d'exemple de résolution du problème à champ thermique 
variant périodiquement, examinons un corps solide demi-limité, 
dont la température de la surface change périodiquement dans le 
temps. Le problème se ramène à résoudre l’équation 


Ôt/0r — ad*t/0x° (111.190) 
sous les conditions aux limites 
Ümoy — f (T) pour x — 0; 


== © pour zx — oc. (111.191) 
Si la solution est cherchée sous la forme 
t = œ (Tt) ÿ (x), (111.192) 
on aboutit finalement à deux équations différentielles 
D" (t) — (Æik) ag (x) = 0; (111.193) 


d” (x) — (+ik) + (x) = 0, 
dont la résolution donne 
t=Cethates Vh Vaix, (111.194) 

Cette expression possède quatre solutions partielles qui (compte 
tenu du fait que V —i = + (1 + i) V 1/2) sont de la forme 

t, = Ciexpi—V k/2 x + i (kart — V'k!2 x)]; 

t, = Cexp [—V K/2 x — à (kart — V K/2 x)]: 

t3 = Caexp [V #12 x + à (kaz — V'K2 x)]: 

t, = Céexp IV #72 x — à (kart — V KI2 x)]. 


Les deux dernières de ces solutions partielles ne satisfont pas aux 
conditions physiques du problème, du fait que la température ne 
doit pas croître infiniment avec la croissance de x. De la sorte, les 
solutions t, et {, doivent être rejetées, alors que les solutions restan- 
tes ?, et t. donnent dans la somme la solution partielle de la forme 


t—e- Vuizx[Cietitait- Vh/2x) L Ce-iat- VR/2x)], (111.196) 


(111.495) 


ou, en passant aux fonctions trigonométriques, 
= e- VREx [A cos (kat—V k:2x) + B sin (kat—V k2zx)], (111.197) 
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les constantes À, B. k étant déterminées à partir des conditions 
aux limites. La fonction tm, = f (t) étant périodique, on peut 
l’exprimer par la série de Fourier 


moy = + + >, (an cos LAS + b, sin =). (IIT.198) 


Avec x = 0 l'équation (I11.197) se met sous la forme 
t,=0 = À cos (kat) + B sin (kat). (111.199) 


Il s’ensuit de la comparaison des expressions (III.198) et (111.199) 
que 


A=a,:B=0b,; k — 2nn/(a,). (111.200) 


Le terme constant a,/2 de l’équation (111.198), qui est la valeur 
moyenne de la température oscillante avec zx = 0, ne figure pas dans 
la solution de (111.197). puisqu'il traduit l’irrégularité initiale à 
l'instant t — 0. 

Ainsi. pour une valeur suffisamment grande de + la solution de 
(111.197) est de la forme 


nai — 
Fe x sin An 
=) UT [a cos (À T — æ)+ 
U 


n=1 


+b, sin | TE VE z)]. (111.201) 


Pour un cas plus simple, lorsqu'on envisage les oscillations à la 
surface autour de la température moyenne 
moy — {max COS (27nt/Ti), (111.202) 


la solution de (111.201) se ramène à l'expression 


F7: 
t— taxe | cos (= — 7, Fe es); (111.203) 
To aTy 
Où max est la variation absolue maximale de la température de la 
surface (amplitude maximale). 
La valeur maximale de la température a lieu pour cos 2mn = +1, 
c'est-à-dire pour m = 0, 1, 2, 3, ..., ou 


Zur se x = 2ma. (111.204) 


L'instant pour — 7 température atteint la valeur maximale 


L; ([IT.205) 


To 1 
Tnax Mt 
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d’où il s'ensuit que pour toute distance x, y compris à la surface, 
les oscillations de la température ont la même période ty/r; pour- 
tant, à la distance x de la surface les oscillations sont en retard de 


phase de+y = zx et, d'autre part, l’amplitude des oscillations 


diminue par suite de la présence du facteur exp (— 4 _ z). 
0 


La longueur de l’onde thermique se calcule en égalant la période 
d'oscillation de la température au retard des oscillations en phase 


z,= 2 nato/n. (111.206) 


Le flux thermique passant par la surface du corps se calcule d’après 
la formule 


Q=-—ar | © 


ox 


dr. (III.207) 


x: 0 


en déterminant au préalable la valeur du gradient thermique à la 
surface du corps 


ot an | 2AnT 2anTt 
—— = SN —— — COS — | — 


= ./ An . 12 
= V2 sin (= - +). (111.208) 


L'intégration de ce gradient pour la période totale donne la valeur 
nulle du flux thermique, alors que pour la demi-période on a 


Qx- +12 cu LnaxE V” À ÀCPTo. ([IT.209) 


$ III.11. Méthodes numériques de résolution des problèmes 
de conductivité thermique 


Comme nous l'avons montré, dans les cas les plus simples, la solution d’une 
équation de la conductivité thermique peut s'obtenir par des méthodes analyti- 
ques exactes. Pourtant, pour de nombreux problèmes relatifs à la conductivité 
thermique que pose la technique actuelle, ces méthodes s'avèrent inapplicables. 
Par exemple. si un mur plan indéfini est baigné des deux côtés par un flux de 
gaz chauffé à température et à coefficient de transmission de chaleur variables 
dans le temps, la résolution analytique de ce problème, relativement simple, 
qui impose le calcul du champ thermique dans le mur, présente dans le cas gé- 
néral de grandes difficultés. Par ailleurs, la solution obtenue s'avère si lourde, 
que sans programmation du calcul sur ordinateur et composition des tables ou 
construction des nomogrammes elle s'avère inutilisable pour les applications 
techniques. 

Outre les conditions aux limites variables, l'échange de chaleur intense et 
les grandes différences de température dont les domaines cosmique, nucléaire, 
des fusées et bien d’autres sont le siège, rendent nécessaire de tenir compte de 
l'échange de chaleur radiatif aux frontières du corps. de la variation des proprié- 
tés physiques du matériau avec la température, des sources de chaleur internes 
et des transformations d'état. Ces particularités font qu'en faisant appel aux 
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mathématiques sans recourir à des hypothèses simplificatrices la résolution des 
problèmes multidimensionnels non linéaires par des méthodes analytiques exac- 
tes, à l’état actuel du formalisme, est impossible. Dans ce cas les plus efficaces 
sont les méthodes numériques approchées. 

Pour résoudre les équations différentielles du type conductivité thermique, 
la plus usitée est la méthode des différences finies. Ses différentes versions ont été 
élabortes dès les années 1930. mais leur vaste expansion ne date que de l'appari- 
ER calculatrices rapides à volume de mémoire à accès immédiat assez 

rand. 
: En résolvant numériquement les problèmes par la méthode aux différences, 
il est impossible d'obtenir la solution pour tous les points d'un certain domaine 
de l’espace. Elle ne peut être qu’approchée, et ceci encore seulement pour un 
certain ensemble fini des points appelé réseau. 

La procédure de la résolution numérique débute par la substitution à l’équa- 
tion différentielle de son analogue aux diflérences finies. 

Pour écrire cet analogue de l'équation de départ, il faut, premièrement, 
remplacer le domaine de la variation continue de l'argument par le domaine 
discret; deuxièmement, remplacer l'opérateur différentiel de l'équation par ce 
qu'on appelle opérateur aux différences. Ensuite, la résolution numerique 
approchée de l'équation différentielle se ramène à la résolution d'un système 
d'équations algébriques linéaires (c’est-à-dire d’un système d'équations aux 
différences finies). La proximité de la solution approchée (aux différences) par 
rapport à la solution exacte dépend du choix du réseau. 

Considérons les méthodes numériques de résolution des problèmes les plus 
simples de la conductivité thermique non stationnaire. A cet effet, utilisons 
les équations aux différences établies suivant ce qu’on appelle schéma aux diffé- 
rences finies explicite aussi bien qu'implicite. 

Equations aux différences finies explicites. Pour la résolution par la mé- 
thode des différences finies de l'équation unidimensionnelle de la conductivité 
thermique 


OT/0T = uo°T/àr° (111.210) 
les dérivées qui y figurent sont approximées par les dérivées aux différences 
finies 

oTior æ (TF+I TE )/Ar; OTJox & (T$,,—T)sAz 
ou ÔT x = (T#—T#_4)/Az, 

h ! k_rh k yTA / 
O°T = + | Tir Ti . Ti—Ti_; }= Tips 2Ti+Ti 
0z® ” Az Az Az (Az) ° 


L'analogue aux différences finies est alors de la forme 


(Titi Ti)JAt= a (Ti, —2T$ + TE _)/(Az)?. (I11.211) 

Les valeurs des dérivées partielles de la température 7 par rapport au 
temps Tt et de la température par rapport à la coordonnée r sont remplacées 
dans (111.211) par leurs valeurs approchées, et les différentielles correspondan- 
tes, par les accroissements finis. En particulier, Ar et At sont de petits accrois- 
sements des variables indépendantes x et t (Ar est un pas suivant la coordon- 
née; AT, un pas suivant le temps). 

Pour résoudre cette équation, la température se calcule seulement pour 
des points isolés i— 1, 2, 3, ... n, reposant sur l'axe des x. On suppose 
alors qu'à chaque instant + la distribution de la température dans l'intervalle 
entre les points voisins est linéaire. Lors de la résolution des problèmes multi- 
dimensionnels, ces points s'appellent ordinairement nœuds du réseau spatial]. 
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Dans le cas le plus simple. les intervalles entre ces points sont égaux entre eux 
et à Ar. 

L'expression (111.211) doit être envisagée comme un système d'équations 
algébriques dont le nombre x est égal à celui des températures inconnues. Les 
indices # et & -- 1 définissent l'instant auquel correspond la valeur de la lem- 
pérature, TA est la valeur de la température à un certain instant t; Ta*1, la 
valeur de la température à l'instant + + At. Chacune des équations aux diffe- 
rences finies contient une seule température inconnue Tes Cette température 
apparaît dans le nœud à après l'écoulement du petit intervalle de temps Art. 
On suppose alors que la température initiale en chaque nœud est 15 

L'approximation aux différences qui vient d’êure décrite n’est pas la seule 
possible. | 

L'équation (111.211) est construite suivant le schéma aux différences finies 
explicite classique et se résout sans peine sous une forme explicite par rapport 
à la fonction inconnue. 

Pour le calcul des températures inconnues Fr, le système composé de n 
équations algébriques du type (111.211) se résout successivement pour chaque 
pas dans le temps. L’équation doit être alors résolue autant de fois qu'il y a de 
pas (tranches) dans l'intervalle de temps du calcul. 

_ Lorsqu'on effectue le premier pas dans le temps et le système (11.211) est 
résolu pour la première fois, les valeurs des températures initiales sont tirées 
des conditions initiales. (D après les conditions initiales, la distribution des 
températures à l'instant t—0 doit être donnée.) Dans les résolutions successives, 
les valeurs de T* sont prises à partir de la tranche du temps précédente. 

Stabilité du système d'équations aux différences finies explicites. Pour 
la résolution d'un système d'équations aux différences finies, le choix correct 
de Atet Ar est décisif. En retenant les schémas aux différences finies explicites, 
la grandeur du pas dans le temps admissible est limitée, et pour les nœuds inté- 
rieurs elle dépend du pas choisi d’après la coordonnée et de la diffusivité du 
matériau a —À/cp. ; 

La figure 111.23 visualise les résultats de la résolution exacte et numérique 
du problème de la conductivité thermique non stationnaire pour un mur plan 
divisé en quatre intervalles de temps. 

._ La comparaison montre que les calculs avec aAt/(Ar)* — 1/2 fournit des 
résultats parfaitement satisfaisants, alors qu'avec aAt/(Ar)° > 1/2 apparaît 
le phénomène d'instabilité. Il n'est pas lié aux erreurs d'arrondissement, mais 
résulte des propriétés du système d'équations aux différences finies lui-même. 

En résolvant l'équation (111.211) sous une forme explicite par rapport à la 
fonction inconnue T°*!, on obtient 


TÈ+1  ATMi4IH BTE + CTÉ_,, (111.242) 

où À = C — aAt/(Ar)°; B — 1 — 2aAt/(Az)}°. De plus, 4+B+C= 1. 
Pour simplifier le raisonnement, admettons que tous les T > 0. Dans le cas 
général, parmi les valeurs connues T° "NT je et Te, il existe une valeur maxi- 


male et une valeur minimale *). Si on avance l'hypothèse suivant laquelle 1. +1 


est la valeur maximale et Fr. la valeur minimale, alors, en vertu du fait 


que T2 Th, — BMD (Th ED et 7 = TE 


+ A (This TÉs) + B (T$ — TÉ_;), pour des 4, B et C positifs la valeur 

*) Dans le cas d’un problème bidimensionnel, dans le deuxième membre de 
(111.212) figurent cinq températures différentes, et dans le cas du problème 
tridimensionnel, sept températures. 
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° 0—0,500 180 
à 8=0.600 


© 9=—0,666 


140 


Solution à 60 
exacte 


(9) 60 120 180 T.C 240 


Fig. 111.23. Stabilité du système d'équations aux différences finies explicites 
[0 — aAt/(Az)’] 
de la température T*+! à calculer par la résolution satisfait à l'inégalité T£,4 > 
> Titi > 17: et, par suite, est bornée à l’avance. D'après des considérations 
physiques, À et C ne peuvent être inférieurs à zéro; donc, pour exclure la crois- 
sance infinie de Tire au cours de la résolution, il faut, en choisissant At, remplir 
la condition de stabilité suivante du système d'équations aux différences 
B = (1 — 2aAt/(Ar)*) > 0 ou aAt/(Ar)° < 1/2, 
c'est-à-dire Ataam = 0,5 (Azx)°/a, 
où Atadm est la valeur maximale admissible du pas dans le temps. 


En appliquant ce procédé, on peut déduire la condition de stabilité pour 
le cas de résolution des problèmes multidimensionnels suivant le schéma explici- 
te décrit dans ce qui précède, ainsi qu'’établir les conditions de stabilité des 
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équations aux différences qui correspondent aux nœuds reposant à la frontière 
du corps. 

Par exemple, l'équation aux différences unidimensionnelle qui exprime 
approximativement la condition du bilan thermique pour le nœud limite 7 du 
réseau aux différences peut s'écrire 


R+1 k 
À \z T —7T 

D ane D ae UE) 

Ici le premier terme du premier membre traduit le flux thermique transféré 

r convection d’un milieu à température T1, vers la surface d’un mur plan 

indefini ; le deuxième terme, le flux thermique transféré par conductivité ther- 

mique du nœud limite / vers le nœud 2 du corps solide, et enfin, le deuxième 

membre rend compte de la variation de l’enthalpie du corps dans la tranche du 

mur d'une épaisseur Ar:2 en un petit intervalle de temps Ar. 

Tous les termes de cette équation sont rapportés à l’unité de temps et à 
l'unité de surface du mur à travers laquelle passe le flux thermique. 

Après la réduction de l'équation (111.213) à la forme (111.212), on calcule 


les coefficients affectés aux températures 7* et 7Ë. Pour observer les conditions 
de Stabilité, ils doivent être supérieurs à zéro. Par conséquent, 


aÂT Ar 1 : 0,5 
(Ar)? (1+ À }<+ CL. ATadm = aj(Az}®+ œ;'(cpAz) ° 


Les résultats obtenus montrent que pour le nœud limite du réseau la gran- 
deur At dépend non seulement de Ar et de 4, mais aussi du coefficient de trans- 
mission de chaleur &,. Cette condition de stabilité est plus rigoureuse pour le 
nœud limite que pour les nœuds intéricurs. 11 est clair que dans les calculs, la 
valeur choisie de Ataqm qui correspond à la condition de stabilité du nœud 
limite Z. doit être minimale. 

La théorie des équations aux différences finies démontre que si l’on observe 
les conditions de stabilité avec la diminution de Az et At, la solution du système 
ei s'approche de la solution exacte de l'équation différentielle corres- 

ndante 
d L'erreur d'approximation du système aux différences examiné est pro- 
portionnelle à At et Dore Cependant. dans le cas particulier où At et Az sont 
choisis tels que aAt/(Ax)° — 1/6, l'erreur d’approximation diminue sensible- 
ment et devient proportionnelle à {At)* et (Ar){. Cette circonstance peut être 
utilisée pour élever la précision de la résolution numérique. 

L'influence exercée par Az sur les résultats de la résolution peut être éva- 
luée d'après les données représentées sur la figure 111.24. Les courbes 7, 11 
et //1 correspondent aux solutions obtenues pour deux, trois et cinq nœuds. 

Equations aux différences finies implicites. Pour améliorer la précision 
de la résolution, on doit choisir Ar assez petit. Pourtant, dans les schémas 
explicites la valeur maximale admissible de At est proportionnelle à (Ar)°. 
Ceci résulte des conditions de stabilité. Dans ces circonstances il peut s'avérer 
que pour achever le processus de résolution il faut réaliser un nombre énorme 

e pas dans le temps et la solution est pratiquement impossible. L’équation 
de la chaleur est résolue alors en recourant aux équations aux différences finies 
implicites de la forme 


(Titi ri)ar=a(Titi—oriti rat) (Az). (11.244) 


On dit que les systèmes (111.211) et (111.214) utilisent les différences dans 
le temps respectivement en avant et en arrière (par rapport à l'instant % pour 
lequel sont composées les différences mi 
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Les schémas aux différences finies explicite et implicite peuvent être réunis 
h+1 k h+1 _orh+ti rh+i 
us er. Tigi—2Ti +Tils 
AT oc: (Az)? 
Th y—2TY + TÉ | 
i+i 'i 1-1 = 
a — (1 —0 [11.21 
ete], (1215 
alors, pour © -= 0 on obtient un système d'équations aux différences finies 
explicites, et pour o — 1, un système d'équations implicites. 


400 


O 60 120 180 T,C 240 


Fig. 111.24. Convergence des solutions numériques en fonction de la grandeur 
du pas suivant la coordonnée Az 


Le choix raisonnable du facteur de poids & pour le calcul machine permet 
de réaliser la résolution d’après le schéma qui, dans les conditions données, 
impose un temps machine minimal. 
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où @,- est la quantité de chaleur de l'unité de volume par unité de 
temps. W/m*; L.-. le travail réalisé par les forces extérieures sur 
l'unité de volume par unité de temps, W/m*; 7, le temps, s; p, la 
densité du fluide, kg/m*; u, l'énergie interne spécifique, J/kg ; 
w. la vitesse du fluide, m/s. 

La thermodynamique enseigne que 


du = dh — d (pv), (IV.7) 

où p est la pression, Pa; v, le volume spécifique, m°/kg. Donc, 

du + d (w°/2) = dh + d (w°/2) — v dp — p dv. (IV.8) 

Pour calculer Q.-. extrayons du milieu considéré un volume fini V 
délimité par la surface F. 


L’équation du bilan thermique de ce volume, rapportée à l'unité 
de temps, peut se mettre sous la forme 


[Ov av+ [(a-4F)= | av av, (1V.9) 
V F V 


où g. est l'intensité des sources de chaleur internes (telles que les 
réactions chimiques volumiques. la désintégration radioactive, le 
travail de frottement, etc.), W/mÿ. 

En utilisant la formule de Gauss-Ostrogradski et sous l'hypothèse 
de la continuité du milieu, on a 


À (q-dF) — | div qd. (IV.40) 
F V 


Tous les paramètres étant des fonctions continues des coordonnées 
et du temps, compte tenu de (1V.10) on peut écrire 


| [Ov + div a—qv] dV =0. (IV.11) 
V 


En adoptant pour le vecteur du flux thermique l'hypothèse de 
Fourier, on a 


y = div (à grad t) + qr.. (IV.12) 


Compte tenu des équations (1V.6) et (1V.12), on obtient les équations 
différentielles de l'énergie sous la forme 


div (À grad t) + gv + Lx- + & + pp + = 
di d (w°/2) 
=[+ Je Uv43 


Pour des vitesses modérées de l'écoulement du fluide, lorsque le 
travail des forces extérieures et l’énergie cinétique du flux sont 
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petits par rapport à son enthalpie, l’équation devient sensiblement 
plus simple 


pDh/dt = div (À grad t) + q+, (1V.14) 
où Dh/dxr est la dérivée substantielle 
Dhldx = ôhlot + (w, grad i). (1V.15) 


Si on peut admettre que le coefficient de conductivité thermique 
et la chaleur spécifique sont constants, il vient 


cp = AVET + qr (IV.16) 
ou, compile tenu de . 15), 
ôT CZ oT 
(+ dx ly ou ep dz LE 


(5 ES + = + EP )+qv. (IV.19) 


Pour un milieu fixe (w — 0) on obtient l'équation déjà connue de 
Fourier-Kirchhoff (1.18) 


cp = VIT + qu. (IV.18) 


En l'absence de sources de chaleur internes on tire de l'équation 
(1V.16) . 


OT/9t + (w, grad T) = aV°T, (1V.19) 


où a est la diffusivite. 

Dans l'équation de l’énergie (1V.12) figure en tant qu'’inconnue la 
vitesse à laquelle se déplace le fluide. Aussi, pour établir la distribu- 
tion de la température dans un courant de fluide, faut-il résoudre au 
préalable le problème hydrodynamique, c’est-à-dire déterminer la 
distribution des vitesses dans un courant de fluide. 


Loi de la conservation de la matière pour un courant de fluide. La loi de 
conservation de la masse du fluide en un volume arbitraire V délimité par la 
surface F peut s’écrire 


dMp = dM. (IV.20) 
Introduisons le vecteur de densité du courant de masse m; il vient 
dMp= —dt | div m dV. (1V.24) 
V 
La variation de la densité p fait que dans un volume V s’accumule la masse 


aM — [ ap av=a | P_ gv. (LV.22 
L V 
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Portons dM} et dM des équations (1V.21) et (1V.22) dans l'équation (1V.20) 
LRO ; 
\ _ +divm) a =0. (IV.23) 


Le volume V est choisi arbitrairement, alors que tous les paramètres du 
fluide, en vertu de l'hypothèse adoptée de la continuité du milieu, sont des 
fonctions continues des coordonnées et du temps. L'équation (IV.23) entraîne 
donc 


dp/ôr + div m = 0. (IV.24) 


Le vecteur de la densité du courant de la masse est associé au vecteur de la vites- 
se et à la densité par la relation évidente 


m = pw. (1V.25) 
Donc 
dp/07 + div (pw) = 0, (I1V.26) 
ou en coordonnées orthogonales 
Pod à = 
H 7 (PA) + au (puy) + 3 (pw,) = 0. (1V.27) 
En particulier, pour un écoulement plan 
dœ , à ô . 
M À à (Pwx) + ay Po) =0; (1V.28) 


pour un écoulement symétrique à l’axe 


(d) 0 
LE += (prwx) += (pruy) = 0. ŒV.29 


où r est la distance suivant la normale à l'axe de symétrie. 

L'équation (IV.26) s'appelle équation de continuité. 

Pour un fluide incompressible p = const, et l'équation de continuité est 
de la forme 


div w= 0, (1V.30) 
ou 


ôw,/0z + ôwy/0y + ôw./8: = 0. (1V.31) 


Dans l'équation de continuité figurent trois composantes de la vitesse: w,, 
wy, w,, et cette Gi eee ne suffit pas à elle seule pour déterminer le champ des 
vitesses w dans le courant du fluide. 

Loi de la conservation de la quantité de mouvement d’un fluide visqueux. 
Les équations différentielles du mouvement d'un tel fluide se déduisent de la loi 
de conservation de la quantité de mouvement relative à un flux qui passe par 
un volume V arbitraire. 

La vitesse avec laquelle varie le vecteur principal de la quantité de mouve- 
ment du fluide confiné dans un volume V est égale au vecteur principal des forces 
massiques (poids) et superficielles qui agissent à la surface (forces de pression 
et de frottement). | 

Le vecteur principal de la quantité de mouvement du fluide confiné dans 
le volume V 


V 
ge 
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En vertu de la loi de conservation de la quantité de mouvement 


_. | pw ar — [om av+ [ par. (1V.33) 
v v F 
En retenant que 
D ( ___—. \ Dw | | D : 
V v Y 


et en transformant l'intégrale superficielle de l'équation (1V.33) en intégrale 
volumique d'après le théorème de Gauss-Ostrogradski, 


| P dF — | divPd!, (1V.35) 
F V 
on obtient 
( (pe dw/dt—pM—div P) dV —0. (I1V.36) 


V 


En utilisant les hypothèses sur le volume arbitraire V et la continuité du milieu, 
on a 


pDw/ax = pM + div P. (1V.37) 


Compte tenu de 
Dw/dx = 9w/0x + (w, grad) w, (IV.38) 


on obtient l'équation du mouvement du fluide exprimée en tensions P: 
p — Lo (w, grad) w=pM+div P. (1.39) 


C’est une équation vectorielle et ses projections s’écrivent sous la forme de trois 
équations 


ô (4) d , LA _ OPxx OPyx OPzx . 

p( tu +u dy | 2 ox = Me + LE LT Fa ; 

à Ô ô ô OPxu OPuu 1 OPzy . 

—— — — — = oM Ps LR ——_——— 
Pr +ux oz dv tuer) vu Put + ôy LE ôz 
Go _9- d Ô = OPxz OPyz ÔPzz 


(IV.40) 


où figurent 12 inconnues : trois composantes du vecteur de la vitesse (w,, wy, w,) 
et neuf composantes du vecteur de la tension (p,., Psy: Pxz: Pyx Pyyr Puy 


P2xr Pzy: dé ): x des | : — 
Lors de l'écoulement d'un liquide visqueux, le courant est le siège d’action 
de la tension normale et de La tension de cisaillement. La tension normale est 
SNNVSRRER Ra os axes Re RRQ R Me se EN OE. Toas Xe KR 
Men entre des couches \iquides se dévplacant à des vilesses dilierentes. 
En vertu de l'hypothèse de Newton, dans un courant plan de fluide vis 
queux la tension tangentielle (tension de cisaillement) est liée à la dérivée de la 
Vitesse suivant la normale à la direction du courant par une relation simple 


Pxy — Txz = LU dw,/dy. (1V.41) 
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Le coefficient de proportionnalité up s'appelle viscosité dynamique et se 
mesure en Pa:s. | 

On appelle viscosité cinématique v le rapport up; v est mesurée en m°'s. 
Les viscosités dynamique et cinématique sont les paramètres physiques du 
fluide et dépendent de la température et de la pression. 

La viscosité dynamique dépend surtout de la température. Pour les fluides 
aqueux la viscosité dynamique diminue avec l'augmentation de la température, 
et pour les gaz. elle augmente dans ces conditions. 

La viscosité dynamique des gaz en fonction de la température vérifie assez 
bien la formule de Sutherland 


T3/2 _ 
u=— C TER: (IV..42) 
en particulier, pour l'air 
14,65. T7 1V.43 
T9 TEA Fes) 
Pour les calculs pratiques on peut utiliser l'équation exponentielle 
nu = (Ti Ton, (IV.44) 


où nr dépend de la nature du gaz et de sa température. Dans la marge des tempé- 
ratures de 300 à 2000 K on peut adopter n = 0,75. La loi généralisée de Newton 
est une relation linéaire entre les tensions et la vitesse de la déformation du fluide 
qui peut s’écrire sous la forme 


(1V.45) 


Jci p est la pression du fluide en un point quelconque du courant ; les coordon- 
nées z, pe z sont désignées respectivement par zy (i = 1, 2, 3). 
Le fluide qui vérifie la loi généralisée de Newton est dit newtonien. 
LE ne du mouvement du fluide newtonien s'écrit sous la forme vecto- 
rielle 


_— 4 2 s . +. ? » 
pe = #p+-2 div (LS) —grad (P+ + div 5). (IV.46) 


Ici TE est le vecteur aux projections Dw,/dt, Dw,/dt, Dw./dt; S, le tenseur 
des vitesses des déformations, dont les composantes sont 


dx. + ($e+<): + (+); 
_ » 


Ôz dy oz 0 0x 
J(deye), de, (an), 

2 \ àr dy dy *” 2 \ 2 dy J 

4 [ 0w. 0Wx \ 1 ( 0w, 0Ûy | .  0w- : 
2 (+ dT@ | " 2 V4 # 9: J°  d: en 
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Les projections en coordonnées orthogonales de l'équation (1V.46) s’écrivent 
sous la forme de trois équations 


ete ne)+z left) ]+ 
+ [4 (er) ]- 20 (u div w)+ 20; 

pe AL (S+$e)]+22 (45) + 
+7 [e (Sr + SE | 2 pävatnn 


ps = sp — 2. sie (ee + HU 


.. à où: , ôwy ow: 2 ° 


og 


Pour l'écoulement isotherme d’un fluide ere (p = const et u = 
— const) 


D _ _ 
p — = gp—grad p+uV?w: (IV.49) 
et ses projections en coordonnées orthogonales 
0 , 4) Ô (4) 1 
œ— PE 7 CEE — — OP: 2 


ô ô | 
() Ô F Fe) 1 
ns — 1 = + a) << 2 2°. 5 
( LErx CE Uy à W: 2) D: = £z VV w (IV.50) 


La projection de l'équation du mouvement sur Ka des zx en coordonnées 
cylindriques est de la forme 


Ô Uy 9 
(+ TU Sr Hu + 2) ve 


me B+u( Seti 2e), vs 


(1V.50) et (1V.26) forment un système fermé composé de quatre équations 
où figurent quatre inconnues 


P) Dos Up w.. 


Dans le cas où la densité du fluide est variable et dépend de la tempéra- 
ture, aux équations de continuité et de mouvement viennent s'ajouter les équa- 
tions d’energie et d'état qui composent un système fermé de six équations à 
six es 

Lorsque les processus d'échange de chaleur par convection s'accompagnent 
de la diffusion, la densité du fluide dépend aussi bien de la température que de 
la concentration des composantes du mélange. Dans ce cas au système initial 
(1V.13), (1V.26), (IV.50) il faut ajouter l'équation de la diffusion des compo- 
santes. 
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Equation différentielle de transfert de masse. Examinons le transfert de 
masse de la matière donnée de densité p} dans un milieu en mouvement. 

Supposons que dans le volume terminal extrayé agissent des sources ou 
des écoulements de la matière donnée d'une intensité ;, [quantité de la matière 


dégagée (absorbée) par unité de temps dans une unité de volume]. 
Alors, il se forme par unité de temps dans le volume V tout entier une quan- 
tité de matière égale à 


| iv, av. (EV.52) 
v 


La partie de la matière qui passe par la surface S délimitant le volume 
cons compte tenu de la formule de Gauss-Ostrogradski, est définie par la 
formule 


À Gags dF) = \ div j,.dV, (IV.53) 
s Ÿ 


où ;x- est le flux global de la matière dû à la diffusion moléculaire et à la con- 
vection. 
L'équation du bilan de la matière pour le volume extrait 


| (PE +aiv7 — y, ) dv =0. (UV.54) 


La 


Le volume V extrait étant arbitraire, et toutes les caractéristiques du processus 
étant des fonctions continues des coordonnées et du temps, on peut écrire 


0 ue . 
PE + div Jaz—ivy=0. (IV.55) 


Le flux global de la matière peut être mis sous la forme de la somme des 
transferts moléculaire et convectif: 


rer PR (IV.56) 
Le transfert moléculaire de la masse a lieu sous l’action du potentiel chi- 


mique Vu et du gradient thermique VT. 
Pour un mélange binaire on peut écrire 


in, =—K,Vur—K,VT, (1V.57) 


où À, et À, sont des coefficients constants. . 
Dans le cas général, le gradient du potentiel chimique de la x-ième compo- 
sante vaut 


9 = ô ô , 
Vi (=) Vx + (). or (<) Yp, (IV.58) 
p P: T Pg. T P PR. P 


où Pr = Php. 


136 PRINCIPES FONDAMENTAUX DE LA THÉORIE (CH IV 


Introduisons les notations 


D=—K, (Et) .. coefficient de diffusion ; 
Pe 


P Pr 

T | OUR on | 
Kp=— | Ko+K, (<+) Jeoesticient de thermodiffusion ; 

pD * oT 5 

k’ P 

Kp= A; (< | rapport de diffusion barométrique. 

pD 9P . Dx T 

Alors, il vient : 
au = —PD (Vox + (Kr/T) VT + (Kpp) Vp). (IV.59) 


Le premier terme du deuxième membre de cette équation caractérise le transfert 
moléculaire de la masse de la k-ième composante sous l’action du gradient des 
concentrations (loi de diffusion de Fick) ; le deuxième terme (A -/T)VT détermine 
le transfert de la masse par thermodiffusion (effet Soret)., et le dernier terme 
(K/p) Vp caractérise la diffusion barométrique (diffusion de la masse sous 
l'action du gradient de pression générale). Dans la plupart des cas on peut négli- 
ger la thermodiffusion et la diffusion barométrique et se borner à la loi de Fick 


li — —pDVPg. (1V.60) 


Le transfert par diffusion de la masse dans les mélanges à composantes multiples 
est un processus plutôt compliqué. Si un mélange de gaz quelconque est consti- 
tué de deux groupes de composantes, dont chacune possède des masses molecu- 
laires ou atomiques relatives à peu près égales, le gaz peut être remplacé par 
un mélange binaire efficace auquel on peut appliquer la loi de Fick. 

En vertu des équations (1V.54), (1V.56) et (1V.60) on obtient l'équation 
différentielle de la diffusion de la k-ième composante 


dp — _ — 
p + (pw, grad Pa) =PDVEPa + iv ([V.61) 


ou en coordonnées orthogonales 


PA PR dPk PR 
= px | d°Pr , 02Pk . ; 
=D (+ SR A) +ivs UV.) 


et en coordonnées cylindriques 


Pk dr , À à (rpx) 92p& , 1 0° (rpx) 
Pr pue et pur EE pD (RE RE). (V.63) 
L'équation de la diffusion du type RS doit s'écrire pour chaque compo- 
sante du mélange. Le nombre général d'équations de diffusion est d'une unité 
inférieur à celui des composantes du mélange, puisque pour les parts de masse 
des composantes on a encore une condition supplémentaire 


Pr = 1. (1V.64) 
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En particulier. pour le mélange de deux gaz (mélange binaire) il suffit d'ajouter 
au système d'équations initial une équation de diffusion pour l’une quelconque 
des composantes du mélange. 


Système d'équations pour un fluide animé d’un mouvement 
turbulent. L’hydrodynamique enseigne que l'écoulement d’un fluide 
peut être laminaire ou turbulent. Sous le régime laminaire les parti- 
cules du fluide suivent dans le courant des trajectoires principales. 
bien définies, en conservant tout le temps le mouvement dans la 
direction du vecteur de la vitesse moyenne du courant, alors que les 
irrégularités engendrées au sein du courant sont amorties sans se: 
développer. En régime turbulent le courant est le siège où naissent 
des pulsations de vitesses, certains volumes du fluide se déplacent 
transversalement au courant. ces volumes étant sensiblement plus 
grands que ceux auxquels on peut appliquer la notion de volume 
différentiel du milieu continu. Par conséquent. les équations généra- 
les de l’hydrodynamique sont également applicables à l'écoulement 
turbulent. 

En toute rigueur, l’écoulement turbulent est non stationnaire; 
pourtant, si les vitesses moyennes par rapport au temps ne changent 
pas, ou si leur variation est lente. la vitesse réelle peut être mise 
sous la forme de la somme 


W=Ww — v, (I1V.65) 


où w est le vecteur de la vitesse moyenne au point donné; v, le 
vecteur de la composante pulsative de la vitesse réelle qui donne 
l’écart de la vitesse en valeur et direction par rapport à la vitesse 
moyenne. 

La grandeur de la vitesse moyenne du courant au point donné est 
déterminée par l'intégrale 

= | w dr, (1V.66} 

Ât 
où l'intervalle de temps At doit être assez grand par rapport à la 
période des pulsations, tout en étant assez petit par rapport à un 
intervalle de temps quelconque caractéristique du mouvement 
moyen, pour rendre compte des variations éventuelles des vitesses 
moyennes dans le temps. 


Alors, naturellement, 
Ü var 0. (LV.67) 
Ât 


puisque pendant la période At toutes les composantes pulsationnelles 
de la vitesse dans le courant turbulent provoquent des pulsations de 
pression, de température, de concentration, etc. 
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Pour déduire les équations du mouvement moyen du courant 
turbulent, adoptons. suivant Reynolds, les règles suivantes: 
1) si 


P=— | pdt, il vient 
At 
= | _ —_ 
p=-— | pdt=; 
AT 
2) ph=P; 
3) | Oarx=0, 
ÂT 


où D est la composante pulsationnelle de ®. 

En portant dans l'équation de Navier-Stockes conformément à 
{1V.65) les valeurs réelles de la vitesse et en appliquant les règles 
de moyennage de Reynolds pour le cas de l’écoulement d’un fluide 
incompressible, on obtient 


p Dis =-2+ pv, + {2 (— pv) + | 
+ (00e) + (— pon)} ; 
ee = — SE +uvae, + {2 (— 0m) + 
+ (pr) ++ (—p2,)}; À (V.68) 
Dw, 


pe = 8p— UV, + {HE (—pusv:) + 
+ (pvp) +2 (pt) : 
0x dy dw- 
ôz + ôy gs = 0. 


02 


Ces équations montrent que les pulsations de la vitesse font appa- 
raître de nouveaux termes qui figurent dans l’accolade, analogues 
quant au sens aux termes de frottement visqueux. Ces termes s’ap- 
pellent tensions ou contraintes turbulenteset caractérisent le transfert 
supplémentaire de la quantité de mouvement par les volumes mo- 


laires du fluide, qui se déplacent sous l’effet des pulsations de la 
vitesse. 
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En particulier, pour le courant turbulent stationnaire plan, lors- 


que la vitesse w n'est fonction que de la coordonnée transversale y, 
on a d’après l'équation (1V.68) 


+ + (PP) = 0. (1V.69) 

Introduisons la notion de la tension turbulente tangentielle 
T = —U,0, — ut dw/dy, (IV.70) 

alors on a l’expression des tensions tangentielles globales 
t = (u + Lt) du/dy. (1V.71) 


La grandeur u. s'appelle viscosité turbulente. A la différence de 
la viscosité u, la viscosité turbulente n’est pas un paramètre physi- 
que. Dans un courant turbulent développé ut >. 

Dans un courant turbulent non isotherme les pulsations de la 
vitesse provoquent les pulsations de la température et 


T=T+8, (IV.72) 


où © est la pulsation de la température T. 
En appliquant à l’équation (1V.19) les règles de moyennage, on 
obtient pour le cas p — const et À — const 


DT 


= VIT + + div (— VO). (IV.73) 
Introduisons la notion de la conductivité thermique turbulente }4 — 
ve our obtenir 
_ dT/dy ? P 

LT = a div ((1+A/À) grad 7] +. (IV.74) 


On peut obtenir d’une façon analogue l'équation de la diffusion 
de la k-ième composante dans le flux turbulent 


pDprldt = pD div [(4 + Ds/D) grad psl + jy. (1V.75) 


où Dtest la diffusion turbulente. 

Le système d’équations différentielles de l'écoulement turbulent 
d'un fluide est un système ouvert, puisque dans les équations du 
mouvement, de l'énergie et de la diffusion apparaissent des termes 
inconnus supplémentaires qui caractérisent le transfert turbulent 
de la chaleur, de la masse et de la quantité de mouvement. Pour 
fermer ce système, on utilise des hypothèses supplémentaires qui 
sont à la base des théories semi-empiriques de la turbulence. 
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$ IV.3. Conditions d’univalence des processus d’échange 
de chaleur par convection 


Le système d'équations différentielles (1V.19), (1V.26), (1V.50) 
décrit un ensemble infini des processus d'échange de chaleur par 
convection. Pour dégager un processus concret il faut formuler les 
conditions d’univalence qui indiquent les conditions géométriques, 
physiques, temporelles et aux limites. 

Les conditions géométriques définissent la forme et les dimensions 
du corps solide à la surface duquel il faut déterminer q ou 7. la 
position de la surface d’échauffement dans le courant du fluide. 

Les conditions physiques donnent les valeurs numériques des para- 
mètres physiques du fluide u, p. À et c», ainsi que les sources de 
chaleur internes dans le courant du fluide. 

Les conditions temporelles rendent compte des particularités de la 
marche des processus dans le temps et sont données sous la forme de 
la distribution initiale de la température et des vitesses. 

Les conditions aux limites caractérisent les conditions aux surfaces 
d'échange de chaleur et aux frontières du courant. 

On admet ordinairement que la composante horizontale de la 
vitesse à la surface d’échauffement est nulle (condition d’adhérence 
du fluide à la paroi). La composante verticale de la vitesse à la sur- 
face d’échauffement peut être, dans le cas général, une grandeur 
donnée et différente de zéro. 

Les conditions aux limites relatives à la chaleur incluent générale- 
ment la donnée de la température de la surface d’échauffement et 
des flux thermiques. 

Tout comme dans la théorie de la conductivité thermique, on 
distingue trois modes de donnée des conditions aux limites relatives 
à la chaleur. 

La condition aux limites du Î® genre prévoit la donnée de la 
distribution de la température à la surface d'échange de chaleur. 

Avec la condition aux limites du II° genre on connaît la distri- 
bution du flux thermique spécifique à la surface d'échange de chaleur. 

La condition aux limites du III° genre associe la température 
de la surface d'échange de chaleur à la température ambiante par la 
donnée du coefficient de transmission de chaleur de la paroi au 
milieu. 

Dans les cas courants, cette dernière condition s’écrit : 


(+ = + (TT). (IV.76) 


on 


Parfois la température de la surface d’échauffement ou le flux 
thermique dirigé vers la paroi ne peuvent pas être donnés et présen- 
tent des paramètres à établir. 
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Il convient alors d'ajouter au système d’équations différentielles: 
qui décrivent le processus de propagation de la chaleur dans le cou- 
rant du liquide, les équations différentielles de la propagation de 
chaleur dans la paroi et donner les conditions de jonction. 

Les conditions de jonction peuvent être données sous la forme 
d’égalité des températures à la surface de contact des milieux ou 
sous la forme d'égalité des flux thermiques spécifiques à travers la 
surface d'échange de chaleur. 


CHAPITRE V 


PRINCIPES DE LA THÉORIE DE LA SIMILITUDE 
ET DE LA THÉORIE DES DIMENSIONS 


$ V.1. Intérêt de la théorie de la similitude 
pour la théorie des échanges thermiques 


Etudier un phénomène signifie établir la relation entre les gran- 
deurs qui le définissent. L’échange de chaleur par convection est un 
phénomène très compliqué décrit par un système d’équations diffé- 
rentielles composé, dans le cas général, d'équations de la chaleur, 
de l'énergie, du mouvement, de la continuité, de la diffusion et de 
l’état. Les équations différentielles ne traduisent que les faits les 
plus généraux du phénomène et ne comportent aucun indice indivi- 
duel des cas unitaires concrets. Un cas concret est dégagé de la classe 
générale des phénomènes envisagés en complétant le système d’équa- 
tions par les conditions d'univalence. De cette façon, la description 
mathématique d’un cas concret d'échange de chaleur est donnée par 
le système d'équations différentielles correspondant et les conditions 
d’univalence. 

La résolution de ce système, compte tenu des conditions indi- 
quées, permet d'obtenir la relation de la distribution des vitesses, 
des températures et des concentrations par rapport aux coordonnées 
et au temps. En appliquant la formule ([V.3), on trouve la relation 
entre le coefficient de transmission de chaleur «x et le temps 7. les 
coordonnées zx, y, z, les points de la surface et les valeurs de toutes 
les grandeurs qui figurent dans les conditions d’univalence p. c,, 
u, À. etc., c'est-à-dire & = f (t. x. y. z, p. cn. M. . ..). Dans les 
calculs relatifs aux processus d'échange de chaleur. c’est justement 
cette relation qui présente le plus d'intérêt. 

Le système d'équations différentielles d'échange de chaleur par 
convection formant avec les conditions d'univalence un svstème 
très compliqué, il est impossible d'obtenir dans le cas général la 
solution. On peut le résoudre seulement pour des cas particuliers 
sous des hypothèses sensiblement simplificatrices. 

Si le problème est analytiquement irrésoluble, la relation pour le 
coefficient de transmission de chaleur peut être trouvée en recourant 
a la méthode numérique imposant un grand volume de calcul sur des 
ordinateurs, ou à l’aide d’une exploration expérimentale. En diffé- 
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rant suivant les modes d'obtention des grandeurs cherchées, ces 
deux méthodes sont au fond équivalentes pour ce qui est des possibi- 
lités de déterminer la relation entre les grandeurs. Chaque solution 
numérique, ainsi que chaque expérience donnent, pour des valeurs 
initiales des arguments bien définis. une valeur numérique concrète 
de la grandeur cherchée, celle du coefficient de transmission de chaleur. 
Pour trouver la dépendance de ce dernier par rapport ne serait-ce 
qu’à un argument, il faut réaliser une multitude d'expériences ou de 
résolutions numériques pour de différentes valeurs de l’argument 
considéré, en laissant les autres arguments invariables. Il faut en- 
suite sélectionner pour la série donnée des nombres une formule 
empirique convenable qui associerait le coefficient de transmission 
de chaleur aux arguments. A la différence des formules obtenues 
par résolution analytique, les formules empiriques ne traduisent pas 
dans toute la mesure du possible le sens physique des processus. 
Elles ne sont justifiées que pour la marge des valeurs des arguments 
qui a été mise à l’étude par l'expérience ou les résolutions numé- 
riques. La variation de la valeur, ne serait-ce que d’un des arguments 
laissés constants dans la série donnée des expériences, peut faire 
changer l'allure de la relation empirique obtenue. Dans le cas d’un 
grand nombre d'arguments, il s'avère très difficile, et parfois impos- 
sible, de sélectionner la relation traduisant judicieusement l’influen- 
ce de tous les arguments. De la sorte. les méthodes numériques et 
expérimentales permettent d'obtenir seulement des relations dispa- 
rates, dont la généralisation est rendue très difficile par un grand 
nombre d’arguments, dont dépend la grandeur cherchée. Ces diffi- 
cultés peuvent être surmontées en faisant appel à la théorie de simi- 
litude. 

Cette théorie établit les conditions de similitude des phénomènes 
physiques et, sur cette base, permet de réduire sensiblement le nombre 
de variables. La théorie de similitude fournit les règles d'association 
raisonnables des grandeurs physiques en groupements sans dimensions 
dont le nombre est sensiblement inférieur au nombre de grandeurs dont 
ils se composent, et qui s'appellent nombres caractéristiques. Ces groupe- 
ments ou nombres caractéristiques reflètent l’action commune 
de l’ensemble des grandeurs physiques sur le phénomène et peuvent 
être considérés comme de nouvelles variables généralisées. La dimi- 
nution du nombre de variables et leur utilisation sous la forme de 
groupements simplifient considérablement la réalisation des expérien- 
ces et la généralisation de leurs résultats, ainsi que de ceux des réso- 
lutions numériques. La théorie de la similitude établit également les 
règles de simulation des processus qui ont lieu dans des installations 
réelles. 

La théorie de similitude doit beaucoup aux savants soviétiques 
F Kirpitchev, M. Mikhéev, L. Sédov, A. Goukhman, S. Koutaté- 
adzé, etc. 
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Les grandeurs physiques sont associées en groupements ou en 
nombres caractéristiques sans dimensions par la théorie de la simili- 
tude sur la base de l’analyse des équations différentielles qui décri- 
vent le phénomène et qui traduisent les liaisons générales entre les 
grandeurs. Toutefois, les nombres caractéristiques sans dimensions 
peuvent s’obtenir également par analyse des dimensions des gran- 
deurs physiques qui importent pour le phénomène envisagé. 


$ V.2. Notion de similitude des phénomènes physiques 


Cette notion peut être envisagée dans une certaine mesure comme 
l'extension de la notion de similitude géométrique. On rapporte aux 
figures géométriquement similaires celles qui ont la même forme, les 
angles respectifs égaux et les côtés proportionnels (fig. V.1). La 


Fig. V.1. Triangles géométriquement semblables 


similitude de ces triangles (” et ”) peut être exprimée de deux façons. 
D'abord. en établissant l’égalité des rapports entre les segments 
homologues des figures semblables. Ce rapport s'appelle constante de 
similitude 


a’la” = b’{b" = d'Id" =h/h" = 0c, 


où a’, b’,d’,h’ sont les dimensions linéaires du triangle, et a”, b”, 
d”. hk”, les dimensions linéaires homologues de l’autre triangle sem- 
blable. 

La constante de similitude permet de comparer entre eux seule- 
ment des figures semblables, du fait que pour de différentes paires 
de figures semblables les constantes de similitude sont différentes. 
Ces constantes montrent de combien de fois les dimensions de l’une 
des figures diffèrent des dimensions de l’autre; il est donc fréquent 
qu’on lui donne le nom de facteur de transformation de similitude. 

La similitude des triangles peut être exprimée également par 
l'égalité des rapports sans dimensions des segments des figures sem- 
blables. Ce sont les rapports de la longueur du segment donné à la 
longueur d’un segment défini de la figure, retenu comme échelle de 
mesure de toutes les autres longueurs. Si dans les triangles semblables 
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on adopte comme échelle la hauteur hk, la similitude des triangles 
sera exprimée par les égalités 


a'lh' = a"lh" — a — idem: b'/h' = b”/h” = b = idem; 
d'lh' = d'Ih" = d = idem. 


Les éléments relatifs sans dimensions des figures peuvent se nommer 
invariants ou critères de similitude. En utilisant la notion de longueur 
relative (critère de similitude) on peut comparer n'importe quel 
nombre de figures semblables entre elles. Alors, toutes les figures 
semblables construites suivant l'échelle retenue, c’est-à-dire suivant 
les grandeurs relatives, sont parfaitement identiques. Les équations 
aux grandeurs relatives sans dimensions qui décrivent les figures 
semblables sont aussi identiques. On peut le montrer de la façon 
suivante. 


Les équations de deux ellipses (” et ”) peuvent s’écrire 
z'la"? — y']b"T® — 41et z”?Ja"? + y"?/b"° = 1, 


où a et b sont respectivement les demi-grand et demi-petit axes. 
En adoptant le demi-grand axe comme échelle de toutes les autres 
longueurs, et en rapportant toutes les grandeurs linéaires de l’équa- 


tion à cette échelle. on peut écrire l'équation des ellipses aux gran- 
deurs relatives 


T'Y IbE = A; 2 + y/b = 1, 
où x = x'/a,x" = x"la”, y = y'la’, y” = y”/a” sont les variables 
relatives sans dimensions; bd” — b’/a’; b" — b”/a”, les grandeurs 
relatives sans dimensions des demi-petits axes. 

Pour des ellipses semblables, les longueurs relatives homologues 
sans dimensions sont identiques. Par conséquent. les ellipses sem- 
blables sont décrites par des équations identiques aux grandeurs rela- 
tives. Dans ces conditions. le critère de similitude qui figure dans 
les équations est, pour eux, numériquement égal, c’est-à-dire b° = 
— db” — b = idem. 

En d’autres termes, les ellipses semblables sont décrites par la 
même équation à grandeurs relatives 


z° + yb? = 1. 
De cette façon, si les figures géométriques peuvent être décrites par 
des équations, la condition de leur similitude est l'identité de leurs 
équations aux grandeurs relatives sans dimensions. 

Si l’on connaît les conditions de similitude, on peut résoudre de 
nombreux problèmes pratiques utiles. Les propriétés des triangles 
semblables permettent de déterminer, par exemple, la hauteur d’un 
arbre ou la largeur d’une rivière sans les mesurer directement. 
10—01289 
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_a notion de similitude peut être étendue également aux phé- 
nomènes physiques. On peut parler, par exemple, de la similitude 
du mouvement des flux d’un fluide (similitude cinématique), de la 
similitude des forces (similitude dynamique), de la similitude des 
températures et des flux thermiques (similitude thermique), etc. 

On peut appliquer la similitude seulement aux phénomènes 
de même nature physique qui se produisent dans des systèmes 
géométriquement semblables. L'indice de similitude est l'identité 
des grandeurs physiques relatives sans dimensions en tous les points 
homologues. On dit homologues pour les points dont les coordonnées 


Fig. V.2. Similitude des pue pou te dans le cas de l'écoulement des 
liquides dans des tubes 


sans dimensions sont égales, c’est-à-dire les points qui satisfont à la 
condition de la similitude géométrique. Les valeurs des grandeurs 
physiques variant d’un point à l’autre, on peut dire également que 
l'indice de similitude est l’identité des champs des grandeurs phy- 
siques sans dimensions construits en coordonnées sans dimensions. 
La valeur relative sans dimensions de toute grandeur physique s'obtient 
par division de la valeur réelle de cette grandeur en point donné par 
_ une certaine valeur caractéristique de cette même grandeur retenue 
comme son échelle de mesure. 

Explicitons la similitude des phénomènes physiques par l’exem- 
ple suivant. Supposons qu'il existe deux systèmes géométriquement 
semblables (’ et ”) représentés sur la figure V.2, qui sont le siège des 
processus d'écoulement du fluide. Alors, en adoptant comme points 
homologues Z et ? ceux qui vérifient la condition 


a’/d' = a"/d" — a—idem, b’/d — b"/d” — b = idem, 


on peut affirmer que l'égalité a lieu en présence 
d’une similitude cinématique 


w./w, = w,lw, = w = idem; 
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d’une similitude dynamique 
palpi = pi/p; = p = idem ou Ap’/p; = Ap"/p; = Ap = idem; 
d’une similitude thermique 


tits = El idem ou At’/t? — At”/# — At = idem. 


Pour la similitude des phénomènes non stationnaires il faut qu’on 
observe encore la similitude temporelle qui détermine les instants 
homologues, auxquels en points homologues, dans les conditions de 
similitude, doivent être égales telles ou telles grandeurs relatives. 
L'existence de la similitude temporelle est définie de la façon suivan- 
te. Supposons qu'à l'instant initial 7 = 0 l’une quelconque grandeur 
physique @, en points homologues de deux systèmes a les valeurs q, et 
p,. Pour ces systèmes, dans un intervalle de temps respectivement 
AT; et At’, de plus At, + Art;,en ces mêmes points homologues les 
grandeurs physiques ont les valeurs @, et p;. Dans un autre interval- 
le de temps, respectivement Art, et At: (At. = At:), les grandeurs 
physiques ont en points homologues les valeurs y, et @.. Si mainte- 


nant pour pl/p! = q/pi = p = idem a lieu At:/At; = AT/AT%, = 
— At = idem, cela signifie que les phénomènes sont homochrones 


ou temporairement homologues. Si de plus AT, = At;, on est en 
présence des phénomènes synchrones. 

De la sorte, en présence de la similitude des phénomènes physi- 
ques ’, ”, ”, etc., toute grandeur physique (p, w, . . .) qui définit le 


phénomène envisage en points homologues à des instants homologues 
doit observer la relation 


pl, = pr = p"”/p —=...p — idem; 
AE = DA = Ah" =... = idem, etc. (V.1) 


Les coordonnées des points homologues et les instants homologues 
sont déterminés par les rapports respectifs 


z'H = x" = x" il =... = zx = idem: 

y = y" = y"IE =... = y = idem; 

IH = 2" il =2"/" =... = 3 = idem; 
Tr = TE" =... = 7 = idem. (V.2) 


Les valeurs des grandeurs physiques sans dimensions des phéno- 
mènes physiques semblables étant identiques en points homologues 
à des instants homologues. les fonctions qui traduisent les relations 
10° 
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entre les grandeurs physiques sans dimensions d’une part, et les 
coordonnées et le temps sans dimensions d'autre part 


p=f(t z,y, 2); D —=/f(t, z, y, 2), etc., 


sont également identiques, les mêmes pour tous les phénomènes sem- 
blables entre eux. 

La similitude des phénomènes physiques, tout comme la simili- 
tude géométrique, peut être exprimée à l’aide des constantes de 
similitude. Pour deux phénomènes semblables les relations (V.1) 
permettent d'écrire 


p'/ps = p/p; v'hpS = Y’/p;, etc. 
Ceci peut se récrire sous la forme 
Ps/Po + p"/p — Co do/p, = Ÿ “/j’ = CY, etc. 


Les valeurs des constantes de similitude C, et Cx montrent de com- 
bien de fois les grandeurs œ et du système ” se distinguent des mê- 
mes grandeurs prises aux points homologues du système ’. La valeur 
de la constante de similitude de la grandeur physique donnée est la 
même en tous les points homologues de deux systèmes à phénomènes 
physiques semblables. Pour les grandeurs physiques de nature diffé- 
rente les valeurs des constantes de similitude peuvent être différen- 
tes. La notion de constante de similitude est utilisée pour comparer 
deux à deux des phénomènes semblables. S'il y en a plusieurs (’, ”, 
”, etc.) les constantes de similitude diffèrent lorsqu'on passe d’une 
paire à une autre 


Co = P/p Æ Co, = P”/p Æ Cp, = p’/p", etc. 


$ V.3. Conditions de similitude 
des phénomènes physiques 


Après avoir examiné le sens de la similitude géométrique et de 
la similitude des phénomènes physiques, relevons certains principes 
qui leur sont communs, pour formuler les conditions de similitude 
des phénomènes physiques. Dans les deux cas, comme nous l’avons 
établi, en géométrie tout comme en physique, la similitude s'exprime 
de la même façon par l'identité des grandeurs relatives sans dimensions 
correspondantes. Dans le cas géométrique, ceci concerne les segments 
relatifs des figures, dans celui des phénomènes physiques, les diverses 
grandeurs physiques. 

Dans le cas de la similitude géométrique, les figures construites 
suivant les grandeurs sans dimensions sont totalement les mêmes, 
et les équations qui décrivent ces figures sous une forme sans dimen- 
sions. sont identiques. 
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L'identité des équations sans dimensions ou l'identité de la 
description mathématique des figures semblables peut être envisagée 
comme la condition de similitude des figures géométriques. 

La similitude des phénomènes physiques donne lieu à l’identité 
des champs des grandeurs physiques relatives sans dimensions cons- 
truits suivant les coordonnées adimensionnelles et le temps. Les 
équations sans dimensions de ces champs s'avèrent aussi identiques. 
Pour les phénomènes semblables l’identité des équations sans dimen- 
sions des champs des grandeurs physiques ne peut avoir lieu que dans 
le cas de l'identité des descriptions mathématiques de ces phénomè- 
nes sous la forme sans dimensions, du fait que les équations des 
champs des grandeurs physiques sont, au fond, solution d’un système 
d'équations différentielles qui décrivent le phénomène en commun 
avec les conditions d'’univalence. 

Par conséquent, la condition de similitude des phénomènes phy- 
siques (tout comme la similitude géométrique) est traduite par 
l'identité des descriptions mathématiques des phénomènes sembla- 
bles sous la forme adimensionnelle. La différence ne porte que sur le 
contenu de la description mathématique. 

La description mathématique d’un phénomène physique est don- 
née par un système d'équations différentielles et des conditions d’uni- 
valence. Ainsi, la condition de similitude indiquée ci-dessus n'’est- 
elle possible que lorsque, premièrement, les phénomènes envisagés 
se rapportent à la même classe et sont décrits par le même système 
d'équations différentielles, car ce n'est que dans ce cas que les équa- 
tions des phénomènes peuvent être identiques sous une forme adimen- 
sionnelle ; deuxièmement, lorsque les conditions d’univalence des 
phénomènes envisagés sont qualitativement les mêmes, c’est-à-dire 
contiennent les mêmes grandeurs physiques et les mêmes équations 
déterminent la distribution de ces grandeurs dans l’espace et le 
temps. Car ce n'est que dans ce cas que les conditions d’univalence de 
tous les phénomènes semblables contiennent des grandeurs physiques 
relatives numériquement égales et des équations sans dimensions 
identiques qui décrivent les champs des grandeurs correspondantes 
dans les conditions d'univalence. Cette condition inclut également 
la similitude géométrique des systèmes. 

Maintenant il convient d'établir les conditions qui doivent être 
observées pour que les équations qui décrivent les phénomènes de 
même classe soient identiques. À cet effet examinons le processus de 
reduction des équations différentielles à la forme adimensionnelle. 

Les équations différentielles qui déterminent l’échange de chaleur 
par convection sont en principe très simples, chacune d'elles re- 
présente l’ensemble des effets physiques qui traduisent la loi de la 
conservation de l’énergie ou de la masse. Par exemple, l'équation 
différentielle de la conductivité thermique est l’égalite entre la quan- 
tité de chaleur amenée à un élément du milieu et la variation de 
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l’enthalpie de cet élément: dQ = di. L'équation différentielle du 
mouvement exprime l’égalité entre toutes les forces appliquées à l’élé- 
ment du milieu et la force d'inertie: F; — ZF;. Par conséquent, 
chaque équation différentielle peut s’écrire sous la forme générale 
comme une somme algébrique des effets (des forces, des flux de 
chaleur, etc.) 


D, ED: DL ED, =0 (V.3) 


La composition d'une équation différentielle consiste à passer 
des notions physiques complexes que sont les effets aux grandeurs 
physiques simples (densités, températures. etc.), c’est-à-dire expri- 
mer les effets physiques à l’aide des grandeurs physiques. Par exem- 
ple, la composition d'une équation différentielle de la conductivité 
thermique impose le passage de l’équation aux effets sous la forme 
dQ = di à l'équation entre les grandeurs physiques sous la forme 


Dt'dx = aV*t. 


De cette façon, chaque effet dans l'équation est une combinaison des 
grandeurs physiques primaires. Le processus est défini par l’ensemble 
des effets, et c'est pourquoi l'influence des grandeurs physiques 
isolées sur le processus se manifeste par l'influence sur toute la com- 
binaison des grandeurs qui font l'effet. On peut en tirer déjà qu'il 
est avantageux d'explorer le processus à partir des combinaisons 
des grandeurs physiques qui sont caractéristiques. 

Pour ramener l'équation différentielle (V.3) à la forme adimension- 
nelle on procède de la façon suivante. Après avoir divisé et multiplié 
chaque terme de l'équation par l’échelle de l'effet qu'il exprime, on 
peut le mettre sous la forme 


D = Td, 


où D est le terme de l’équation où figure l'opérateur différentiel qui 
exprime un effet physique défini et qui a la dimension de l'effet ; 
II, l’échelle de l'effet représenté par le terme D. Cette échelle est la 
combinaison des grandeurs physiques d'échelle qui font l'effet. La 
combinaison a la dimension de l'effet. Il est avantageux de prendre 
les grandeurs physiques, qui font office des échelles, à partir des 
conditions d’univalence données par l’énoncé du problème; d — 
— D/II, le temps de l'équation qui exprime l'effet physique relatif 
sans dimensions. C’est le même terme D, seulement réduit aux gran- 
deurs relatives sans dimensions. 

Par conséquent, l'équation (V.3) peut se mettre sous la forme 


Id, + Id, + Ilds +... +Ild, = 0. (V.4) 


Tous les termes de (V.4) se mesurant en mêmes unités, toutes les 
échelles des effets IT,, Il,, . . . ont la même dimension. Donc, en di- 
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visant tous les termes de l’équation par l’une des échelles, par exem- 
ple IT,, on peut obtenir une équation sous une forme adimensionnelle 


Tind1 + Tone + Fans + .…. — d, — 0, (V.5) 


Où in — Ily/Il,, on = Il:/Il,, . .. sont des groupements sans 
dimensions des grandeurs physiques appelés critères de similitude 
déterminants. 

Ces critères se composent des grandeurs qui figurent dans les 
conditions d’univalence. On peut donc les calculer en posant le pro- 
blème sans le résoudre ou l’explorer expérimentalement. Les critè- 
res de similitude expriment le rapport des échelles de deux effets 
définis qui importent pour le phénomène. Le nombre de critères qui 
résultent d’une équation est d’une unité plus petit que le nombre de 
termes de l’équation. 

Il est évident que l'équation sans dimensions (V.5) est valide 
seulement pour les processus qui se rapportent à la mème classe, pour 
lesquels tous les critères figurant dans l’équation sans dimensions 
sont numériquement égaux. Par conséquent, pour que les équations 
qui décrivent les phénomènes de la mème classe soient identiques 
sous une forme adimensionnelle il faut que les critères de similitude 
de même genre, propres à ces équations, soient numériquement égaux. 
C'est pourquoi l'égalité des critères de même genre est la condition de 
similitude des phénomènes qui se rapportent à la même classe et qui pré- 
sentent des conditions d'univalence semblables. 

Ainsi, pour que les phénomènes physiques soient semblables il 
faut 

1) que les phénomènes soient de la même classe, c'est-à-dire de 
la mème nature physique et soient décrits par le mème système 
d'équations différentielles ; 

2) que les conditions d’univalence de: phénomènes soient quali- 
tativement identiques, c'est-à-dire contiennent les mêmes grandeurs 
physiques et les mêmes équations décrivent les champs des grandeurs 
correspondantes ; 

3) que les critères déterminants identiques des phénomènes 
soient numériquement égaux. 

La réduction à la forme adimensionnelle fait que chaque équation 
différentielle du système décrivant le processus acquiert la forme de 
l'équation (V.5) où les grandeurs d; contiennent les opérateurs diffé- 
rentiels sur les variables sans dimensions de la forme d*p/01*, 0p/07, 
0w/0x, etc. 

Il est clair que la résolution du système composé d'équations de 
la forme (V.5) doit être une certaine fonction qui associe les valeurs 


de toutes les variables sans dimensions (dépendante et indépendan- 


tes t, x, y, 2), les critères de similitude, ainsi que les grandeurs sans 
dimensions données par les conditions d'univalence. 
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Les grandeurs physiques d’échelle étant prises pour la formation 
des grandeurs sans dimensions correspondantes à partir des conditions 
d’univalence, toutes les grandeurs sans dimensions des conditions 
d’univalence prises comme échelles valent l'unité. Dans la solution 
ne figureront que les rapports sans dimensions des grandeurs de même 
nature physique tirées des conditions d’univalence (dimensions, 
températures, etc.); par exemple, P,; = 1,;l,; P, = T/T,. Ces 
rapports s'appellent critères paramétriques. 

Par conséquent, la solution du système d'équations différentiel- 
les sans dimensions s'écrit 


9 = f (x, Z, y Ste les as as Pire) (V.6) 
Ÿ = Ÿo (T, z, y, z, USE To; 7 P;; Se ) 


où P, Ÿ, . .. sont les variables sans dimensions dépendantes (cher- 


chées); T, x, y, z, les variables sans dimensions indépendantes 
(temps et coordonnées); 71, +, . . ., les critères de similitude déter- 
minants donnés par les conditions d'univalence et constants pour le 
problème donné; P,, P., les critères paramétriques donnés par les 
conditions d’univalence et constants pour un problème concret. 
Les équations de la forme (V.6) s’appellent éguations de similitude 
critérielles. Chaque équation de similitude décrit tous les phénomè- 
nes semblables entre eux. S'il n’est pas nécessaire de calculer la 
grandeur cherchée, par exemple, le coefficient de transmission de 
chaleur en chaque point de la surface et à chaque instant, et s’il suffit 
de connaître sa moyenne sur toute la surface et pendant toute la pé- 
riode de temps, alors l'équation de similitude ne comporte pas les 


valeurs des coordonnées sans dimensions x, y, = et du temps ©, et 
l'équation devient 


Ÿ = fs (Ans Nes - es Pi, . . .)e (V.5) 


Dans les cas particuliers, lorsque tels ou tels effets ne se manifes- 
tent pas dans le processus, certains critères contenant les échelles de 
ces effets peuvent être absents dans l’équation de similitude. Le 
phénomène est alors d’une allure similaire par rapport au modèle con- 
sidéré. Dans les équations de similitude qui décrivent les processus 
de mêmes conditions d’univalence les critères parametriques ne figu- 
rent pas. Par conséquent, la présence dans l’équation d'un critère 
paramétrique, par exemple du rapport des dimensions, témoigne au 
fond du fait que l'équation de similitude donnée rend compte d’une 
certaine absence de similitude géométrique des systèmes. 

A ce qui vient d’être dit sur les critères de similitude il faut ajou- 
ter que la forme des critères définis par l'équation différentielle dé- 
pend de l’échelle de l’effet par laquelle on divise les termes de 
l'équation lorsqu'on la réduit à la forme sans dimensions. Toutefois, 
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les systèmes de critères obtenus à partir du même système d'équations 
et de mêmes conditions d’univalence sont équivalents. Toute combi- 
naison des critères est encore un critère et peut remplacer dans l’équa- 
tion de similitude l’un des critères qui figurent dans cette combinai- 
son. Cette règle s'emploie pour éliminer du critère la grandeur ne 
figurant pas dans les conditions d’univalence. Ceci se fait en combi- 
nant deux critères qui contiennent cette grandeur. Le nombre de 
critères de similitude diminue alors, puisque le critère obtenu ne 
remplace qu’un des critères. En combinant une variable sans dimen- 
sions (argument ou fonction) avec un critère, on peut remplacer dans 
la variable sans dimensions la grandeur d'échelle non donnée par les. 
conditions d'’univalence par le groupement d’autres grandeurs d’échel- 
le. La variable sans dimensions ainsi obtenue a la forme de critère, 
à cette différence près qu'elle contient une variable, alors qu'un 
critère de similitude ne se compose que de grandeurs constantes 
connues à partir de l'énoncé du problème. De telles variables qui ont 
la forme de critères de similitude ne peuvent pas être utilisées comme 
indices de similitude, du fait qu’elles ne peuvent pas être calculées 
avant l’obtention de la solution du problème. On les appelle donc 
critères non déterminants. 

A titre de conclusion il est opportun de comparer la solution 
d’un système ordinaire (à dimensions) d’équations différentielles et 
des conditions d’univalence sous la forme 


a =f(t,zx,y,z,,q, cu À, W,T,1I,...), (V.8) 


où g, c, U, . .. sont les grandeurs physiques qui figurent dans les 
conditions d’univalence, avec la solution d’un système d'équations 
différentielles et des conditions d’univalence sous une forme sans 
dimensions 


œ — f(T, Z, y, 3, Ti Nos © - +, Pà). (V.9) 

En les comparant, on peut remarquer que les deux solutions déter- 
minent sans ambiguïté la grandeur cherchée &. Pourtant, le nombre 
d'arguments de la deuxième solution est sensiblement plus petit que 
dans la première, du fait que les grandeurs présentes dans les condi- 
tions d’univalence y figurent sous la forme de groupements détermi- 
nant l'influence de l’ensemble des grandeurs physiques sur le pro- 
cessus. Lorsque le nombre d'arguments est plus petit, le traitement 
des résultats des expériences ou des solutions numériqueset l'obtention 
de la relation nécessaire entre les grandeurs deviennent sensiblement 
plus simples. D'autre part, chaque solution partielle sous une forme 
sans dimensions, c'est-à-dire chaque valeur relative de la grandeur 
cherchée pour une valeur définie des critères déterminants, est vraie 
pour de nombreux cas semblables entre eux, du fait que la mème 
valeur du critère peut s’obtenir à l’aide des valeurs numériques diffé- 
rentes des grandeurs physiques qui y font partie. 
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De la sorte, la forme de la représentation de la solution d'un 
système d'équations différentielles sous une forme adimensionnelle 
élaborée sur la base de la théorie de similitude permet, premièrement, 
de réduire le nombre d'arguments, et par là même simplifier le trai- 
tement des résultats de l'expérience et l’obtention de la relation 
entre les grandeurs, et deuxièmement, de généraliser les données d'une 
expérience ou d'une solution numérique unitaires en les appliquant 
aux nombreux cas similaires. 

Les principes fondamentaux de la théorie de la similitude sont 
énoncés généralement sous la forme de trois théorèmes. Le premier 
affirme que dans les phénomènes semblables tous les critères de similitude 
(déterminants et non déterminants) doivent être numériquement égaux. 
Le deuxième théorème dit que la résolution d'une équation diffé- 
rentielle peut être mise sous la forme d’une liaison entre les critères 
qui se déduisent de cette équation. D'après le troisième théorème, Les 
phénomènes sont semblables si leurs conditions d’univalence sont identi- 
ques et les critères où figurent les grandeurs tirées des conditions d'uni- 
valence (critères déterminants) sont numériquement égaux. Ces théorè- 
mes traduisent les conditions de similitude et les particularités des 
phénomènes semblables examinés dans ce qui précède. 

Il s'ensuit de l'exposé qui précède que la théorie de similitude 
ne donne pas la solution mais permet seulement de généraliser les 
données expérimentales en indiquant la forme sous laquelle ces don- 
nées doivent être représentées. Par conséquent, la théorie de similitude 
est au fond une théorie empirique; sa valeur est donc particulière- 
ment grande dans les domaines scientifiques dont la base est l’expé- 
rience ou la solution numérique. C’est justement à ce domaine que se 
rapporte également l’échange de chaleur par convection. 


$ V.1. Critères de similitude et équations de similitude 
de l'échange de chaleur par convection 


Pour établir la forme des critères de similitude il faut ramener le 
système d'équations différentielles de l'échange de chaleur par 
convection à la forme adimensionnelle. Pour l’écoulement d'un fluide 
incompressible à paramètres physiques constants ce système présente 
l’ensemble de 

l'équation de l'énergie 


oT oT TÔT OT, ET TV. 
tee tu tu se (2 + Sr): (V40) 


l'équation du mouvement 


dU x 


(ALT (172 
D 


ow 
+p (we +, dy +ur, LE) = 
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: dy dy p 
Type ges )= Peu + 


®Cy dwy y 
+u | RE ATHLE 02° j; 


ou". , (7) GITE du: 
ph + p(u Dur, dur dE) 
D Op , ou. du. d°&: \. 
= pret RS + TE + pa le (V.11) 
l'équation de la continuité 
0w,/0x + dw,/0y + dw,/9z = 0. (V.12) 


Au système d'équations différentielles (V.10)-(V.12) s'ajoutent 
les conditions d’univalence. En particulier, la condition aux limites 
peut être donnée sous la forme 


+AT- — _ js (Fete) 


dn 


Cette égalité s'appelle parfois équation d'échange de chaleur du fait 
qu'elle inclut le coefficient de transmission de chaleur qui est la 
grandeur cherchée. 

Dans ces équations on peut dégager trois formes de paramètres : 
variables indépendantes +, x, y,z; variables dépendantes (grandeurs 
inconnues) &, T, w,, w,, w., p et les grandeurs constantes figurant 
dans les conditions d’'univalence w,, T,, Lo, @, À, p, etc. 

Pour ramener les équations à la forme adimensionnelle, il faut 
choisir les échelles des grandeurs dépendantes et indépendantes. 
Le plus avantageux est d’adopter comme grandeurs d'échelle celles 
qui font partie des conditions d’univalence, données par l’énoncé du 
problème. Ensuite, il faut remplacer les valeurs absolues de toutes 
les variables par les grandeurs relatives sans dimensions en utilisant 
la définition de la grandeur sans dimensions et notamment 


P = P/Po 


où p, est la valeur d'échelle de la grandeur physique œ. On en tire 
que la grandeur absolue œ peut être exprimée à l’aide d’une grandeur 


sans dimension œ et d’une grandeur d'échelle w, sous la forme 
P = Pop. (V.14) 


Etant donné que ces équations contiennent les dérivées premières 
et secondes des grandeurs variables, il faut obtenir également pour 
elles les expressions correspondantes. Ceci se fait en utilisant l’expres- 


156 PRINCIPES DE LA THÉORIE DE LA SIMILITUDE (CH. V 


sion (V.14)! de la façon suivante 


9 9 (PoP) Fa 0 r 4= 

= ——— = —— — |, V. 

0x 4 (L02) lo ôz (Ye) 
PP _ 9 [2p | 9 _[ 2(PP) | _ Pod? r. 
mate) sus Lous le (419 


Chaque terme des équations contenant un opérateur différentiel ex- 
prime un effet physique définiet donne une expression mathématique 
de la détermination quantitative de cet effet, c'est-à-dire une règle de 
calcul de l'effet dans le cas le plus général, lorsque cet effet est varia- 
ble. 11 s'ensuit que la combinaison des grandeurs d'échelle constantes 
qui s’obtiennent devant l'opérateur différentiel en grandeurs relati- 
ves constitue l'échelle de l’effet. Cette combinaison exprime la loi 
de formation des grandeurs physiques dans l'effet. 

La règle de calcul de l'effet et la loi de la formation des grandeurs 
dans ce dernier coïncident, c’est-à-dire lorsque l'effet est constant, 
leurs expressions mathématiques sont les mêmes. Par exemple, la 
règle de calcul de l'accélération est de la forme 

dw _ d(di/dt)  d°! 


PR à de 


Si l’accélération est constante, a = const, la règle de son calcul peut 
être mise sous la forme a = w/t = l/1*. Cette expression est une com- 
binaison des grandeurs physiques dans l'accélération, c’est-à-dire 
elle exprime la loi de formation des grandeurs physiques dans cette 
derniére. 

En adoptant les échelles du coefficient de transmission de chaleur 
&o, de la longueur L,, de la vitesse «:,, du temps t,, dela température 
T, et de la pression p,, et en profitant des expressions (V.14), (V.15) 
et (V.16), mettons l'équation d'échange de chaleur sous la forme 


cie — 2 (SL). 


0 on 


En divisant cette équation par le groupement des grandeurs physiques 
d'échelle, qui expriment l'échelle du deuxième effet II, = AT lo, 
écrivons l’équation sous une forme adimensionnelle 


Ayo = ——— | 67 ). (V.17) 


an 


où x, est le groupement sans dimensions des grandeurs d’échelle 
qui est le rapport des échelles des effets TT, = a,T, et Il: = AT ol: 


To — I,/II, — olo/À. 
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Dans les cas courants, les conditions d’univalence ne contiennent 
pas la grandeur du coefficient de transmission de chaleur @&,; il 


faut donc transformer la grandeur relative & et nr... La valeur d’échel- 


le du coefficient de transmission de chaleur «, dans la grandeur & 
doit être remplacée par le groupement des grandeurs tirées des condi- 
tions d’univalence. L'expression du critère x, montre qu’un tel 
groupement est constitué par le rapport À/1,. Par conséquent, le pro- 
duit aïe —= (œ/&o) (&olo/À) = œlo/h de l’équation (V.17) est une 
grandeur relative du coefficient de transmission de chaleur inconnu. 
Ce groupement est un critère non déterminant et porte le nom de 
nombre de Nüssell : 


Nu = alo/À (V.18) 


Le nombre de N'üsselt caractérise le rapport entre le transfert convec- 
tif de la chaleur depuis le fluide à la surface du corps (q») et le transfert 
de chaleur par conduction à travers la couche du fluide d'une épaisseur 
lo (4px)- En effet, l'équation (V.18) entraîne que 


Ne (V.19) 


D'ordinaire, dans les problèmes d'échange de chaleur par convec- 
tion le nombre de Nüsselt s'assimile au rombre de Biot (Bi = œly/hm); 
pourtant, à la différence de ce dernier, il contient le coefficient de 
conductivité du fluide et a un autre sens physique. 

De la sorte, l'équation sans dimensions de l'échange de chaleur 
peut s’écrire finalement 


1 [oT - 
Nu = — — — : 
u FF (= L (V.20) 
Compte tenu des expressions (V.14), (V.15) et (V.16) l’équation de 
l'énergie se ramène à la forme 


aT T, (a OT ,— ôT , — A LoTo 

Re tu, — u, — ) 2 — 

7 ee UV y gs lo 
u ( ET , 07 aT ) aT, 


E 


(V.21) 


ôx° 0y° 2 
En divisant les termes de l’équation par le groupement des grandeurs 
qui exprime l'échelle de l'effet et qui est le troisième”terme de Il, = 


= aT,/Ù, écrivons l'équation envisagée sous la forme adimensionnel- 
le 


oT — ÔT — ÔT , — àT 
— 7 (re — +, — +. — ] = 
Fr 15 T (1x ox di V 5y ” 92 ” 
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Où 513 = [L/TI, = E/(ato) et nes = IL/11, = w,l,/a sont les critè- 
res de similitude. 

Il est d'usage de noter les nombres caractéristiques par deux premiè- 
res lettres du nom des savants qui ont exercé une influence notable 
sur le développement de la branche scientifique donnée, et de les 
dénommer de la façon correspondante. 

Dans la pratique, les critères qui ressortent de (V.22) sont utilisés 
généralement sous la forme de nombres de Fourier et de Peclet. Le 
nombre de Fourier 


Fo — 1/15 — ato/l (V.23) 


exprime le rapport entre le rythme de variation des conditions dans le 
milieu ambiant et le rythme de la reconstruction du champ thermique 
à l'intérieur du corps. 

Le nombre de Peclet 


Pe —= J]Mog — Lolo/a (V.24) 


exprime le rapport entre l'intensité du transfert de chaleur par convec- 
lion et son intensité de transfert par conduction thermique. 

Compte tenu des expressions (V.14), (V.15) et (V.16), l'équation 
du mouvement par rapport à l’axe des x s'écrit 


OU PL 1 CITES re 0x EN dx pui _— 
= 4 TA = +0, — W, ) 5 = 


ot 0x dy 92 lo 
dp Po du» dx ELITE | Co 
= —— L — —_ + ———— | —— . 
FR D d mn ôr® ii ôy= dz2 ŒE 


En divisant le groupement des grandeurs affectées au deuxième 
terme de l’équation, exprimant l'échelle de la force d’inertie II, — 
= 2 , on obtient l'équation sous une forme adimensionnelle 
0 


ou — x 0 — x = x ap — 
= To + Wx = + uw, D. SL or Tue + VW ro. 
(V.25) 
où Is — IL, /TT, = Lo/(To&o); ITgo — IL,/IT, == £lo/w, To — IT, /IT, — 
= po/(pui), ñse = I,/IL, = v/(w0lo) sont les critères de similitude. 


En pratique on utilise les critères ou nombres caractéristiques 
suivants qui se déduisent de l’équation du mouvement. Le nombre 
d’homochronisme 


Ho = 4/30 — WoTo/Lo (V.26) 


qui exprime la mesure du rapport de l'accélération de transfert (par 
convection) à l'accélération en point donné. 
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Le nombre de Froude 
Fr — To — £lo/uÿ (V.27} 


exprime le rapport dans le phénomène envisagé entre la pesanteur et la 
force d'inertie, ce qui s'ensuit de l’équation (V.27) si on la met sous 
la forme Fr = pgl,/(pw;). Sa valeur devient importante dans le cas 
où les effets gravifiques jouent un rôle notable. Dans des cas isolés, 
les effets conditionnés par la force de pesanteur sont si petits qu’on 
peut les négliger. Ordinairement, la pression p, ne figure pas dans les 


conditions d'univalence. C'est pourquoi dans la pression relative p 
l'échelle de la pression doit être remplacée par le groupement des 
grandeurs tirées des conditions d'univalence. L'expression du critère 
Fio = Po/(pw5) montre que la combinaison des grandeurs pu a la 
dimension de la pression et peut remplacer l'échelle dans la pression 
sans dimensions. Par conséquent, le produit 


Pire = (P/Po)Po/(pws) = p/(pux) (V.28) 


est une pression relative inconnue d’après la condition. Ce groupe- 
ment est un critère non déterminant. 

Dans la plupart des problèmes techniques il faut connaître non 
pas la valeur absolue de la pression, mais la différence des pres- 
sions en deux points du système. Le groupement qui traduit la diffé- 
rence sans dimensions des pressions s'appelle nombre d'Euler non 
déterminant 


Eu = Ap/(pu*) (V.29} 


qui exprime le rapport entre la force de pression et la force d'inertie 
dans le phénomène considéré. 

Le dernier critère qui se déduit de l'équation du mouvement s’em- 
ploie sous la forme du nombre de Reynolds 


Re —— L/st50 — Wolo/V (V.30) 


qui exprime la relation entre la force d'inertie et la force de frottement 
interne; on l’établit sans peine en écrivant le nombre de Reynolds 
sous la forme 


Re — 20 (V.31) 


Plus le nombre de Reynolds est petit, plus l’influence exercée sur les 
caractéristiques hydrodynamiques du flux par les forces moléculaires 
est forte, plus l’écoulement laminaire visqueux d’un fluide est sta- 
ble. Lorsque l'écoulement laminaire d’un fluide devient turbulent, 
le nombre de Reynolds atteint une valeur critique. Comme nous le 
montrerons par la suite, l’intensité d'échange de chaleur par convec- 
tion dépend sensiblement du régime d'écoulement du fluide; aussi, 
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le nombre de Reynolds est-il l'un des critères déterminants prin- 
cipaux de la théorie des échanges de chaleur. 

Les équations du mouvement par rapport aux axes des x et des y 
se ramènent à la forme sans dimensions de la même façon et, comme 
on l’établit sans peine, donnent le même système de critères. 

En appliquant les expressions (V.14), (V.15) et (V.16), écrivons 
l'équation de continuité comme suit 


(ôw./0z + ôw,10y + dw./6z) wollo = 0. 
Le rapport w,/l, n'étant pas nul, il vient 
ôw../07 + ôw,/0y + 0w.1/0z = 0. (V.32) 


On voit donc que l’équation de continuité sans dimensions du 
fluide incompressible (p — const) ne contient pas de critères de si- 
militude. 

En utilisant les notations des critères, on peut écrire le système 
d'équations différentielles sans dimensions de l’échange de chaleur 
par convection 


oT 1 (w, — ÔT v, 2) 
—— —— D, =—— Un — w, — ) Pe — 
a Fo s Tr du ré dz 
GT OT , d4T 
Ôx° du: 02 À ) 
dx ! — by , — Ôdw — ÿw. 
= Ho + Ur a -W, D Ve | 
0x * Re ’? 
dwy | — y | — dy — ôw, 
mr Ce DA. 
” : l (V.34) 
me dr Eu + Vi, =; 
Ow, À = dr, , — dE, , — dt, 
oo or Me UC ge 
ô | 
— en LL Qu —— 
= Fr 9z Eu Vu". Re ° } 
Où. 9x + 0w,/0y + ôw,/0z = (V.35) 


et l'équation d'échange de chaleur 


ñn 


Nu — ——* (2e) . (V.36) 
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Examinons encore quelques critères ou nombres caractéristiques 
qui s’emploient pour résoudre les problèmes relatifs à l'échange de 
chaleur par convection. Dans l'analyse de l'écoulement libre du flui- 
de, il est généralement impossible de choisir à l’avance en guise 
d'échelle une vitesse quelconque du fait qu'elle ne figure pas dans 
les conditions d’univalence. De la sorte, dans ces conditions, les 
nombres de Reynolds et de Froude ne peuvent pas être déterminés. 
Pourtant, en combinant ces deux critères, on peut obtenir un nou- 
veau critère ne comportant pas de vitesse 


Re?-Fr = gl/v? = Ga, (V.37) 


qu'il est d’usage de nommer rombre de Galilée: il caractérise le rap- 
port entre les forces massiques et la viscosité. 

Si on envisage le cas du mouvement libre défini par l’hétérogé- 
néité du champ de la densité, il faut ajouter au système de critères le 
critère du type paramétrique Ap/p. La combinaison du nombre Ga 


et de Ao/p donne encore un nombre caractéristique appelé zombre 
d’'Archimède 


Ar= — Pate (V.38) 


qui détermine le rapport des forces ascendantes à la viscosité. 

Si la différence des densités du fluide est déterminée par celle 
des températures AT, le simplexe Ap/p peut être représenté à l’aide 
du coefficient de dilatation volumique du fluide 


__1{æ 
B=——( oT ).» 


en le posant constant dans l'intervalle de températures donné, sous 
la forme 


Apl/p = BAT. 
De la sorte, le nombre d’Archimède s'écrit 
Gr — gBBAT/\° (V.39) 
et s'appelle le nombre de Grashof. Pour les gaz qui vérifient l'équation 


des gaz parfaits pv — RT, le coefficient de dilatation thermique 
s’exprime sous la forme B — 1/7 et le nombre de Grashof devient 
Gr = gATBSI(NT,), 
où 
Tm = (Tp + T2. 
Le rapport entre le nombre de Peclet et le nombre de Reynolds se 
nomme nombre de Prandil 


Pr = Pe/Re = v/a = ue,/à. (V.40) 
11—01289 
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Nous montrerons au chapitre VI que le nombre de Prandtl est 
associé à l'épaisseur de la couche limite dynamique et thermique par 


le quotient 6/6 = V Pr. Danslenombre de Prandtl figurent seule- 
ment les paramètres physiques du milieu; c'est donc un paramètre 
physique sans dimensions. Pour les gaz, il ne dépend pratiquement ni 
de la température, ni de la pression, sa valeur est déterminée par l’ato- 
micité du gaz, elle est proche de l’unité : pour les gaz monoatomiques 
Pr = 0,67; biatomiques, Pr = 0,72; triatomiques, Pr — 0,8; mul- 
tiatomiques, Pr — 1,0. 

Pour les fluides aqueux, la valeur du nombre de Prandtl est 
supérieure à l'unité, et dans le cas des fluides très visqueux il peut 


Pr 
800 
600 12 
400 8 
200 4 
O 20 40 60 t:cC O 100 200 1,c 


Fig. V.3. Relation entre le nombre Fig. V.4. Relation entre le nombre 
de Prandtl et la température de l'hui- de Prandtl et la température de l'eau 
le de transformateur (suivant la ligne de saturation) 


prendre de très grandes valeurs (jusqu’à 10° et plus), l’exception n’é- 
tant faite que pour les métaux liquides caractérisés par de très petits 
nombres de Prandtl (d'ordre de 10-° à 10). 

Le nombre de Prandtl des fluides aqueux dépend fortement de la 
température, en diminuant, généralement, avec la croissance de cette 
dernière (fig. V.3). 

Aux températures variant de 0 à 180 °C le Prandtl de l’eau 
(fig. V.4) varie sensiblement avec la montée de la température 
(de 13,7 à 1), ce qui est dû à la diminution de la viscosité et à la crois- 
sance de la conductivité thermique dans cette marge de températu- 
res. De 130 à 310 °C pour l’eau les valeurs de Pr changent peu et 
sont proches de l’unité. Aux pressions voisines des valeurs critiques 
l’allure de la dépendance entre Pr et la température varie brusque- 
ment. 
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Il arrive qu'au lieu du nombre de Nüsselt non déterminant on 
utilise le zombre de Stanton qui est la combinaison des nombres Nu, 
Re et Pr sous la forme 


St — Nu/ (Re:Pr) = aa/(aw,) — «/ (cow,). (V.41) 
La formule (V.41) entraîne que 


D 
CpPlo (Tr —Thp)° 


Par conséquent, le nombre de Stanton est Le rapport entre le flux 

thermique vers la paroi et le flux convectif tel qu'il puisse être transféré 
par le courant du fluide lors de la diminution de la température de 
Trä Ti. 
Pour l'étude de l'échange thermique aux grandes vitesses 
(wo > a/4), il faut lenir compte de la compressibilité du milieu. 
Dans ce cas on peut obtenir par la méthode de similitude à partir du 
système d'équations un critère supplémentaire où figure le nombre 
de Mach M — w,/a et le rapport des chaleurs spécifiques k— cles. 
Le nombre de Mach est le rapport de la vitesse du flux à la vitesse du 
son ; il caractérise la compressibilité du milieu. 

Le système d'équations différentielles sans dimensions de l'échan- 
ge de chaleur par convection 1 comporte deux groupes de variables, les 


variables indépendantes 7 T, z. y, 3, et les variables dépendantes Nu, 


Tu w n° Wz Bu. Les variables dépendantes sont définies sans ambi- 
guité par les valeurs des variables indépendantes, pour des valeurs 
définies des nombres de similitude déterminants Re, Pr, Fr, Gr, Fo, 
Ho dont peuvent également faire partie les critères paramétriques P. 


Par conséquent, les équations de similitude peuvent être mises 
sous la forme 


Nu=filt. ze, yr, 2r, Re, Pr, Fr, Gr, Fo, Ho, P): 
T=fi(t, 2, y, 5, Re, Pr, Fr, Gr, Fo, Ho, P); 

Le = fa (x, x, y, 5, Re, Pr, Fr, Gr, Fo, Ho, P) ; 

ay = f, (Tr, 2, y, 2, Re, Pr, Fr, Gr, Fo, Ho, P); 

we = f,(T, 2, y, 2, Re, Pr, Fr, Gr, Fo, Ho, P); 

Eu = fe(t, z, y, z, Re, Pr, Fr, Gr, Fo, Ho, P). (V.42) 


Dans des cas particuliers. certaines grandeurs (variables ou nom- 
bres caractéristiques) peuvent ne pas figurer dans les équations de 
similitude. Il arrive, lorsqu'il importe de connaître la valeur moyenne 
du coefficient de transmission de chaleur suivant toute la surface et 
pendant toute la durée du processus, que dans l’équation de similitu- 


de ne figurent pas les valeurs des coordonnées de la surface x, y, z 
{is 
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et le temps +. Si les échelles du temps +, de la variation des champs 
thermique et de la vitesse sont les mêmes, au lieu du nombre de 
Fourier et d'homochronisme les équations ne possèdent que l’un 
d’entre eux. 

Dans l’analyse du processus stationnaire les nombres Fo et Ho ne 
figurent pas. Lorsque la pesanteur est négligeable par rapport à la 
force d'inertie, le nombre de Froude ne figure plus parmi les critères 
déterminants. 

Dans la plupart des cas du mouvement turbulent forcé on peut 
négliger l'influence de la convection libre et parmi les critères déter- 
minants ne figure pas le Grashof. Lorsque le mouvement du fluide 
est libre, les critères déterminants ne sont que les nombres de Grashof 
et de Prandtl. 

Ainsi, pour les cas stationnaires les plus caractéristiques d’échan- 
ge de chaleur par convection, les équations de similitude du coeffi- 
cient d'échange de chaleur sont de la forme: 


écoulement forcé Nu = f (Re, Pr); 

convection libre Nu = f (Gr, Pr); 

convection libre avec écoulement forcé superposé Nu — f (Re, 
Gr, Pr). 

Pour le cas des gaz de même atomicité pour lesquels le nombre Pr 
est lemème et constant, les équations de similitude ne contiennent pas 
ce critère. 

Lors de l’examen d’un processus d'échange de chaleur par con- 
vection plus compliqué, par exemple, de l'échange de chaleur s’accom- 
pagnant de changement d'état, de l'écoulement du gaz à des vitesses 
supersoniques, de l’échange de chaleur à une surface perméable, le 
système de critères obtenu dans ce qui précède doit être complété par 
de nouveaux critères qui traduisent les particularités du processus 
envisagé. 


$S V.5. Méthode d’analyse des dimensions 


La prémisse nécessaire de la théorie de similitude est l’existence 
de la description mathématique du phénomène envisagé sous la forme 
d’équations différentielles et des conditions d’univalence, qui sont 
à la base de la recherche de la forme générale de l’équation de simili- 
tude. Pourtant, dans plusieurs cas le phénomène étudié peut être si 
compliqué qu'ilest impossible de composer pour lui un système d’équa- 
tions différentielles fermé. 

La forme des critères de similitude importants pour le phénomène 
étudié, et la forme générale de l’équation de similitude peuvent 
également être choisies sans composer les équations différentielles. 
Ceci peut se faire à l’aide de la méthode de l’analyse des dimensions. 
Dans ce cas il faut avoir à sa disposition la liste complète des gran- 
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deurs physiques qui importent pour le phénomène envisagé, c'est-à- 
dire les grandeurs qui feraient partie des équations différentielles 
et des conditions d’univalence si la description mathématique du 
processus était connue. Cette liste peut être composée sur la base des 
considérations physiques et de l’expérience accumulée. 

Les grandeurs dont la valeur numérique dépend du système d'uni- 
tés de mesure sont dites à dimensions. La longueur, la vitesse. la 
force. le temps. l'énergie, la temperature, etc. peuvent en servir 
d'exemple. Les grandeurs dont la valeur numérique ne dépend pas du 
système d'unités de mesure appliqué sont dites sans dimensions. 
Cette division des grandeurs est conventionnelle. Par exemple, l’ac- 
célération est envisagée généralement comme une grandeur à dimen- 
sions. dont la dimension est la longueur divisée par le temps à la 
puissance deux. Si l’on adopte l'accélération de la chute libre 
(9,81 m/s°) comme unité de mesure, alors toute accélération sera 
mesurée par le rapport de sa valeur à la valeur de l'accélération de 
la chute libre, et ne changera pas en passant de certaines unités de 
mesure à d’autres. Ce rapport se nomme surcharge. c'est une gran- 
deur sans dimensions. 

La dépendance de l’unité de mesure d’une grandeur dérivée par 
rapport à l’unité de mesure des grandeurs principales peut être mise 
sous la forme de La formule de dimension ou dimension tout court. 
Dans les différents systèmes d'unités de mesure, la formule de dimen- 
sion de la mème grandeur peut prendre des formes différentes. 

Par dimension d'une grandeur physique il convient d'entendre 
l'expression qui traduit la relation entre la grandeur envisagée et les 
grandeurs principales du système. si le coefficient de proportionnalité 
dans cette expression est égal à l'unité adimensionnelle. 

L'expérience montre que la plupart des dimensions peuvent être 
exprimées à l’aide de grandeurs principales. Les dimensions qui 
d'après les équations de physique définies s'expriment à l’aide des 
grandeurs principales se nomment grandeurs dérivées. Dans la théo- 
rie des échanges de chaleur on adopte. généralement, comme gran- 
deurs principales la longueur (dimension L), la température (dimen- 
sion 6), le temps (dimension T) et la masse (dimension M). Ces derniè- 
res permettent d'exprimer toutes les autres dimensions. 

Le principe fondamental mis à profit par la méthode d'analyse 
des dimensions dans la recherche du nombre et de la forme des 
critères de similitude est l’axiome suivant lequel l'addition et la 
soustraction ne peuvent être appliquées qu'aux grandeurs qui ont la 
même dimension, ainsi que cette circonstance que certaines dimen- 
sions s'expriment à travers les autres sous la forme de produit de 
leurs puissances correspondantes. Ceci permet d'établir que si l’une 
quelconque grandeur physique N est cherchée comme fonction d’au- 
tres grandeurs À, B, C. .... cette relation peut être mise sous la forme 
du produit de ces dimensions portées à certaines puissances a, b, 
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C, ...., c'est-à-dire 
N = f (A, B,C, D,....) — kA"B'CcDd. (V.43) 
où # est une constante. 
Dans ce cas, en écrivant chacune des dimensions (A, B, C, D....) 
à l’aide des dimensions des grandeurs principales on peut établir 
les valeurs correspondantes des puissances a. b, c, d, . .. et assurer 


l'identité des dimensions des premier et deuxième membres de l’équa- 
tion. À cet effet dans l'équation des dimensions obtenue la puissance 
de la dimension définie du premier membre de l’équation doit être 
égale à la somme des puissances de la dimension correspondante du 
deuxième membre. Cette circonstance rend possible l’association 
des grandeurs physiques en groupements sans dimensions ou critères 
de similitude, ou encore nombres caractéristiques. Il s’avère alors 
qu'entre lenombre de grandeurs physiques et lenombre degroupements 
sans dimensions obtenu il existe une relation définie établie par le 
théorème x. 

La méthode d'obtention du critère de similitude et le contenu 
du théorème x peuvent être illustrés de la façon suivante, En expri- 
mant chacune des dimensions de l’équation (V.43) à travers les di- 
mensions L, T, 6, M on peut écrire 


[N] = Lro Treo Ole Mr; [A] — Lr: Tri 6% Mn: 
[BI = Lr: Tms Of: Mr:, [C] = Lr Tr 6: M':; 
[DI — Lr: Tr 6k: Mr, 
où n. mn, k, r sont les puissances des dimensions correspondantes des 
grandeurs principales à l’aide desquelles sont exprimées les dimen- 


sions N. À, B. C. D. En portant les expressions obtenues dans l’équa- 
tion (V.43), on peut la mettre sous la forme 


Lr: Te Of Mre = K (Lm Tri Ok Mn)e x 
x (Lr: Ts Oh: Mr)? (Lrs Ts Ok: rie >: 
x (Ln: Tr O4 Mrijd. (V.44) 
En vertu de l'égalité des exposants des dimensions correspondantes 


des premier et deuxième membres de l’équation, on peut composer le 
système suivant d'équations des puissances 


No = an + bns + cn + dn, +... 


Mo = M + bmMme + cms + dm, + ... (V.45) 
ko = ak + bks — cka + dk, +... ° 
ro= Gi + br + crs + dr, +... 


On voit sans peine que le nombre d'équations des puissances est 
égal au nombre de grandeurs principales 7. Le nombre de puissances 
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inconnues du système à, b, c, d,. .. est égal au nombre de termes du 
deuxième membre de l’équation et, par suite, il est d’une unité 
inférieur au nombre total de toutes les grandeurs physiques qui im- 
portent pour le phénomène », c’est-à-dire est égal à r7 — 1. Puisque 
dans le cas général r7 — 1 => m, le nombre des inconnues dans le 
système d'équations donné s'avère plus grand que le nombre d’équa- 
tions ; donc, r7 — m — 1 pussances ne peuvent pas être calculées 
d’après ce système d'équations. Pourtant, le système (V.45) permet 
d'exprimer un nombre défini de puissances égal au nombre d’équa- 
tions à l’aide des autres nr — m — 1 puissances qui ne peuvent pas 
être calculées. 

Après avoir porté dans (V.43) toutes les puissances exprimées par 
des puissances indéterminables, on obtient une équation où toutes 
les dimensions sont soit au premier degré. soit aux degrés par lesquels 
ont été exprimées les autres puissances. Les grandeurs physiques qui 
se sont avérées au premier degré, parmi lesquelles figurera évidem- 
ment la grandeur N cherchée, forment dans le premier membre de 
l'équation un critère non déterminant. Les autres grandeurs physiques 
de mêmes puissances peuvent former des groupements sans dimen- 
sions ou critères de similitude déterminants du deuxième membre 
de l’équation. 

Le nombre de critères déterminants est, évidemment, égal au nom- 
bre de puissances inconnues n — m — 1. Le nombre total de critè- 
res, dont l’un est non déterminant, est d’une unité plus grand que 
le nombre de degrés déterminants nr — m. 

Le résultat obtenu définit l'énoncé du théorème x qui affirme 
que le nombre de groupements sans dimensions caractéristiques du proces- 
sus est égal au nombre de toutes les grandeurs physiques qui importent 
pour le processus. moins le nombre de dimensions principales nr — m. 
La valeur nulle ou négative de la différence nr — m signifie que 
l'ensemble des grandeurs physiques envisagé ne peut être ramené 
à la forme sans dimensions. Cet ensemble des grandeurs ne satisfait 
pas aux conditions de l’analyse des dimensions. Certaines grandeurs 
y sont absentes, celles notamment qui permettraient de ramener le 
système à la forme sans dimensions. Les systèmes de ce type sont dits 
incomplets. En composant le système de paramètres déterminants il 
faut toujours vérifier le système à la complétude. 

Pour r — m = 1, l'équation de similitude comporte seulement 
un seul critère non déterminant qui, comme il est clair. est une gran- 
deur constante. La condition z — m = 1 présente un intérêt incontes- 
table du fait qu’elle ramène la résolution du problème envisagé à la 
recherche d'un seul facteur constant. 

A titre d'exemple, examinons le problème de l’écoulement d’un 
fluide sur un déversoir (fig. V.5) [31]. 

L’écoulement stabilisé d’un fluide sur le déversoir considéré est 
complètement déterminé par les paramètres 0, g, h. Le débit du flui- 
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de G par unité de temps peut seulement être fonction de ces para- 
mêtres. En retenant comme dimensions principales L, T, M (longueur, 
temps, masse) on obtient nr — m — 1. De la sorte, dans les 
conditions considérées, en vertu du 
théorème x il doit y avoir un seul 
critère sans dimensions où figure le 
débit G cherché du fluide. 

La seule combinaison sans dimen- 
sions formée à partir des grandeurs 
de départ est 


G 
379550 —C; . 
pg/*h°;" (V 46) 
la valeur du critère c s’établit par 
expérience. 

Dans le cas où 


Fig. V.5. Ecoulement d'un li- 
quide lourd par le déversoir D ni 0 (V.47) 


l'équation de similitude sans dimensions contient seulement deux 
critères sans dimensions, x, et 1°, C'est-à-dire 


F (ny, Te) = (. (V.48) 
Donc, 


% = D (x). (V.49) 


Si nr — m — 3, l'équation de similitude sans dimensions contient 
trois critères, etc. 

A titre d'exemple, considérons l’obtention de la forme de l’équa- 
tion de similitude pour la détermination du coefficient de transmis- 
sion de chaleur dans le cas du mouvement forcé du fluide dans un 
tube. Conformément aux idées physiques générales, admettons que 
le coefficient de transmission de chaleur & dépend du diamètre du 
tube D, de la vitesse du flux w, de la densité p, de la viscosité u, de 
la conductivité thermique À et de la chaleur spécifique c du fluide, 
c'est-à-dire 


a = f (D, &w, p, u, À, c). (V.50) 


De cette façon, le nombre total de grandeurs physiques nr = 7. Pour 
l'analyse des dimensions cette relation peut s’écrire 


a = KDawtocudiectf. (V.51) 


Toutes les dimensions des grandeurs figurant dans l'équation 
peuvent être exprimées à l’aide des dimensions des grandeurs prin- 
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cipales L, T, 6, M sous la forme 


[æœ] = MT—@-1; [à] = LMT-36-1: [c] — L°T-26-1: 
[uw] = LT-!;[ pl = ML; [D]=L; [ul = MT-iL-1 


En portant ces expressions dans (V.51) on obtient l'équation des di- 
mensions sous la forme 


MT-“6-1 = KLs (LT-1)b (MT-IL-1d (ML): x 
x (MLT-“O-t)e (L°T-“6-1ÿ.  (V.52} 
La condition d'égalité des puissances affectées aux dimensions cor- 


respondantes des premier et deuxième membres de l'équation fait 
qu’on peut écrire pour les exposants le système d'équations suivant 


pour L: O—=a+b—3—d+e— 2j; (V.53} 
pour T:—3 = — b — d — 3e — 2f; (V.54)} 
pour M: 1=c+d+e; (V.55} 
pour O6 :—1 — — e — j. (V.56)} 


Ce système, composé de quatre équations (m — 4). comporte six 
puissances inconnues (7 — 1 = 6). Par conséquent. deux puissances 
ne peuvent pas être déterminées (7 — m — 1 — 2). En adoptant 
comme puissances indéterminables c et f, on peut les utiliser pour 
exprimer les autres (a, b. d. e) de la façon suivante: 

on tire de (V.56): e — 1 — f; 

en portant la grandeur e dans (V.55) on a: ee Î —c; 

en portant e et d dans (V.54) on a: b — 

et, enfin, en portant les valeurs de b. d. e Fe (V.23) on obtient: 
a = c — 1. 

En portant les puissances correspondantes dans l’équation (V.51), 
on obtient l’expression du coefficient de transmission de chaleur sous 
la forme 


En associant les grandeurs de mêmes puissances, on peut obtenir 
l'équation sous la forme sans dimensions 


3 + ( Dwp Y (#2). (V.58) 


u à. 


Les groupements sans dimensions obtenus peuvent être mis sous la 
forme de nombres connus (critères ou caractéristiques) de similitude 


Dupl/u = Duwlv = Re; uc/À — ucp/ (ho) = v/a = Pr; &D/i = Nu 
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Par conséquent, pour le cas envisagé de transmission de chaleur, 
lors d’un mouvement forcé dans un tube, l’équation de similitude 
peut s’écrire 


Nu — X RetPr?. (V.59) 


L'équation obtenue est conforme au théorème x : le nombre de crite- 
res (Nu. Re, Pr) est égal à la différence entre le nombre de paramètres 
à dimensions n = 7 («, D, w, p, nu, à, c) et le nombre de dimensions 
principales nm — 4 (L. 6, T, M). La constante Æ et les puissances 
inconnues affectées aux critères déterminants c et f de l'équation 
obtenue peuvent s’obtenir par expérience. 

Les critères obtenus par la méthode d'analyse des dimensions 
ne coincident pas toujours quant à la forme avec les critères fournis 
par la théorie de similitude. Toutefois, les systèmes de critères 
déduits par des procédés différents sont équivalents entre eux. 

Ainsi, la théorie de similitude et l’analyse des dimensions sont, 
au fond, des méthodes différentes du même système d'exploration 
fondé sur l'utilisation des variables sans dimensions généralisées 
dont la différence est conditionnée seulement par le volume des 
connaissances préalables sur le processus étudié. L’application de 
la théorie de similitude impose de nombreuses connaissances préala- 
bles susceptibles d’assurer la déduction de l'équation déterminant 
le processus. Si cette application est possible, c'est à elle que doit 
aller la préférence. Le cadre de la théorie de similitude permet 
d’élucider le sens physique des critères de similitude. Si la position 
mathématique du problème est impossible, le recours à l'analyse des 
dimensions devient inévitable. Dans ce cas on n’est pas toujours sûr 
que la liste des grandeurs qui interviennent dans le processus ne 
comporte pas d'erreurs et que le système de dimensions obtenu est 
correct. Lorsqu'une telle liste et la relation entre les grandeurs et 
les dimensions sont établies correctement. la méthode d'analyse 
des dimensions assure des résultats équivalents à ceux fournis par 
la théorie de similitude. 


CHAPITRE VI 


ÉCHANGE DE CHALEUR PAR CONVECTION 
SOUS L'ÉCOULEMENT FORCÉ DU FLUIDE 


$ VI.1. Généralités sur la théorie de la couche limite 


1. Traïits particuliers de l'écoulement du fluide 
visqueux à grands nombres Re. Couche limite 


Lorsqu'on observe l’écoulement d'un fluide visqueux à grands 
Re. la viscosité intervient d'une façon différente à la proximité 
immédiate de la surface contournée et loin d'elle. 

Près de la surface, le collement du fluide à la paroi solide fait 
apparaître des gradients de vitesse transversaux importants et 
comme conséquence, de grandes contraintes tangentielles. À mesure 
qu'on s'éloigne de la paroi, la variation de la vitesse longitudinale 
suivant la normale à la surface diminue et déjà à une distance rela- 
tivement petite de la paroi l’action des forces de viscosité devient 
infiniment faible. 

De la sorte. lors du déplacement d'un fluide à grands Re tout 
le flux peut être divisé en deux domaines, celui de la couche limite 
dynamique. où l'influence de la viscosité est importante, et le do- 
maine extérieur de l'écoulement potentiel, où l'influence de la visco- 
sité est négligeable. Plus le nombre Re est grand. plus la valeur 
relative des forces d'inertie est grande par rapport aux forces de 
viscosité, plus la couche limite est mince. et inversement, lorsque 
le rôle de la viscosité croît, le domaine d'écoulement au voisinage 
de la paroi devient plus épais. 

La division du flux en couche limite et courant extérieur simpli- 
fie sensiblement l’analyse de l’écoulement tout entier du fait qu’elle 
permet d'examiner chaque domaine séparément. D'autre part, dans 
ces conditions. les forces d'inertie du courant extérieur dominent 
les forces du frottement visqueux; la description du mouvement 
peut donc profiter des équations du fluide parfait. 

La description mathématique du mouvement du fluide dans la 
couche limite devient également bien plus simple, et les équations 
approchées obtenues se prêtent à l’intégration. 

L'analyse séparée des équations simplifiées et la jonction ulte- 
rieure des solutions obtenues pour la couche limite et le flux poten- 
tiel extérieur permettent d'obtenir analytiquement toutes les caracte- 
ristiques nécessaires de l'écoulement dans son ensemble. 

Si entre le courant d’un fluide et la surface d’un corps a lieu 
l'échange de chaleur ou la diffusion. alors près de la surface du corps 
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contourné il se forme par analogie avec la couche limite dynamique 
une couche limite thermique ou de diffusion, c’est-à-dire un domaine 
à proximité immédiate de la paroi, où la température ou la concen- 
tration de la composante diffusante change depuis les valeurs qu’elle 
a au voisinage de la paroi jusqu’aux valeurs correspondantes dans 
le courant extérieur. 

Dans la couche limite, la vitesse, la température et la concentra- 
tion de l’impureté s’approchent asymptotiquement de leurs valeurs 
dans le courant potentiel ; donc, pour l'épaisseur de la couche limite 
on adopte généralement la distance suivant la normale à la surface 
à laquelle la vitesse de la variation de la température ou de la con- 
centration diffère de 1 % de la valeur correspondante dans le cou- 
rant extérieur. 

Malgré son épaisseur négligeable par rapport aux dimensions 
extérieures caractéristiques du corps contourné. la couche limite 
joue un rôle essentiel dans les processus d'interaction dynamique 
et thermique du courant avec la surface. 


2. Equations différentielles des couches limites dynamique, 
thermique et diffusive 


Le système d'équations différentielles de la couche limite dynami- 
que a été obtenu pour la première fois en 1904 par L. Prandtli, 
spécialiste éminent en aérodynamique, qui, pour évaluer les termes 
des équations de Navier-Stokes, rejetait les termes du deuxième ordre 
de petitesse. 


En s'inspirant de ses idées, examinons Je cas de la couche limite plane sta- 
tionnaire d’un fluide compressible en l’absence des forces volumiques et des 
processus de diffusion. Sous ces hypothèses le système d'équations de Navier- 
Stokes et l'équation de l'énergie (cf. chapitre IV) se mettent sous la forme 


Os Lu Ms) __ PP, 2 0 
p(u PE =) = 0x Ÿ 3 0x 
1 1 1 ô 1/0 1 1 
ôw 0w y ÿ) êw owy 
« 9 X NUS x 
AE ôz ôy |] ou dy ja Üz )]; 
1 Ô'ô 1/6 1/0 Ô;1 
0wy oy op 9 0 
a —…— A nt mL ms ms & 
p(w Ôz ” dy | on 3 op 
4 1 6/1 Ô 6/6 ô 1/0 
00 y ow a ow owy 
D = msi. SN PPS . 
x [a (2 dy éz )]+-= Lu ( DU À 0e ) |: CAE 
Ô/6 1/41 1 1/6 6/1 
ô , à | 
DE (pus) + dy (puy) =0; (VI.2 


1 11 1/5 16 
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Ô Ô 
p[ve x (PT) Hu, TA C7) |— 
1 1 1 1 Ô 1/0T. 1 
0h. ep) 
us Eu SES (2  ) Dr (x F | uD, (VI) 
1 1 5 8 1 A1  Ajôr 1/6r 
où © est la fonction de dissipation 


D-2 ( EI) à y j2f( ôUx + owy }1-( LE OÙ y P. 
3 \ ôz dy .\ oz ôy 0y GE 
1 ô/6 1 ô/ÿ 1,6 Ô/1 
Transformons l'équation du mouvement (VI.1), en retenant les propriétés 
déjà notées de la couche limite (petitesse des dimensions transversales et des 


vitesses par rapport aux dimensions et vitesses longitudinales). Admettons que 
l'épaisseur de la couche limite à est petite par rapport à la distance x (fig. VI.1). 


D et 


Pa 
= 


M LA Ts 
P< AE 7 N 
F “ D LUE 7) A 7 / 
/ SIN 
TI 2 
PS 


un 


Wo® / 


Fig. VI.1. Schéma de la couche limite sur une surface curviligne 


Adoptions l'ordre des grandeurs w, et r comme unité; alors, la distance y — 6. 
L'équation de la continuité (VI.2) amène que la vitesse transversale w,, est 
également de l'ordre de & si on adopte que l'ordre de la densité est l'unité. 
Puisque nous avons adopté que w, et z sont de l'ordre de l'unité, les dérivées 
ôw,/9zx et 8°w,/9r? doivent être de même ordre et les dérivées 0w,/8y et 0°w,/0y", 
de l’ordre de 1/6 et 1/6° respectivement. 

En se guidant par ces faits, évaluons les termes des équations du mouve- 
ment (VI.1). Inscrivons les ordres obtenus sous les termes correspondants des 
ne Examinons d’abord la première des équations du mouvement. Il est 
clair que les deux premiers termes figurant dans le premier membre sont de 
l'ordre de l'unité. Pour déterminer l'ordre de la grandeur ôp/ôr, rappelons que 
dans le cas d’un écoulement plan parallèle du fluide à grands Re, le domaine 
extérieur de l'écoulement potentiel est décrit par l'équation de l'écoulement du 
fluide parfait 


Oplôx + P oW © 0W 0/07 = 0. (VI.4) 
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Le gradient de pression ne peut pas changer d'ordre du fait de la présence 
de la couche limite mince; donc, on peut adopter que l'ordre de la grandeur 
ôp/ôz est également l'unité. 

En revenant au deuxième membre de la première équation du mouvement, 
notons que de tous les termes où figure la viscosité on peut laisser seulement 
_ (u SE d'ordre 1/62. Toutefois, ce terme doit être de même ordre que les 
autres termes convectifs dont ji’ordre est l'unité. 

Cette dernière condition peut être remplie si la viscosité est de l’ordre 6°. 
Ceci signifie à son tour que la couche limite peut exister seulement lorsque la 
surface est contournée par un flux à viscosité très faible, ou, ce qui revient au 
même, à grands nombres Re. 

La deuxième équation implique que la dérivée ôp'ày doit être de l’ordre 6, 
puisque tous les autres termes de cette équation ont le même ordre ou un ordre 
encore plus petit, et la variation de la pression à travers la couche limite peut 
être négligée. Autrement dit, dans le sens transversal de la couche limite la pres- 


tion reste constante et égale à la pression à la frontière extérieure de la couche 
limite. 


De cette façon. en conservant dans les équations de Navier- 
Stokes les termes de même ordre, au lieu des équations (VI.i) et 
(VI.2) on obtient le système d'équations suivant qui décrit le mou- 
vement d’un fluide compressible dans la couche limite plane sta- 
tionnaire 


Lx . OWx \ __ __ 9Pp Ô ôw : 
fus tu DE) (ae) : (VI.5) 
Op _ ° 
Qu "4 
0 . Ô 
— (pux) + (puy) =0 (VI.6) 


à conditions aux limites y = 0— uw, = 0,w, = 0; y =ôÔ—w, = 


= LD 


L'équation de l'énergie de la couche limite (VI.3) devient aussi plus simple. 
En notant l'épaisseur de la couche limite thermique par ôt, l’ordre des termes de 
l'équation de l'énergie est évalué de la facon suivante. 

En vertu des évaluations précédentes, les deux premiers termes du premier 
membre sont des grandeurs de l'ordre unité. Le terme w, ôp/ôy peut être négligé 
pee rapport à w. ôp'üzx du fait que d’après (VI.5) la pression à travers la couche 

imite reste pratiquement constante. Parmi tous les termes où figure la viscosité, 
il convient de laisser seulement y =) dont l’ordre est 1/6*, puisque l’ordre de 
tous les autres termes est sensiblement plus petit. Pour que le terme où figure 
la conductivité thermique soit de même ordre que les autres, il faut que l’ordre 
de celle-ci soit 65. Ceci signifie que la couche limite thermique apparaît lorsque 


la conductivité thermique du fluide est faible. Dans ce cas le terme à (2 2} 


Ôôz 


: _ 6) OT 
peut être négligé par rapport au terme (2 2) 
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Ainsi, en conservant dans (VI.3) seulement les termes de l’ordre unité, on 
obtient l'équation de l’énergie d’une couche limite plane compressible 


Le Le D LR DELLE x VE hy7 
pÜueGpT+es 2 (p7) ]-ue Es (a) + (Se) avr 


à conditions aux limites y=0—+T=Tp;, y= o—+T—= Te. 
Pour un gaz parfait k — c,T, et l'équation (VI.7) peut s’écrire à l’aide de 
l’enthalpie 


ôh __ 0h \ op dE x 1 d [ m 0h ; 

Le sens physique de (VI.8) est bien simple: la variation convective de l'en- 
thalpie est égale à la somme de la puissance des forces de pression. de la chaleur 
qui apparaît sous l'effet de la dissipation de l'énergie mécanique, et de la chaleur 
amenée par conductivité thermique. 

En multipliant chaque terme de l'équation (VI.5) par w, et en l'addition- 
nant terme à terme avec (VI.7), on obtient l’équation de l’enthalpie totale de la 
couche limite 


ô LE 0 E 
pre (enr +) tous 2 (er + 


4e (Bee (He). on 


LT j+us + ( FE )=+ ( ” =.) 
» (= TE gg \F Toy ] ay VS op >? 


alors, l'équation (VI.9) se met sous la forme 


(d wi Ô we _ à 0T , ITR 
pue 2 (cpT +) +pu, (cpT+ 5 )= dy ( PE et }= 
Ô 


LA OT ti) wi _ à sd? u WT 1 
— y (a+ se ( D ))=3 [A dy (r++—<+)]- 


d f. 9 ui. UCp we 
HET (re (2) E)) 
ôy A Pour Jin JS lf 
En adoptant qu'à travers la couche limite la chaleur spécifique c; 
est constante, ce qui est parfaitement admissible pour un gaz parfait, 


et en introduisant le nombre de Prandtli sans dimensions, on obtient finalement 
l'équation de l'énergie sous la forme de M. Chirokov: 


Mais 


DLL La PE 
Sep (w 6z TU 9y | oy 


à [Te+(Pr—1) "z Je (V1.10} 


2Cp 


Ici T° =T+ DE est la température de freinage. 

Les équations (VI.2), (VI.5)}-(VI.7) et l’équation d'état d’un gaz parfait 
forment un système d'équations de la couche limite compressible plane et com- 
portent les variables suivantes: w,. w,, p, p, T, d, À, c,. Ce système d'équa- 
tions est fermé par trois relations supplémentaires : entre, d’une part. la viscosi- 
té dynamique pu, la conductivité thermique à et la chaleur spécifique c,, et de 
l'autre, la température. 
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3. Système d'équations d’une couche limite plane compressible 
compte tenu de la diffusion et des réactions chimiques 


Les équations obtenues de la couche limite peuvent être généralisées pour 
le cas du mouvement d'un mélange des gaz hétérogènes en réaction entre eux. 
Les réactions font apparaître ou disparaître les composantes isolées du 
mélange ct pour l'i-ième composante l'équation de la continuité peut s’écrire 


0 0 
EN (aus) (oiw,i:) = mi. (VI.14) 


Ici P4, &yjs Wyg SON la densité et les éléments constitutifs de la vitesse de l’i-ième 
composante respectivement ; m,, la vitesse de masse par seconde de la formation 
de l'i-ième composante rapportée à l'unité de volume. 

Cependant, pour un mélange de gaz en réaction l'équation de la continuité 
garde sa forme antérieure 


Ô (]) 
Es (pu) + y (puy) ==0, (VI-12) 
si les constituants de la vitesse du mélange sont définis par la condition 
PE x — à Pibzxis  PWy = Piwyi- 
i i 


D'autre part, dans Jes conditions d'un mélange la loi de conservation de la 
masse impose 


> ms =0. (VI.13) 


L 


L'équation du mouvement d’un mélange garde également sa forme anté- 
Tieure 


x . x LL Op TZ ( + ) 
PU x + Puy D de op u ET (VI.14) 
On peut dire de même pour l'équation d'état 
p = PRT, (VI.15) 
si l’on adopte 
R=Rm=) CiRi. (VI.16) 
À 


Ici C; = p;/p est la partie massique de l'i-ième composante. 

Les particularités principales des processus dans les mélanges en réaction 
sont traduites par les équations qui décrivent le transfert de chaleur et de masse 
{équations de la diffusion et de l'énergie). 

L'équation de la diffusion de l'i-ième composante s'obtient à partir de 
l'équation de la continuité (VI.11) de la façon suivante: la vitesse de la diffu- 
sion de l’i-ième composante w est déterminée comme la différence des vitesses 
du mouvement de la composante et du mélange: wi = w — w. 

En remplaçant dans (VI.11) la vitesse du mouvement par la somme des 
vitesses de la diffusion et du mélange, on obtient 


9 Ô : 
7x PCi (wS;—wx) Fou Pre (wy;, —wy)=mi. (VI.17) 
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D'après la loi fondamentale de la diffusion, la vitesse de celle-ci se détermine 


comme suit à l’aide des gradients des fractions de masse de la température et 
de la pression 


T P 
1 


D mur ns DÉC dt ee NiiS 
: Ci T P | : 


où Dy, DT, DP sont les coefficients de la diffusion de masse, de la diffusion 


thermique et de la diffusion barométrique respectivement. En portant la rela- 
tion (VI.18) dans l'équation (VI.17) et en tenant compte de l'égalité (VI.12), 
on obtient après des transformations peu compliquées 


T P 
ô 8 » _ Ô Di 6C1 , Di 0T  Df &p 
pue D Citpus Ci pCe (TEE SE) + 
T 
‘à D; ôCi D; oT D? 2 
+ Pa | Cr TT ot p al t"tr 


Pour la couche limite de diffusion cette équation peut être simplifiée encore 
en rejetant le premier terme de son deuxième membre, dont l’ordre est plus petit 
par rapport aux autres termes. D'autre part, le rôle de la diffusion barométrique 
dans la couche limite est infime du fait que ôp/8y + 0, et on peut la négliger. 

De la sorte, l’équation de la diffusion de l’i-ième composante dans une 
couche limite plane compressible est de la forme 


T 
oc; oC; _ 9 oC; D; oT ; 
PWx—E PRE où Le (Di ++ Ci Ou }+mi |. (VI.19) 


Pour déduire l'équation du bilan de chaleur, utilisons SR mere (VI.8). 

L'amenée de la chaleur par convection est déterminée de la même façon 
que dans le cas de l'écoulement d'un gaz homogène en supposant que l'enthropie 
u gaz réagissant se calcule d’après la règle du mélange: 


h= D Cih. (VI.20) 
i 


Pourtant, dans l'équation de l'énergie il faut prendre en considération deux 
sources de chaleur supplémentaires, liées aussi bien à la formation de nouvelles 
composantes qu'aux processus de transfert par diffusion. 

Le processus d'émission (ou d'absorption) de la chaleur avec forma- 
tion de nouvelles composantes conduit à l’adjonction au deuxième membre de 
l'équation (VI.8) du terme 


DELLE (VI.21) 
L 


qui d’après l'équation (VI.11) se met sous la forme 


) 0 
D h° (5 eCwit PCvyi) 3 (VI.22) 


? 


où hj est la chaleur de la formation de l'i-ième composante. 
12—01289 
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Par définition, la vitesse de la diffusion de l'i-ième composante est égale à 
la différence vectorielle des vitesses absolues de la composante et du mélange; 
te flux de chaleur dû à la diffusion peut donc être exprimé sous la forme d’un 
vecteur à projections sur les axes des zx et des y: 


p (we; — w..) h;C;; » P (Cy; — Ly) hiCi. (VI.23) 
Par conséquent, le deuxième terme supplémentaire de l'équation de l'énergie 
relatif au transfert de chaleur par diffusion est déterminé par la divergence prise 


avec le signe opposé, de la somme des vecteurs du flux de chaleur résultant des 
composantes isolées : 


2 "e > (or =w)C; M |-+ E > (&wy1—wy) Cu |. (VL.24) 


En vertu de (V1.22) et (VI.24) l'équation de l'énergie (VI.7) devient 


PWx = (2 Ciki } + puy x (2 Cihi)= 
= 0x + ( PE + (Sr) (D eeucutt)+ 


+ D PuyiCin? 2 [x P (wxi—wx) Cia |— 
4 î 


Oy 
ne] - 
a L2 p(w,; —wy) Chi |. (VI.25) 
Après une transformation identique 
Ô Ô 
> > puxCirt )] + ( > poyiCiht) = 
i i 
0 9 ne 
=— [ 2 P (Wxi—wx) Ciht |+ | 2 Pwyi—wy) Cih: ]+ 


0 : 
+ » pusCiht ) + > puy Cint ) k 
î À 
De l'équation (VI.25) 
pu = [2 Ci nt) | pus À  LZ Cia) |= 
sp aus 4 2 ( )- 
TT tu | nd oi Von 


+ | > Pei—us) Ci Gil H?) |+ 


+2[> e (wyi—wy) Ci Gin?) | . (VI.26) 
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En négligeant dans l’équation précédente l'avant-dernier terme, on obtient 
l'équation de l'énergie de la couche limite compte tenu des réactions chimiques 


oh ôh _ ôp dwz \2 
pee Ge FOI ay Vo +4 | oy + 


+ AS pCi tous) int]. (VID 


Ici h — > Ci (R; — hj) est l’enthalpie totale du mélange. En portant l’expres- 


sion (V 1.18) de la vitesse de la diffusion dans la direction de l'axe des y (sans 
FR compte de la diffusion barométrique) dans l'équation (VI.27), on obtient 
inalement 


| ôh dh . Op (US 
Pr Puy dy =Wx Eu | dy 


T 
E) Vi OT , 
3g LP D uns) (pi St e —) |. (VL.28) 
u 


Cette équation de l'énergie de la couche limite, écrite à l'aide de l’enthalpie, 
peut être ramenée à l'équation où figure comme variable principale la tempera- 
ture. 

En remarquant que 


dh _ ô in dh; ôT Lu Ci 
+ nd MD de 
i i 


i 
=(S Gien) + D Gi—hn DE: 
î À 


ôh ôT h;—h*y dCi 
a (Zen) + DUT Se, 


et'en introduisant la notation >) Cicpi=cp récrivons l'équation de l'énergie 
î 


: ôT oT ôp ôwx \? 2 4 
pop (vx tu y }=v2-E tu ( ôy | a\* &)T 
9 Gr pr Gi À | 

+7 Le 2 msn (2: NT y) 


2 Ga—he) (pue ÊE +pury LE ) |: (VL.23) 
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Remplaçons dans cette expression le dernier terme à l'aide de l'équation 
(VI.19) et realisons les réductions 


— ôT ÔT \ op (=) TZ ( —) 
Op (ut )eus te (SE) +2 (a) + 


: ôC Ci OT \ OT 
LS mi hi—h})+ D cri { Die 5 + DEP + x) à (VI.30) 
i i 


4 


L'équation de l’énergie d’un mélenge de gaz en réaction écrite à l’aide de 
l’enthalpie totale du flux 


ho=h+w2/2, (VI.31) 
est de la forme 
he ôho_ 1122) 21 Arte | 
PUx + PU dy dy \ cp ôy ‘y (8 Cp | Ôy 2 + 


9 À |. êC r PC « 2 
+ [2 (pn-) in SE +3 pe int) 2 
1 


| . (VL.32) 


En introduisant dans les équations du bilan les fractions de masse et dans 
l'équation de l'énergie de la couche limite sous la forme (VI.32) les nombres de 
Prandti, de Schmidt et de Lewis (les deux derniers sont analogues au nombre de 
Prandt]i et sont des paramètres physiques sans dimensions) 


—_ Mn, __H. _PcpDi 
Pr, sh; Le, (VI.33) 


où = D Cica est ce qu'on appelle chaleur spécifique stationnaire du mélan- 


î 
e, on obtient pour la couche limite plane compressible stabilisée le système 
‘équations qui rendent compte de la présence des réactions chimiques (sans 
tenir compte du transfert de masse par diffusion thermique) 


ji es 20, 2 {, 
Pen TP —e d'oy |E y 
P _)p: 
dy 


ô () | 
SZ (pw x) don (pwy) 0; 


ôC; dCi; _ 0 u +) e 


‘ho hs _ à Émhert 1 2 () 
PUzx + Puy dy dy \ Pr ôy ôy : Pr ] 0y 2 + 


+ [ Den (HE) ain]. oran 
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Dans les cas courants, ce système d'équations se résout sous les conditions aux 
limites suivantes 


y=0, p=Pp hR= hp ho = hop, we = 0, wy = wp, Ci = Cip: 
y= ©, Pp = Po, À = ho, kg — Roc y = os Wy = 0, Cy = Cjo. (V1.35) 


Comparons maintenant les épaisseurs des couches limites dynamique. ther- 
mique et diffusive. A cet effet récrivons les équations différentielles de la couche 
limite sous la forme adimensionnelle. | 

Choisissons les échelles suivantes des grandeurs physiques 


y + L'œ» p +? D sw: y —+ 6, ô; . Ôp: 
P — PU) U — ll os Cy— Co 
TZ — L, Am ke: ho —+ hgo- 


Après la réduction à la forme adimensionnelle l'équation du mouvement 
devient 


pr SE D ne 5 Res un) (V1.36) 


oy y 


Le tilda désigne ici une grandeur sans dimensions, par exemple z = z/L. 
Tous les termes de (VI1.36) sont de même ordre sous la condition que 


ô/L = 1/V Res, (V1.37) 


où Re» — P œÙ oo LI 00. 

., Ainsi, nous avons démontré l'hypothèse principale qui nous a guidé pour 
déduire les équations de la couche limite, suivant laquelle lors de l'écoulement 
d'un fluide à grands Re l'épaisseur de la couche limite n'est pas grande, étant 
de l'ordre de 1/V Res. 

Transformons de façon analogue l'équation de l'énergie 


POS Pa Tee =) — (5 =). 


Si les deux termes sont de même ordre, alors 


ôt/L = 1/VY Pr-Rex. (V1.38) 


Les ue (VI.37) et (VI.38) donnent l’ordre de la relation entre les épais- 
seurs de la couche limite thermique et dynamique 


64/6 — 1/ Pr. (VI.39) 


Le rapport (VI.39) montre que dans les gaz et les métaux liquides tels que 
le nombre Pr < 1, la couche limite thermique est plus épaisse que la couche 
dynamique, et dans les liquides (Pr > 1) 64 < 6. 

En ramenant l'équation de la diffusion à la forme sans dimensions, on obtient 


<< Cr … 1 PRE 
Pw x 35 Tes. TER ôp [nd p CS ® 


9y 0y 
Les deux termes de l'équation de la diffusion sont de même ordre si 
ôp/L — 1/VSc-Res. (VI.40) 
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D'après l'équation (VI.37) on trouve 


ô 5 — 1/V Sc. (VI.41) 


Le tableau VI.1 donne les valeurs des nombres de Schmidt pour le mélange de 
différents gaz dans l'air. 


Tableau VI.I 


Nombres de Schmidt pour de faibles concentrations 
de différents gaz dans l’air 


Masse Masse 
Nom- N 
7 molée | bre de ; entatre | PrE Le 
relati- Schmidt, az relati- Schmidt, 
Sc Sc 
: P 5 7 
Hydrogène 2,016| 0,22 | éthanol 74:08 1157 
Méthanc 16,0% | 0,84 | Oxyde d'éthyle 74,12] 41,70 
Ammoniac 17,03 | 0,61 | Butanol n 74.12| 1.88 
Er NE es Carbone sulfureux 76,13] 1,48 
Éthane 30 , 07 i , 99 Essence 78,11| 1,71 
Oxygène 32:00 | 0,74 | Acétyle AE 
Ÿ A l 304 | 400 | Loluëène 92,13| 1,86 
anol 2, "00 | Phosgène 98,92| 1:97 
Gaz cerponique 44,01 | 0,26 | Chlorobenzène 112,56] 2,13 
ropane 4,09 | 1,51 | Acétate n-propylique |102,13| 1,97 
Ethanol 46,07 | 1,30 Otand 144.221 2.62 
2608 | 160 | Naphtalène 128,16| 2,57 
: ee ’ , Tétrachlorure de car- 
Acide acétylique 60,05 | 1,24 fe 453,541 2.13 
Re ue RORT EnIqUe PE Ne Benzène monobromé |4157,02| 41,97 
Chloe Le 7090 | 442 | Chloropicrine 164,39| 2,13 
L ‘ Bromure éthylique 187,881 1,97 


À +30 % près, la dépendance du nombre de Schmidt par rapport à la masse 
moléculaire relative du gaz, dont la concentration dans l'air tend vers zéro. 
peut se calculer d’après la formule [39] 


0,556 


L'influence de la concentration peut être évaluée d’après la formule 


Pour les gaz à masse moléculaire relative M, << 32, le nombre de Schmidt 
Sc << 1, et d'après de pe (VI.41), la couche limite de diffusion est plus 
épaisse que la couche dynamiq Si 1, > 32, Ôn < 6. 


4. Triple analogie 


Les équations de l'énergie et du mouvement (VI.34) de la couche limite 
deviennent identiques sous la condition que Pr = Le = Sc = 1 et ôp/üx = 0. 
On peut montrer que dans ce cas si au lieu de la fraction de masse de 
l'i-ième composante C; on introduit dans l'équation de la diffusion et de l'énergie 
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ce qu'on appelle la concentration totale *) de l'élément chimique du mélange 


C), l'équation de la diffusion devient identique à l'équation du mouvement et 
de l’énergie. 


La relation entre C}; et C; est traduite par l'expression 


Cy= rj, iCi- 
J 


Ici r;, 4 est la fraction de masse du j-ième élément dans l'i-ième composante. 
Si dans la couche limite des transformations intranucléaires n’ont pas lieu, 
les fractions de masse des éléments chimiques isolés ne changent pas. Par con- 
séquent, si dans les équations de la diffusion et de l'énergie du système (VI.34) 


on remplace C; par C;, le terme du deuxième membre de l'équation de la diffu- 
sion s’annule. Alors, les équations du mouvement, de la diffusion et de l'énergie 
deviennent identiques. Dans le cas de l'identité des conditions aux limites, 


c'est-à-dire sous la condition que wp = 0; “hop — const et Cip — const, ceci 
doit entraîner l'identité des champs des vitesses, de la concentration totale 
et de l’enthalpie de freinage totale 


ho— hop _ Cj—Cjp __ x (V1.42) 
Rg00 — hop C'joo — C} p 
Etant donné que 


À / dh | ; oCi 00% 
ES ON RS EE (+) 7 — ] . (VL43 
1pz Cp op pt PSP og Jp PEU y Jo OT) 
les équations (VI.42) et (VI.43) entraînent que pour les conditions envisagées 
Stri= Stn = Cj/2, (VI.44) 
où 
= ] C T 
Str = Tpz . SE _ a 


PoolZoo (hgoo— hop) | 


L'équation (VI.44) est largement appliquée dans les calculs techniques des 
processus d'échange de chaleur et de masse. La relation St — 2 porte le nom 
d’analogie de Reynolds. 


5. Relations intégrales des impulsions, 
de l'énergie et de la diffusion 


Les équations différentielles obtenues pour la couche limite sont 
plus simples que les équations différentielles complètes du mouve- 
ment, de l’énergie et de la diffusion d’un fluide visqueux. 

Pour autant, la solution exacte de leur système n’est possible 
que pour un nombre très limité des lois de la donnée de la vitesse de 
l'écoulement extérieur et des conditions aux limites sur la paroi, 
lorsque les équations différentielles de la couche limite aux dérivées 


*) Cette question est examinée de plus près au $ VI.2. 
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partielles peuvent être ramenées aux équations différentielles ordi- 
naires. 

Sous ce rapport, les méthodes approchées de la résolution des 
équations mentionnées, fondées sur l'application de ce qu’on appelle 
les relations intégrales des impulsions, de l'énergie et de la masse, 
acquièrent une grande importance. 

L'équation intégrale de la quantité de mouvement s'obtient 
à partir des équations du mouvement (VI.5) et de la continuité 
(VI.2) par intégration suivant l'épaisseur de la couche limite et 
traduit la loi de conservation de la quantité de mouvement du fluide 
qui passe par la section donnée de la couche limite. 


En 2 PRiIquant les équations (VI.4) et (VI.2), récrivons l’équation du mouve- 
ment (VI.5) sous la forme suivante 


9 ; ô OUoo _9. OWx | 
— (PwX) + ôy (pW zu) = Poe + ôy oy /”° 


Multiplions tous les termes de l'équation de la continuité (VI.2) par la valeur 
de la vitesse à la frontière extérieure de la couche limite w pour obtenir 


fe) à , Fe 0Woo 
FE (Pwxto) + (P&ywo) = Pwx 0 * 


ti retranchant terme à terme de l’équation obtenue l'expression précédente, 
vient 


ô Ô 
5x PWx (Wo—Wx) Tor PWy (Woo —wWx) + 


+ (PootPoe— px) ES — (<= ). (VI.45) 


In ns maintenant chaque terme de l'équation du mouvement transformée 
(VI.45) à travers la couche limite 


0 re 

À 5 Puox (os 102) dy + | 2 puy (ire w) 0u+ 

0 0 
C Mo à _ Û Ô 0Wx 

+| (PooWoo — PL) = | Qu. C ET ) dy. 

0 0 
Q 

Dans cette expression | “ay Pr (Woo —Wy) dy = PWy (Wo—Ux) | = PpPpToæ, 


0 0 
puisque dans Je cas d’une paroi perméable 


pour y = 0, w, = 0; wy, — wp; p = Pp; 


pour y — C0» wy —= D ©» 
et 


à ô ôwx ___., dx 
Ja (re) HSE 
0 


Ici rh est la contrainte de frottement sur la paroi. 
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En supposant l'existence des intégrales 


©œ © 

| pu w 2 : 
| PWx (Woo —Wx) dy =Powi, | ua (1 Ta | dy = Po? Ô** ; 
0 0 


Poll oo 


0 0 


et en admettant que la substitution de l'ordre de dérivation et d'intégration à la 
limite supérieure infinie est possible, on obtient 


do 
dz 


+ (Pot? Ô%%) + Poouo0* =Tp+Ppl'p œ. (V1.46) 


En dérivant l'équation (V1.46) par rapport à x et en notant que d'après la rela- 
tion (VI.4) 


1  dp 1 dir : 

= > —=—M3 Re on 9 (VI.47) 
on obtient l'expression définitive de la relation intégrale des impulsions 
dô** 4: D Pp#p : 

7 +/C+H—-ME)= Du, Tv (VI.48) 


lci Me = w/a est le nombre de Mach, calculé d’après les paramètres à la 
frontière extérieure de la couche limite; a — Y (dp/ôp}s, la vitesse du son; 
8 


H = 6*/6**, le paramètre de forme de la couche limite; ô** — | EE x 


: PU co 
oo 
2 1 — RE Jay. l'épaisseur de quantité de mouvement ; Ô* = | (1 - =) du 
0 


ee o k __ Ô** dus 
l'épaisseur de déplacement; f — en 


ristique de la courbure aérodynamique du corps contourné. 
Lors du contournement par un fluide incompressible (M <& 1), l'équation 
(VI.48) devient 


, le paramètre de forme caracté- 


dô** T Ppu 
+ CH) = (VL.49) 


Dans les expressions de l'épaisseur de déplacement et de l'épaisseur de quantité 
de mouvement, la limite d'intégration supérieure peut être remplacée par l'épais- 
seur de la couche limite 6, sans apporter dans le calcul d'erreurs importantes. 
Les grandeurs ô* et ô** sont des caractéristiques de calcul importantes de la 
couche limite. 

En vertu de l'égalité 


o0 
Pol o0* = | (Polo —Pwx) dy, 
0 
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l'épaisseur de déplacement peut être déterminée (fig. VI.2) comme un tronçon 
par lequel le débit de masse par seconde d'un fluide parfait est égal à la perte 
du débit dans la section de la couche limite sous l'effet de l'action de freinage 
des forces de frottement lors de l’écou- 
lement d'un fluide réel. Comme le 
montre le dessin, à la différence de 
l'épaisseur Ô de la couche limite, 
l'épaisseur du déplacement 6* est une 
grandeur parfaitement définie. 
Récrivons l'expression de l'épais- 
seur de quantité de mouvement Ô** 


Po? Ô** — | PIE x (Woo — Wx) dy. 
0 


Par analogie avec l'épaisseur de 
déplacement, on peut déterminer l’é- 
EE de quantité de mouvement 

** comme un tronçon par lequel, 
lors de l'écoulement d’un fluide par- 
| fait, passerait une quantité de mouve- 

CA EE € mes par ou égale à la Rene LS 

; me  * a quantité de mouvement dans la 
Fig. VI-2. DRTRRALIOR Le l'épais-  <ection de la couche limite aux dépens 

ee don de l’action de freinage des forces de 
frottement. 

Dans le cas du contournement symétrique à l’axe des corps de révolution, 
la faible épaisseur de la couche limite par rapport au rayon de courbure R, 
fait que l'équation différentielle du mouvement reste la même que celle de l’écou- 
lement plan. Il n'y a que la forme de l'équation de continuité qui change 


ô G 
p-A (pwxR x) + y (pwyR x) = 0, 


Ceci modifie dans une certaine mesure l'équation intégrale des impulsions qui 
dans le cas symétrique à l'axe devient 


dô** ô** duo 1 . 
Be loue os dr Re 


—.  (VI.50) 


Ici 


mes (faune 


R,, le rayon de la section droite du corps; B, l'angle entre la tangente au méri- 
dien et l'axe; r, y. les axes des coordonnées orientées: x, le long de la section 
méridionale: y, suivant la normale au profil. 
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L'équation intégrale de l’énergie se déduit d’une façon analogue. 
A cet effet l'équation différentielle de l'énergie, écrite sous la for- 
me (VI.10), est transformée à l’aide de l'équation de continuité 
(VI.2) pour être ramenée à la forme 


Cp (eur puyT* J=+i+ = {++ (Pr 1) De he 


Multiplions les deux membres de l'équation de continuité par la 
valeur de l’enthalpie de freinage à la frontière extérieure de Ja 
couche limite 


hè = cpl + Woo /2 = CpT os 
qui, dans la plupart des cas, peut être considérée comme constante 
c AC T*)+e Ce T®)=0 
Fos re Log 
Retranchons terme à terme de l'équation de l'énergie la relation 


précédente et intégrons l'expression obtenue à travers la couche 
limite 


ni 2 pwe(T—T*) dy+cp | puy (T° T2) dy = 
0 


0 


. œ 


En utilisant les conditions aux limites pour y = 0 w, = w,; T* — 
= T,;p = pp et pour y = © w, =0;w.=ws; T* = T4, trans- 
formons les intégrales de l'équation obtenue 


1) 
| 7 Pr (Te—TS) dy= puy (TT) | = —Ppwp (Tp—TÉ), 
0 


[+ LE 


E— 8 


“sa 


= 0, du fait que 


Dans la dernière intégrale 15 (Pr — i) UE 
y 2Cp 


0 
sur la paroi w, = 0, et à la frontière extérieure de la couche limite, 
D — D 0° 
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En introduisant la notion de l'épaisseur d’énergie (d’enthalpie) 
Le) 
leurre) ay 

| PU > TE 

| 7 Tp— 


ôt"— 


PooWoo (Tp—T%) — ) dv, (VI.51) 


dont le sens physique est rendu clair par la figure VI.3, récrivons 
l'intégrale sous la forme 


(ps (TE —T+) dy= Sparte (Ty — TS). 
0 


Tout comme dans la déduction de l'équation intégrale des impulsions, 

admettons que les opérations de dériva- 
PWTE-T 0) tion et d'intégration puissent être chan- 
gées de place. En portant les valeurs 
des intégrales dans l'équation initiale 


* 
et en remarquant que 12 = Qp, On 
0 


obtient 


4 5e _w AT = . + cpepeRAT (VI.52) 


0 y 


V résentation 
douce FACE Ici AT = T, —Te. 
d'énergie Dérivons Fe premier membre de l’é- 
quation obtenue, en retenant que tou- 
tes les grandeurs sous le signe de dérivation sont fonction de x: 


ge pp AT — dt" 
1x Ôt Poll’ AT = PooWsoAT {+ 


+6e*| AT Je de de TE Poo |}. 


Lo 
Introduisons le nombre de Stanton 
St — Qp/(C po œl’>æ AT), 


qui permet de transformer la relation intégrale de l'énergie de la 
couche limite et la ramener à la forme définitive 


dôt® «s { 1  dAT 1  dw 1_ dp w 
: w 4 1  GPx\__ _Prep 
St — dx + êt AT dx gi oo dx Po dx | Polo 


(VI.53) 
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En introduisant le nombre M, suivant la relation (VI.47) dans 
le deuxième membre de l’expression (VI.53), on obtient 


St — —!t_ + 5e" | _—. Es + + os (41— ME) | -1 PP, (VI.54) 


uw 


On voudrait parfois, comme dans le cas des gaz en réaction, d’avoir 
la relation intégrale de l’énergie écrite à l’aide de l’enthalpie totale 
du freinage h,. En utilisant les transformations analogues et en 
intégrant l’équation différentielle de l'énergie écrite à l’aide de 
l’enthalpie totale (VI.34) par rapport à y, on obtient la relation 
intégrale suivante 


— (5% PoWeAR) = Qp + PrWnAR, 


où Ah=h,—h,x; Ô%*, l'épaisseur intégrale d'énergie 


| be (1e) dv: 


D=-[ + + Dmbi(t-) nn LE] . 


Introduisons le nombre St défini par la relation 


St = qp/(ARD ol 0); (VI.55) 
et dérivons par rapport à z pour obtenir finalement 
dô?* 


St — + — : eu = Fe (A—ME)|-H8.  (VI56) 


PooPoo 


Dans le cas du contournement des corps symétriques à l'axe, la 
relation intégrale de l'énergie comportera en plus, tout comme 
l'équation des impulsions, le rayon R,: 


D 4 


St = + où (De LE 


Woo dx + AT N dr + 
1 do 1 dR> )— PpPp 


Poooo 


+ (VI.57) 


Ici = | Æe-(1- 7.) (1+ 7 cos) dy. 


En intégrant l'équation de la diffusion de l'i-ième composante 
(VI.19) suivant la section de la couche limite et en tenant compte de 
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l'équation de la continuité. on obtient la relation intégrale de la 
matière 


dô? _6D _1 


— — Stp, (VI.58) 


où AC; = Cin — Ci est la différence des fractions de masse de 

l'élément diffusant sur la paroi et dans le courant; ÔD — 

2 C px _ Cip—Ci 12° 

= | (! Ares ) dy. l'épaisseur de la perte de la 
. e _ lip 6 . 7 

matière ; D a (Cie Cu) , le nombre de diffusion de Stan 

ton. 


Les relations intégrales peuvent s’obtenir également en exami- 
nant le bilan de la quantité de mouvement, de l'énergie et de la ma- 
tière pour un volume élémentaire extrait par deux sections de la 
couche limite d’un fluide, ce qui témoigne de la validité des rela- 
tions de cette couche, obtenues aussi bien pour l'écoulement lami- 
naire que pour l’écoulement turbulent. 

Dans les relations intégrales des impulsions, de l'énergie et de 
la matière figurent les grandeurs ô*, ô** ; 64, 6”, ÔD', qui consti- 
tuent certaines échelles physiques de la couche limite. L'utilisation 
des grandeurs mentionnées à titre d’échelles est commode du fait 
qu'à la différence de l'épaisseur de la couche limite, les épaisseurs 
intégrales ne sont pas liées à l’idée de la couche limite d'épaisseur 
finie. 

La structure de l’équation de l'énergie (VI.54), (VI.56), de la 
matière (VI.58) et des impulsions (VI.48) montre que les plus im- 
portantes sont les grandeurs Ô**, Ôf", Ôf”, ÔD. Sous ce rapport, 
il est commode d'écrire les nombres caractéristiques Re des couches 
limites dynamique, thermique et de diffusion sous la forme [19]: 


Re** — p SW 007 */L 03 Re = P oi 001" /U 00 ; 
Ref — p oW 0} /Lo; Rep = P où ÔD'/H % 


Introduisons dans les relations intégrales (VI.49), (VI.53) et (VI.58), 
composées pour le cas du contournement de la surface par un courant 
plan incompressible, au lieu des épaisseurs de quantité de mouve- 
ment, d'énergie et de la perte de la matière, les nombres Re corres- 


pondants. 
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Après des transformations peu compliquées, on obtient 


C; 
+ j Res (2+ H)= Rer (+R); (VI.59) 
Fan Re”* AT Ppw : 

ax tar ax — Rez (St+ PE ie. | (VI-60) 


dRep , ReD dAC; Ppp 
te ax Re (Sto+E),  (VI61) 


où Re, est le nombre de Reynolds défini d’après la dimension 
caractéristique L de la surface contournée; X = zx/L, la distance 


relative; C, = 21,/(p«w%), le coefficient de frottement. 
Si l’on pose 


Res = œL/Ug 003 Re**=p où 00% */U9 03 Ref*=0 oi 0%" / Ugo 
Re = po 00%" /U9w3 Ah = hn — Rgoos 


les équations intégrales de l’énergie, des impulsions et de la matière 
pour le courant compressible d’un gaz chimiquement réagissant 
conservent la forme des équations (VI.59)-(VI.61). Ici to est la 
valeur de la viscosité dynamique calculée d’après les paramètres 
de freinage du courant non perturbé (cf. fig. VI.1). 

En particulier, l'équation de l'énergie (VI.56) permet de tirer 
la relation intégrale de l'énergie pour un gaz réagissant chimique- 
ment, qui coïncide exactement d’après la forme avec l'équation 
(VI.60) 

dRes*  Reÿ® gAh 


Pa Las dx L (St+-n—). 


Les équations intégrales obtenues peuvent être résolues si l’on con- 
naît ce qu'on appelle les lois de résistance, d'échange de chaleur 
et de masse, qui, dans le cas général, peuvent être mises sous la 
forme 


C,y=f;(Re**, f, Ma, TT os +. .); 
St fs ( Re?” | ru PT, Me PTS Le 


dX ? 
1 dAC; 
Sto= fn (Reÿ’, AC; dX ? Mo, . 


La forme de ces équations dépend en premier lieu du régime de 
l'écoulement du fluide dans la couche limite. Comme nous le mon- 
trerons au $ VI.2, pour l'écoulement laminaire, sous les conditions 
aux limites définies, les lois de frottement, d'échange de chaleur 
et de masse peuvent s’obtenir analytiquement. Dans le cas du régime 
turbulent, ces lois se déduisent des théories semi-empiriques de la 
turbulence, tout en utilisant des données expérimentales. 
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Dans ce qui suit nous montrerons que les lois de frottement, 
d'échange de chaleur et de masse sont conservatives par rapport à la 
variation des conditions aux limites. Obtenues pour les « conditions 
standard », c'est-à-dire pour le cas du contournement sans gradient 
d'une plaque par un courant incompressible à température constante 
et de la concentration de la matière sur la paroi, elles peuvent être 
utilisées également pour des conditions plus compliquées. 

L'intégration des équations des impulsions, de l'énergie et de 
la diffusion rend bien compte de toute la diversité des conditions 
aux limites. 

Introduisons dans les deuxièmes membres des équations intégra- 
les (VI.59)-(VI.61) les valeurs du coefficient de frottement C;,, 
des nombres thermique St, et de diffusion St, de Stanton, obtenus 
pour des conditions « standard » et les mêmes nombres Re**, 
établis par rapport aux épaisseurs correspondantes 


++ C 
+ f Re (2+ H) = Res 2 (W +b) ; (VI.62) 
dRe?* Re?* AT 
aX TT UAT dX — 
d Re?” Re?” dAC; 
dX OÙ AC, dax 


Re; St (Ys + b:) , (VI.63) 


Re Stp0 (W, + bp). (VI.64) 


Ici P=(C;/C;,)Re++est la loi de frottement relative pour Re**—jidem ; 
Ys — (St/Sto) pers , la loi relative d'échange de chaleur pour 


Ref” — idem; Po = (Sto/Stoo)res* » la loi relative de la diffusion 


pour RS = idem ; EE le paramètre de perméabilité de 
Qu 00 0 
la paroi rapporté à C,,; b, = —C0n le paramètre thermique 


Po Sto ? 
de perméabilité rapporté à St,; bp=— ; D | 
diffusif de perméabilité rapporté à Stpo-. 


le paramètre 


$ VI.2. Convection forcée en régime laminaire 


1. Echange de chaleur et de masse 
lors du contournement d’une plaque pe le courant 
d’un fluide incompressible 


Examinons une plaque semi-indéfinie contournée longitudinale- 
ment par le courant stationnaire d’un fluide incompressible à pro- 
priétés physiques constantes. Posons que la température de la sur- 
face de la plaque est constante et égale à T,. Admettons que la 
surface de la plaque est le siège de la diffusion de la matière, cette 
diffusion étant pourtant telle que la plaque peut être considérée 
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comme imperméable. La concentration C, de la matière diffusée 
sur la paroi est considérée comme constante. 

Plaçons l’origine des coordonnées au point d'attaque de la 
plaque (fig. VI.4) et orientons l’axe des z le long de la plaque. 


- 


CCE 


Fig. VI.4. Schématisa ion du contournement d'une plaque 


La plaque”"étant très mince et placée dans le sens du courant, on 
peut admettre que dp/dx = 0. 

Dans ce cas les équations différentielles de la couche limite 
(VI.2), (VI.5), (VI.7) et (VI.19) (sans tenir compte de la dissipation 
de l’énergie et de la diffusion thermique) s’écrivent 


êw owy 
Ge ur ans 
ôT ôT _ À ET. 
Wx a Ty dy  pcp ôy° ? 
ac ac 9°C 
Wx +w, Fr o Que ? (VL.65) 


et les conditions aux limites 
pour y=0 w=0,w, =0, T=T,; C=C;; 
POUT Y= © Was = Woo LT = Toy € = Co 


Si les nombres Pr = Le — Sc = 1, l'analyse des équations 
(VI.65) permet de révéler d'emblée dans la couche limite lors du 
contournement d’une plaque la correspondance entre la distribu- 
tion de la vitesse, de la température et de la concentration. Dans 
ceŸcas les équations des couches limites dynamique, thermique et 
diffusive deviennent identiques, ce qui signifie que pour de faibles 
vitesses de contournement de la plaque par le courant d’un fluide 
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incompressible et en présence d'échange de chaleur et de masse, 
dans la couche limite les distributions des vitesses, des températures 
et des concentrations sont identiques 


ww 0 = (Tp — TTp — To) = (Cp — C(Cy — Ce). 


Ce résultat est d’un grand intérêt pratique, du fait que pour la 
plupart des gaz les valeurs des nombres Pr, Sc et Le sont proches 
de l'unité. 

Lors de l'écoulement d’un fluide incompressible à propriétés 
physiques constantes le champ des vitesses ne dépend pas du champ 
thermique et du champ des concentrations. On peut donc résoudre 
d’abord l’équation du mouvement, et utiliser les résultats obtenus 
pour la résolution des équations de l'énergie et de la diffusion. 

Le problème posé du contournement d’une plaque indéfinie 
ne contient pas de longueur caractéristique; on peut donc supposer 
qu'avec les échelles choisies de façon convenable, les profils de la 
vitesse longitudinale sont identiques à des distances différentes du 
bord d'attaque de la plaque. 

Retenons comme échelle de la vitesse celle de l'écoulement 
potentiel w., et comme échelle de la longueur transversale, l'épais- 
seur de la couche limite 6. Alors, la condition de l'identité des 
profils de la vitesse peut s’écrire 


WxlW o =  (n), 
où n = y/6. 
La fonction œ doit être la même pour toutes les distances. En 
évaluant l'épaisseur de la couche limite nous avons trouvé dans 
ce qui précède (VI.37): 


ô = VrL/ws. 
On peut donc adopter comme échelle des y, V vr/ws, d'où 
n = y Vwax/(vr). (VI.66) 


En introduisant la fonction de courant Ÿ (x, y) qui vérifie l’équa- 
tion de la continuité, on admet que 


wWx = 0W/0y; w, = —0Wl/0r. (VI.67) 


En se conformant à Blasius, trouvons l'échelle de la fonction de 
courant 


24 
y= | w, dy. 
0 
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Introduisons dans cette expression les variables sans dimensions 
o (n) et n pour obtenir 


n 
Y=V virus | p(n)dn=V'vzws-.f(n), (VI.68) 


0 


où f (n) est la fonction de courant sans dimensions. 
Si on en tient compte, 


Lx ou on on (n) ; (VI.69) 
Y In ri d 
W,— = — fin) LV vue V va f (n) <= 


VE (f(Dn—f(n) (VLT0) 


En portant les expressions obtenues dans l'équation du mouvement 
et en effectuant les réductions nécessaires, on trouve 


f-f" + 2/7 = 0 (VI.71) 


à conditions aux limites n — 0, f — 0, f — 0; n = oc, f = 1. 

(VI.71) est une équation différentielle non linéaire ordinaire 
du troisième ordre. Cette équation peut être résolue soit par la 
décomposition en série de la fonction f (n), soit par des méthodes 
numériques. Le tableau VI.2 donne les valeurs de la fonction f (n) 
et de ses dérivées calculées par Howart [17]. Les courbes de la varia- 
tion de la vitesse w, et w, calculées d'après les données du tableau 
sont représentées respectivement sur les figures VI.5 et VI.6. Sur 
la figure V[.5 la courbe de calcul est comparée avec les résultats des 
recherches expérimentales de Nikouradzé. 

Les résultats de la résolution permettent de calculer toutes les 
caractéristiques nécessaires de la couche limite dynamique. Ainsi, 
la contrainte de frottement sur la paroi 


nf) œuvre | (0 Eure LE f' (0). (VI72) 


D'après le tableau VI.2 on trouve que f” (0) = 0,332. 
Par conséquent, la contrainte tangentielle sans dimensions sur 
la paroi est 


tr/(pwè) = 0,332/V Re., (VI.73) 
et le coefficient de frottement local 
Cto = 2tp/(pwë) = 0,664/V Re... (VI.74) 


Sur la figure VI.7 les données expérimentales relatives au frot- 
tement sur une plaque sont comparées avec la formule (VI.74). 


13° 
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Tableau VI.2 


Valeurs de la fonction f (n) et de ses dérivées pour la couche limite 
d’une plaque plane contournée dans le sens longitudinal 


A: - ww 
n=y V 2| 1! p=Æ| y =yV el 1 |r-—= f" 
co vx Woo 

0 0 0 0,33206 4,6 2,88826 | 0,98269 | 0,02948 
0,2 0,00664 | 0,066410| 0,33199 4,8 3,08534 | 0,98779 | 0,02187 
0,4 0,02656 | 0,13277 | 0,33147 5,0 3,28329 | 0,99155 | 0,01591 
0,6 0,05974 | 0,19894 | 0,33008 5,2 3,48189 | 0,99425 | 0,01134 
0,8 0,10611 | 0,26471 | 0,32739 5,4 3,68094 | 0,99616 | 0,00793 
1,0 0,165957 | 0,32979 | 0,32301 9,6 3,88031 | 0,99748 | 0,00543 
1,2 0,23795 | 0,39378 | 0,31659 5,8 4,07990 0,00365 
1,4 0,32298 | 0,45627 | 0,30787 6,0 4,27964 | 0,99898 | 0,00240 
1,6 0,42032 | 0,51676 | 0,29667 6,2 4,47948 | 0,99937 | 0,00155 
1,8 0,52952 | 0,57477 | 0,28293 6,4 4,67935 | 0,99961 | 0,00098 
2,0 0,65003] 0,62977 | 0,26675 6,6 4,87931 | 0,99977 | 0,00061 
2,2 0,78120 | 0,68132 | 0,24833 6,8 9,07928 | 0,99987 | 0,00037 
2,4 0,92230 | 0,72899 | 0,22809 1,0 9,27926 | 0,99992 | 0,00022 
2,6 1,072521 0,77246 | 0,20646 1,2 9,47925 | 0,99996 | 0,00013 
2,8 1,23099 | 0,81152 | 0,18401 71,4 9,67924 | 0,99998 | 0,00007 
3,0 1,39682 | 0,84605 | 0,16136 7,6 9,81924 | 0,99999 | O, 

3,2 1,96911 | 0,87699 | 0,13913 1,8 6,07923| 1,00000 | 0,00002 
3,4 1,74696 | 0,90177 | 0,11788 8,0 6,27923| 1,00000 | 0,00001 
3,6 1,92954 | 0,92333 | 0,09809 8,2 6,47923| 1,00000 | 0,00001 
3,8 2,11605| 0,94112 | 0,08013 8,4 6,67923| 1,00000 | 0,00000 
4,0 2,30576 | 0,95592 | 0,06424 8,6 6,87923| 1,00000 | 0,00000 
4,2 2,49896 | 0,9669,6 | 0,05052 8,8 7,07923| 1,00000 | 0,00000 
4,4 2,69238 | 0 97587 0,03897 


D'une façon analogue on peut calculer toutes les autres caracté- 
ristiques de la couche limite. Ainsi, en adoptant comme épaisseur 
de la couche limite la distance à la paroi w, — 0,99 w., on trouve 
dans le Lableau VI.2 que n — 5,0. Par conséquent, l'épaisseur de la 


couche limite 
ô = 5,0 V vz/w. 


L'épaisseur de déplacement peut se calculer d’après l’équation 


se [(1— a [Ar man 
0 


n=0 


= V2 (m/f (nm). 
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3,0 


Fig. VI.5. Distribution des vitesses dans une couche limite laminaire 
sur une plaque 


© — d’après les mesures de Nikouradzé; — calcul suivant Blasius 


Ici la valeur de n, correspond à une valeur quelconque du point qui 
repose hors de la couche limite. On trouve dans le tableau VI.2 


TU — Î (m1) 7 1,73, 


ô* — 1,73 V vz/w (VI.75) 


D'une façon analogue calculons l'épaisseur de quantité de mouve- 
ment 


donc 


8** — 0,664 V vrlw, (VI.76) 


Fig. VI.6. Vitesse transversale dans la couche limite sur une plaque plane 
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les équations (VI.74), (VI.76) permettent d'obtenir la relation entre 
le coefficient de frottement et le nombre de Reynolds établi par 
rapport à l'épaisseur de quantité de mouvement 


Cjo = 0,44/Re*+. (VI. 77) 


Passons maintenant à la résolution de l’é équation de l’énergie. 
En portant les valeurs de w, et w,, calculées d’après les relations 


2Tp 
Fig. VI.7. Coefficient de frottement local C9 — " TM d'une plaque plane con- 


tournée dans le sens longitudinal : 


CO — mesure de la contrainte tangentielle sur la paroi d’après le profil des vitesses; 
@ — mesures directes de la contrainte tangenticlle sur la paroi 


(VI.69), (VI.70) dans l'équation de l'énergie (VI.65) et en introdui- 
sant la relation des différences des températures 


DT, = TT, Ts, (VI.78) 
on obtient l'équation différentielle ordinaire 


9" (n) +22 f (n) 9 (n) =0 (VI.79) 


à conditions aux limites: pour n = 0 = 0; 
pour n — © Ÿ = {. (VI.80) 
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Cette équation peut être intégrée par séparation des variables 


dû” (n) Pr ; _n. dÿ’ 48” (n) 
P n 

7 Jiman 
0 


Les constantes d'intégration sont déterminées à partir des condi- 
tions aux limites. De la première condition aux limites (VI.80) 
on tire que C2 — 0. La deuxième condition aux limites entraîne 


n 
œ -% [man 


C=1](e Ô dn. 


De la sorte, 


, 7 
n -3Pr |/(man 
f e Ù dn 
8 (1) = ——————. (VI.81) 
© —3Pr | {man 
e / dn 
0 


Sous cette forme l'équation a été obtenue pour la première fois 
par Polhausen. En remarquant dans (VI.71) que 


f=—2j"if" 
et 
( " (n) f' (n) 
| 7 (man = -2|4 Fans —2ln Le 
et que 


1 
2° re | 1(n) Fi 


Her 
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on obtient la solution de l'équation (VI.81) sous sa forme définitive 


n 
[ °° an 
Ÿ (1) = =——, (VI.82) 
[ (f" (]°" an 
0 


Pour Pr = 1, (VI.82) implique que 
® (n) = (Tp— TMTp — Tœ) = f (nf (co) = wfw, 


ce qui traduit l’identité de la distribution de la différence de tem- 
pérature sans dimensions Ÿ et des vitesses dans toute section de la 
couche limite. 

Pour calculer le coefficient local de transmission de chaleur, 
utilisons l'égalité 


ae (Ty—Te)= (ST), 


og 
d'où 
LR (ar) LR æœar 
Ax— T p— To ( y } = ui Tp—Toæ VIT on hs (VI.85) 
Le gradient de température sur la paroi 
HT \ __4T — _98 (n) 
Fe } = (7, Ta) | a |. (VI.84) 


La valeur du gradient de température relatif se trouve par dérivation 
de l'équation (VI.82) 


” Pr P 
(+) = ON 0827} (Pr). (VI.S5) 


n=0 ré 00 

SD an 1" ml?" àn 

0 0 
Les valeurs de a, (Pr) sont calculées par Polhausen pour différents 
nombres Pr 


Pr 


0,6 | 0,7 | 0,8 | 0,9 | 1,0 | 1,1 | 7,0 10.0 | 15,0 


a; 260,283 |o,s07| 0.20 20,94 [0.s45 or] 0,835 


La grandeur a, (Pr) est facilement approximée par la relation 
suivante 


a = 0,332 Ÿ/ Pr. (VI.86) 


8 VI.2] CONVECTION FORCÉE EN RÉGIME LAMINAIRE 204 


En portant les valeurs de 8T/ôn, compte tenu de la relation (VI.86), 
dans l'équation (VI.83), on obtient 


- = 1/ Lo 
&x= 0,832 ÿ Pr } oi (VI.87} 
La moyenne du coefficient de transmission de chaleur sur la longueur 


L peut s'’obtenir à partir de l'équation 


LE en 
= a. dr=0,6641 ÿ Pr J/ >. (VL.88) 


En introduisant dans les formules (VI.87), (VI.88) les coefficients 
sans dimensions de transmission de chaleur sous la forme du nombre 


de Nusselt et en remarquant que Re; = pare , on trouve finale- 
ment 
Nu, = 0,332 Ÿ Pr V Re, ; (VI.89) 
Nu —0,664 ÿ Pr V Re:. (VI.90} 


En utilisant l'équation (VI.89), on obtient sans peine la loi 
d'échange de chaleur. L'’équation intégrale de l'énergie pour les 
conditions envisagées AT — const, u'. — const, se met sous la 
forme 


d ReT* 
d Re, 
L'équation (VI.89) amène 
St, = 0,332/V Re,Pr°3. (VI.92) 


En portant (VI.92) dans l'équation (VI.91) et en intégrant, on 
obtient la loi d'échange de chaleur pour la couche limite laminaire 


—St,. (VI.91) 


(VI.93) 


D'une façon analogue on peut résoudre l’équation de la couche 
limite diffusive. En introduisant dans l’équation (VI.65) le rapport 


des différences € = (C — CpY(Cæ — Cp), et en utilisant les for- 
mules (VI.69), (VI.70), on obtient 


(C)” (n) + 7 (n) CC)’ (n) = 0 (VI.94) 


à conditions aux limites: pour n = 0 


(VI.95) 
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De la sorte, l'équation de diffusion (VI.94) à conditions aux limi- 
tes (VI.95) est identique à l'équation de l'énergie (VI.79), (VI.80). 
C'est pourquoi les résultats de la résolution de l'équation de l’éner- 
gie peuvent être utilisés directement pour un problème sur la dif- 
fusion. 

En particulier, la formule du nombre de diffusion de Stanton 
est de la forme 


St = 0,332/V Re. Sc°/3, (VI.96) 
respectivement, la loi d'échange de masse de la couche limite lami- 
naire s'écrit 

St n = 0,22/(ReS'Sc*/S). (VI.97) 
Les formules (VI.74), (VI.92) et (VI.96) impliquent qu'entre le 
frottement, les échanges de chaleur et de masse il existe une liaison: 


Cro/2 = StoPr-8 = St, Sc-2". (VI.98) 


2. Résolutions similaires des équations des couches limites 
dynamique, thermique et diffusive 


Si la vitesse à la frontière extérieure de la couche limite varie suivant une 
loi exponentielle 
Woo = CI, (VI.99) 


les solutions similaires de la couche limite laminaire nie d'un fluide 
incompressible peuvent s'obtenir également pour un courant de gradient. La 


Fig. VI.8. Famille des écoulements près des corps plans et en coin 


figure VI.8 visualise certains cas des écoulements plans qui vérifient cette rela- 
tion; de plus, dans ces cas 


B/x 
m D Ba à (VI.100) 
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A la frontière extérieure de la couche limite, le gradient de pression, compte 
tenu de l’équation de Bernoulli et de la relation (VI.99), est de la forme 


dpldz = —pCrMCmzm-l = —pysomiz. 
Par conséquent, l'équation du mouvement de la couche limite peut s’écrire 
dW&x L > CTP Wim 
ous  "* 67 +w 0y z 


(VI.101) 


La solution similaire de l'équation (V1.101) est cherchée pour les mêmes 
variables que dans le cas particulier du contournement d'une plaque plane 
m = 0): 


EE = V IVe f (n). (VI.102) 


Compte tenu de l'équation de la continuité (VI.66) et de l'équation (VI.99), 
on obtient 


(n) ; 
eV ES em [EE nf + 


J m+1 Czmi ; 
1=} — + (VL.103) 


En portant les relations (VI.103) et (VI.102) dans (VI.101) on ob- 
tient, après des transformations une équation différentielle ordinaire 
qui témoigne de l’existence d’une solution similaire 


f+ (ÈS) ff 4m 1—(f)1 = (VI.404) 


2 


AODE 


Les conditions aux limites restent les mêmes que dans le problème 
précédent 


f(0)=0, f(0)=0, f (co) = 1. (VI.105) 


Certains résultats de la résolution numérique de l’équation (VI.104) 
sont consignés sur le tableau VI.3. 
Le coefficient de frottement se calcule d’après la formule 


C;!2 = j"(0)/V Re. 


Les équations des couches limites diffusive et thermique pour 
le cas de w, = Cr" possèdent également des solutions similaires, 
ce qu'on établit sans peine après avoir porté les formules (VI.103) 
dans les équations (VI.65). Après des transformations on obtient des 
équations différentielles ordinaires sous la forme des équations 
(VI.79) et (VI.94). 

Leur résolution sous les conditions aux limites (VI.80) et (VI.95) 
est la même que dans le cas du contournement d’une plaque pla- 
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Tableau V1I.3 


Résolution de l'équation du mouvement d’une couche limite lamipaire 
à propriétés physiques constantes nn une paroi imperméable pour 
Woo = CIM 


B | m f” (0) 


x 1,0 1,233— point critique! 
1,57 0,333 0,759 
0,627 0,111 0,510 
( (® 0.332— plaque plane 
—0,314 —0,0476 0,220 
—0,624 —0,091 O— décollement de la couche limite 


ne (VI.82), seulement la fonction f est prise à partir des solutions 
similaires de la couche limite dynamique. 
Les valeurs du groupement Nu,Re={/2= X (Pr, m) obtenues 
par calcul d’après l’équation 
co n 
4 \1/2 1 
K (Pr, m)= (==) {\ exp[ —Pr | f(n) an] an} , (VI-406) 


0 ) 


pour certains cas particuliers sont consignées sur le tableau VI.4. 


Tableau VI.4 


— 1/2 pour les Pr différents. 


Valeurs du groupement Nu,Re: 


Echange de chaleur dans une couche limite Jaminaire à propriétés 
physiques constantes (T), T> sont des constantes ; wo = Cz") 


Ainsi, pour les conditions envisagées, avec la valeur donnée de 
m et Pr, le groupement Nu,Re-1/? reste constant 


Nu.Re-1/2 — const. 
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Par conséquent, 


ae = SE Agtm- 12, (VI.107) 


v!/2 


D’après la formule (VI.107) au voisinage du point critique (m = 1) 
le coefficient de transmission de chaleur ne dépend pas de zx et 


Tableau VI.5 
Valeurs de la dérivée (5) : obtenues par résolution numérique 
n= 


de l'équation (VI.103) pour de différentes valeurs de y, B et Pr 


Pr 
: 
0,7 | | 5 | 10 
—0,50 0 = = 0 
0,25 = _ = —0,7668 
0,00 —0,4065 = = — 1,230 
0,25 —0,4989 — — —1,513 
B—=0 0,50 —0,5690 Æ ee —1,721 
1,00 —0,6746 _— — 2,024 
2,00 —0,8218 _ _ —2,445 
3,00 —0,9296 _ _ 2,741 
4,00 —1,017 _ _— — 2,974 
—1/2,8 0 0 0 0 
0,2 —0,1955 —0,2168 —0,3290 —0,3894 
0,25 —0,3476 —0,3820 —0,5760 —0,6848 
B—0,199 1: 0,50 —0,3861 —0,4237 —0,6375 —0,7581 
, 31,0 —0,4412 —0,4835 —0,7257 —0,8629 
2,0 —0,5134 —0,5622 —0,8424 — 1,002 
4,0 —0,6041 —0,6668 —0,9890 — 1,176 
1,0 0 0 0 0 
—0,75 —0,1755 —0,2001 _ —0,4062 
—0,25 —0,4093 —0,4708 = — 1,081 
0 —0,4879 —0,5693 —1,011 — 1,286 
B—=1 0,25 —0,5535 —0,6345 —1,141 1,451 
0,5 —0,6094 —0,6979 —1,251 —1,510 
1,0 —0,7033 —0,8116 —1,432 —1,818 
2.0 —0,8461 —0,9647 en — 2,159 
29:85 0 0 0 0 
1,5 —0,2687 —0,3101 —0,5587 —0,705 
0,5 —0,4413 —0,5085 —0,9303 —1,186 
0 —0,5062 —0,5828 —1,064 —1,357 
B—1,6 0,5 —0,5626 —0,6468 —1,176 —1,501 
1,0 —0,6120 —0,7031 1,275 —1,626 
2,0 —0,6975 —0,7995 —1,442 —1,836 
4,0 —0,8315 —0,9512 —1,701 —2,159 
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reste constant. Pour m << 1 (courants ralentis) et »m = 0 (contourne- 
ment d’une plaque), le coefficient de transmission de chaleur &, — oo 
pour x — 0, et diminue avec l’augmentation de x. Pour m > 
> 1 &, — 0; pour x — 0, et avec la croissance ultérieure de x, 
a- augmente. 

Les solutions similaires des équations des couches limites thermi- 
que et diffusive s’obtiennent également pour des conditions aux 
limites plus compliquées, lorsque 


Woo = CI", Tp= To + AY, Cp = Cox + ar. 


Compte tenu de ces conditions aux limites, les équations des couches 
limites thermique et diffusive se transforment en équations diffé- 
rentielles ordinaires 


0” + Pr [1/2 (m + 1) f8" — vf" (8 — 1)] = 0; 
C" + Sc [1/2 (m + 1) fC' — yf" (C — 1)1 = 0. (VI.108) 


L'équation (VI.108) a été intégrée par des méthodes numériques 
pour de différentes valeurs des paramètres y, Pr (Sc) et m. 
Le tableau VI.5 consigne les résultats de calcul des paramètres 


CAU oC ss | 
(5), 0? (= a Le caractéristiques respectivement du transfert de 


chaleur et de pr 


Fig. VI.9. Relation entre le transfert de chaleur et les paramètres B et y avec 
Pr = 0,7: 
—"calcul d'après la formule (VI.109); — — — — — — calcul d’après la for- 
mule (VI. 118) 
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Il est curieux de noter que pour y — 1/(B — 2) le coefficient de transmis- 
sion de chaleur et de transmission de masse est nul quelle que soit la valeur de 
Pr, Sc et B. 

” Pour le cas général de la valeur arbitraire de y on a 


9 1 où 
Nue Res 12 — (2) ; 
D (4) n=0 
V2—B Le (VE.109) 
172 1 (=) 
Nupx Re V2=6 \ on /n=0° 


La figure VI.9 montre la relation entre le paramètre Nu,Rez!.® et y pour f 
différents. 


La figure VI.9 montre qu'avec la croissance de l'exposant depuis les valeurs 
négatives jusqu'aux valeurs positives, le coefficient de transmission de chaleur 
et de masse pour la valeur de B donnée Fnene brusquement. Pour f quelcon- 
que, il existe une valeur négative de y telle que la transmission de chaleur (et 
de masse) locale sur toute Ja surface du corps soit nulle. Pour des B négatifs 
petits, jusqu'au cas limite de décollement de la couche limite (—0,199), cette 
valeur de y est proche de —1/2. 


3. Echange de chaleur à une surface curviligne 


Lors du contournement d’une surface curviligne, la déformation 
des lignes de courant fait apparaître le gradient de pression longi- 
tudinal et sous des conditions définies (dans le domaine d’écoule- 
ment ralenti du fluide) on observe le décollement de la couche limite 
à partir de la surface contournée. Ce décollement s'accompagne de la 
formation d’un courant de retour dans la couche limite, celle-ci 
devenant sensiblement plus épaisse. Dans ces conditions, après le 
point de décollement, en aval du courant, les équations de la couche 
limite cessent d’être valides. 

Pour expliquer le phénomène de décollement, considérons le 
contournement d’un cylindre circulaire (fig. VI.10). A partir du 
point d'attaque À, la pression à la frontière extérieure de la couche 
limite diminue, alors que la vitesse croît suivant l'équation de 
Bernoulli jusqu’au point M, où le gradient de pression devient nul. 
Puis, dans le domaine de l’écoulement ralenti (ôp/0x > 0) la pres- 
sion reprend sa valeur. Pourtant, la présence dans la couche limite 
des forces de frottement rend l'énergie cinétique des particules du 
fluide insuffisante pour surmonter la pression qui monte depuis 
le minimum jusqu'au point critique aval, et les particules du fluide 
qui se trouvent au voisinage immédiat de la paroi s’arrêtent d’abord, 
puis commencent à se déplacer en arrière en repoussant la couche 
limite dans le courant extérieur. 

L'ensemble des lignes du courant dans la couche limite au voisi- 
nage du point de décollement B est représenté sur la figure VI.11. 
Au point où la couche limite se décolle, le gradient de la vitesse 


LS] 


longitudinale à la surface s'écrit 


(0w,1/0y),-0 = 0, (VI.110} 
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et, par suite, la valeur locale du coefficient de frottement est nulle. 
by Le phénomène de décollement du courant lors du contourne- 
ment extérieur qui vient d’être décrit s’observe également lorsque 
le liquide se déplace dans des canaux brusquement évasés. 


Fige VI.10. Schématisation du contournement d’un cylindre rond 


Comme nous l'avons indiqué dans ce qui précède, les équations 
de la couche limite restent valides seulement jusqu’au point de 
décollement ; avant donc de passer au calcul de l’échange de chaleur 


i 
| 


| 


ALL 
RAA 
A 


Ÿ 


ww” 


DLL de dd LL dl dd dl dd dd 


Fig. VI.11. Schématisation du courant dans la couche limite 
près du point de décollement 


à une surface curviligne, il convient de déterminer les paramètres 
du point de décollement par intégration des équations de la couche 
limite compte tenu des conditions (VI.110). 

Les calculs approchés montrent que le décollement de la couche 
limite laminaire isotherme se produit lorsque le paramètre de forme 
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qui figure dans l'équation (VI.49) 
Î = fer — —0,089/Re** (VI.111) 


atteint la valeur critique. 

Examinons maintenant l'influence du gradient de pression sur 
l'échange de chaleur. La figure VI.12 donne à titre d'illustration 
les distributions au point de 0 
décollement de la couche li- 
mite des flux thermiques et 
des contraintes tangentielles 0,8 
suivant la section de la cou- 
che limite (£ — y/ô). Comme 
le montre le graphique, le 
gradient de pression n'’exerce 
pas d'action de quelque im- 4 
portance sur la distribution 
des flux thermiques suivant 
la section de la couche li- 0,2 
imite. Il convient donc de 
s'attendre qu'à la frontière 
extérieure de la couche li- 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,06 
mite la loi d'échange de cha- Fig. V1.12. Distribulion des contraintes 
leur doive également être Sen-  tanrentielles (1) et des courants ther- 
siblement conservable par rap-  miques (2) au point de décollement de 
port à la variation du gra- la couche limite 
dient de pression. Ces consi- 
dérations sont confirmées par des calculs immédiats. Les valeurs 
de la quantité 


St 
Ÿs = Sth ja 
au point de décollement de la couche limite laminaire à propriétés 
physiques constantes et à nombre Pr — { sont tirées de la monogra- 
phie de Koutatéladzé [8]: 


ôr/ô | 1,0 | 1,29 | 1,5 | 2.0 


(St/Sto)ne** 0,62 | 0,81 0,86 1,23 


Les résultats des calculs confirment l'hypothèse suivant laquelle 
l'influence exercée par le gradient de pression longitudinal sur la 


14—01289 
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loi relative de l’échange de chaleur est assez faible; dans les calculs 
techniques on is “es cette influence en considérant que 


= (St/Sto)nes æ À. (VI.112) 
Dans le cas de Ia distribution arbitraire de la vitesse à la fron- 
tière extérieure de la couche limite, les répartitions des valeurs 
locales du coefficient d'échange de chaleur peuvent être établies 
approximativement à l’aide de la méthode intégrale. 

Lors du contournement d’une surface imperméable, la relation 
intégrale de l’énergie de la couche limite (VI.63) d’un fluide incom- 
pressible s'écrit 

dReÿ*  Rej* 4AT 


ax 47 ax — TeStoRer, 
et pour un courant symétrique à l'axe 
dReft fr 1 dAT , 1 dR, 
ax TR | rx Tr | Ts St Rez- 


En adoptant W, = 1 et en portant dans cette équation la valeur 


gt, — —022 


" ESTTUÉ (VI.113) 


obtenue par résolution exacte, on obtient une équation différentielle 
linéaire par rapport au nombre Reÿ* 


dRer*  Rer gAT 0,22Rer 


dX AT dX Re**Pr*/5 9 
et pour le cas symétrique à l’axe 
dher” Reg [1 11 dAT +1 dy }- 0,22 Rer 
dX AT dX FF aX Re** Prt/3 id 


Ici, dans le cas général, AT, Re; et À, sont les fonctions de z'don- 
nées. L'intégrale de cette équation différentielle sous les conditions 
aux limites zx = 0; Ref* — O0 vaut 

x 


Re [ ru Re, | &AT?aX |, 


1/2 


(VI.114} 


0 
et pour le cas symétrique à l’axe 


A 0,44 1/2 
ReT” - — = [ Re, Ê Lo0 (ATR, }2 ax] . 
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Ici Res = PœobgæL/H% est le nombre Re calculé d’après la vitesse 


du courant incident Wow; Lo — Wœx'lgw, la Vitesse relative à la 
frontière extérieure de la couche limite. 

En portant les valeurs obtenues du nombre Ref* dans l’équa- 
tion (VI.113), trouvons les valeurs locales du nombre St, et par suite, 
la distribution de la valeur locale du coefficient de transmission 
de chaleur le long de la surface contournée, jusqu’au point de décol- 
lement. 

S'il faut calculer la répartition de la température de la paroi, 
la loi de la distribution du flux thermique q, (x) étant donnée, la 


relation intégrale de l’énergie (VI.63) pour le cas d’une paroi imper- 
méable peut s’écrire 


€ He 
d’où 
x 


AT Re = 1 | qp (x) dx. 


C tt 
pl® à 


En exprimant Ref à l'aide du nombre St d’après l'équation (VI.113), 
on obtient après des transformations peu compliquées 


AT =(—9 RO dr). 


0,22 Re, Pr?/$ ie 


(VI.145) 


Il est intéressant de comparer les résultats des”calculs de l'échange de cha- 
leur d’après la méthode approchée avec les solutions similaires exactes. Comme 
nous l'avons montré, pour jes conditions aux limites suivantes: 


Do = CM; Tp= To “+ arŸ 


il existe des solutions similaires de la couche limite laminaire thermique. En 
portant ces relations dans l'équation (VI.114), on trouve 


0,44C RUE 
*® __ , 2 de 
Re* A Érvrreeeresr ET | : : (VL.116) 


L'expression du nombre de Stanton s'obtient en portant la relation (VI.116) 
dans l'équation (VI.113) 


St— ———. (VL.117) 
Per | SE 
vV(n+2y+1) 
Pour le paramètre Nu,Reïï/?, on a 
Nu,Rezt= = 0,332Prt/3 [m + 29 + 1]/2. (VI.118} 


La figure VI.9 compare les résultats du calcul du paramètre Nu,Rez=t'® 


d'après la formule (VI.118) avec la solution similaire exacte. 11 convient de 
noter une assez bonne correspondance de la solution approchée à la solution 


14* 
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exacte dans tout le domaine de variation des paramètres y et B” — 2m/(m+1). 
L'équation (VI.118) amène que le coefficient de transmission de chaleur est 
nul sous la condition 
m + 1 1 
VTT D F2? (VI.119) 


ce qui coïncide avec la solution exacte (cf. tableau VI.6). 
Pour le coefficient de transmission de chaleur relatif on obtient la formule 
simple 
œ'ag = (m + 1 + 2), (VI.120) 
où &, est sa valeur pour le cas du contournement d'une plaque plane à tempéra- 
ture constante de la paroi (m — 0, y = 0), calculé d’après la formule 


a =" 0,332 Pr1/3 Re!/° 
Z ? 


CT , she . . .« ? 
— étant défini par la vitesse à la frontière extérieure de la 


le critère Re, — 


couche limite dans Ja section donnée. Des résultats analogues peuvent s’obtenir 
pour le coefficient de transmission de masse. En particulier, pour le cas w = 


= Cr" et Cp=Cx<+ ar on a 
Bo = 0,332 Sc1/2 Rel’?, (VI.121) 
où B, est le coefficient de transmission de masse. 


Pour le cas du contournement d'un corps symétrique à l'axe avec Re, = 
= met wa = CrM, AT = arŸ, on a 


, 1/2 mel 
Re ||” nr 
1 Prv (m+2y+ ni) 


Lg = Üm + 2y + On + 1)12. 


4. Echange de chaleur aux vitesses supersoniques 
de l'écoulement du gaz 


Température de freinage. Lorsque la vitesse du courant atteint 
une valeur commensurable avec celle du son, c’est-à-dire lorsque 


Lo > a = V (ôp/ôp)},, 


la diminution de la vitesse au sein de la couche limite sous l’action 
des forces de frottement entraîne une augmentation importante de la 
température près de la surface du corps contourné. Dans ces condi- 
tions il devient nécessaire de tenir compte de l'interaction des cou- 
ches dynamique et thermique. 

D'après le premier principe de la thermodynamique, l’enthalpie 
totale du gaz freiné adiabatiquement est définie par la formule 


ho = hk + u3/2. 
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Si l’on retient que pour un gaz parfait l’enthalpie est seulement 
fonction de la température k = c,T, on peut obtenir l'expression 
de la température de freinage T* = T + wi/(2c,) qui peut être 
réduite à la forme 


Te. (4 Li M:) (VI.122) 


du fait que pour un gaz parfait la vitesse de propagation des oscilla- 
tions soniques est déterminée par la formule 


ui = (2) =VRR. 


L’équation (VI.122) permet d'évaluer la montée de la température 
sous l'effet du freinage isoenthropique. Ainsi, pour l'air (4 — 1,4), 
avec M = 14, T* — 1,2T, et avec M = 6, T* = 7,27, c'est-à-dire 
avec M = 6 la température d’un courant freiné isoenthropiquement 
est de sept fois supérieure à la température thermodynamique du 
gaz en mouvement. 

L'augmentation ultérieure de la vitesse du courant conduit 
à une croissance excessive de la température, ce qui déclenche dans 
la couche limite des réactions chimiques (de dissociation et d’ionisa- 
tion). C'est ce qu’on appelle le domaine des courants hypersoniques. 

Pourtant, comme nous l'avons montré dans ce qui précède, 
même dans le domaine des courants supersoniques (pour l'air M < 6), 
au sein de la couche limite la température monte si vite sous l'effet 
du freinage que les valeurs des paramètres physiques (surtout de la 
viscosité et de la conductivité thermique) ne peuvent déjà plus 
être considérées comme constantes. 

Facteur de récupération. Lorsqu'un courant de gaz contourne 
à grande vitesse une surface près de la surface, il se forme sous l’action 
des forces de frottement une grande quantité de chaleur. Si la surface 
est isolée adiabatiquement, cette chaleur peut être évacuée seule- 
ment par conduction thermique du gaz. À l’état stationnaire 
l'équilibre s'établit entre l'émission et le transfert de la chaleur. 
La température que la surface acquiert dans ces conditions s appelle 
température adiabatique de la paroi T\. 

Le rapport entre l'écart des températures d’un gaz complètement 
isoenthropiquement freiné T& — TX et la différence réelle des 
températures T, — T. s'appelle facteur de récupération 


r= (TS — Ts MTS —T x). (VI.123) 


Polhausen a analytiquement calculé ce facteur pour le contourne- 
ment infrasonique longitudinal d’une plaque dans le cas d’un écoule- 
ment laminaire dans le domaine limite. Ses résultats peuvent être 
approximés par la relation 


r = Pr. (VI.124) 
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Cette relation s'accorde bien avec les données expérimentales dispo- 
pibles. Sur la figure VI.13 sont comparées les données expérimenta- 


9,80 | 
Domaine D 5 ei | Domaine 
laminaire turbulent 


0,75 | 
10° 2 4 6 8 10° Re:Wx/v 
Fig. VI.13. Coefficient de restitution r de la plaque contournée longitudinale- 


ment avec M << 1 (d’après Eckert et Weise) : 
© — expérience; ——— — calcul d'après la formule (VI.124) 


les obtenues par Eckert et Weise pour l'air, avec les valeurs théori- 
ques suivant la relation (VI.124). 

Les calculs et les expériences réalisés dans le domaine laminaire 
du courant pour les vitesses qui dépassent celles du son montrent 


Fig. V1.14. Coeflficients de restitution r mesurés pour une couche limite lami- 
naire sur les cônes à angles d'ouverture différents: 
@, Ce Ce Fe : — expérience; ————— — calcul d’après la formule (VI.124) 


que la dépendance du facteur de récupération par rapport au nombre 
Pr reste la même. La figure VI.14 traduit les résultats de l’expé- 
rience d’'Ebert qu'il a obtenus en soumettant des cônes au soufflage 
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par un flux supersonique, qui confirment bien la formule théorique 
(VI.124). 

Des résultats analogues s’obtiennent pour des corps de forme peu 
aérodynamique. Si pour un courant à allure laminaire on rapporte 
dans la couche limite le facteur ; 
de récupération aux paramètres 90 
à la frontière extérieure de la 
couche (fig. VI.15), alors les va- ‘2 
leurs locales du facteur de récu- 0,8 
pération ainsi obtenues r,», 


jusqu'au point de décollement, oi 


sont assez bien décrites par la O0; 


relation rom —=VPr; or, ceci 
témoigne également de l’allure 
conservative du processus de 
récupération de l’enthalpie par 
rapport à la variation du gra- Lo 
dient de pression longitudinal. 
Comme nous l'avons montré 


.Coi A TT. 
ed ca. AS 


aux limites fait respecter l’iden- ] 40 80 120 160 
tité des champs des vitesses et a, degrés 
des températures de freinage 


HAE 
ESRERNE 
ER 


Fig. VI.15. Distribution des valeurs 
(Th — T*)/Th — TS) = W,/W ©. du coefficient de restitution r, et 


; ram «suivant la circonfcrence d'un 
Cette condition est remplie exac- cylindre contourné transversalement 


tement lors du contournement (expériences d'Eckert et de Weise): 
longitudinal d’une plaque à tem- Mo — 0.685: Res — 1,05-10°; & — angle 
pérature constante de la paroi EE 
par un courant indéfini. 

Pour les gaz, les nombres Pr se distinguent peu de l'unité; 
on peut donc mettre à la base de la relation entre la distribution des 


températures et des vitesses la relation susmentionnée en la mettant 
sous la forme 


Sr _ e Ë) walue, (VI.125) 


Ici e (Ë) est le coefficient de non-identité des champs des températu- 
res et des vitesses; T*, la _ calcul : 


=T+rE (VI.126) 


Dans le cas général, la forme des fonctions & (2), r (£) dépend du 


gradient de pression, de l'allure non isotherme, de l'échange de 
masse. 
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Sur la paroi, w, = 0; T* = Tÿ,r (£) = r. Comme nous l’avons 
noté, le facteur de récupération r des gaz est proche de l'unité; 
on peut donc admettre avec une précision suffisante que r (E) = r. 
Alors, la relation (VI.126) peut se récrire 

Tt=T+r ET ir EL Mio, (VI.127) 


2cp 


OÙ © = W,y/Wo; M = W/a. 
En tenant compte des égalités (VI.125), (VI.127), ainsi que de 
l'expression du facteur de récupération (VI.123), la relation entre 


Y 


Fig. VI.16. Courbes de distribution de la température dans la couche limite la- 
minaire sur une plaque aux vitesses élevées: 


a — absence d'écl'ange thermique (UT/0y) = 0; bd, b1 — pour T, > 15 et flux thermique 
dirigé à partir de la paroi; c, c1 — flux thermique dirigé vers la paroi 


la distribution des températures et des vitesses (VI.125) peut se 
mettre sous la forme 


4 Ageo— (p*— 1) ot (VL.128) 


Iciy = 22 estlef d tm D = 4 + rl 
—=Tr est le facteur de température ; 4° = == — +r— , 


le facteur de température cinétique ; Aÿ= 1 —1%*, le facteur d'échan- 
ge de chaleur. Avec A << 0, le flux thermique est dirige vers la 
surface ; avec Ay >> 0, la surface cède la chaleur au flux. 
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Dès que la température de la surface contournée 7, s’écarte de 
la température adiabatique de la paroi T5, un processus d'échange 
de chaleur s’amorce entre la surface et le courant. La figure VI.16 
représente les courbes de la distribution des températures dans une 
couche limite laminaire d’un flux de gaz animé d’une grande vitesse. 
La figure montre que le coefficient de transmission de chaleur doit 


(9) 10 20 30 40 50 60 
T,-T* 
Fig. VI.17. Coefficients de transmission de chaleur relatifs aux définitions diffé- 


rentes lors de l'écoulement de l'air dans un tube avec M << 1 (d'après Mac Adams, 
Nikolaï, Keanan): 


1—q= Ge (Tp — Th): 2—q—a, (Tp — Th: 3—q— 2 (Th — Ta) 


se calculer d’après la différence entre la température réelle de la sur- 
face T, et la température adiabatique de Ïa paroi T},, c'est-à-dire 


Qp = Ge (Tp — T5). 


Dans ce cas, pour gp —> 0, TT) — Ti — 0, tandis que le coefficient 
de transmission de chaleur, caractéristique de l'intensité d'échange 
de chaleur par convection et dépendant surtout de l'hydro- 
dynamique du courant, conserve la valeur finale de &.. Dans le cas 
particulier des vitesses subsoniques, 75 — T+ et il ne reste qu à 
définir le coefficient de transmission de chaleur. 

La figure VI.17 visualise les résultats des expériences de Mac 
Adams et autres relatifs au transfert de chaleur dans un tube à des 
vitesses élevées d'écoulement de gaz. Ces résultats justifient le choix. 
comme pression thermique, de la grandeur A7 = 7, — F5. Dans 
ce cas le coefficient d'échange de chaleur ne dépend pratiquement 
pas des pressions thermiques. D'autre part, les résultats mentionnés 
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montrent que pour des valeurs élevées de ces dernières on peut retenir 
pour elles la grandeur AT = T, — T&, ce qui est très commode du 
fait que la détermination du facteur de récupération devient inutile. 

Transformation des équations de la couche limite compressible. 
Réalisée pour la première fois par Dorodnitsyne, cette transforma- 
tion permet de ramener ces équations à la forme proche de celles des 
équations d'un fluide incompressible. La transformation des coor- 
données simplifie sensiblement le calcul de la couche limite compres- 
sible et rend possible l’utilisation des méthodes bien élaborées et 
sûres (aussi bien intégrales qu'exactes) de résolution des équations 
de la couche limite incompressible. 


Dans le cas du contournement d'une plaque imperméable, le système com- 


pl d'équations différentielles d'une couche limite compressible plane est de la 
orme 


0W+ CITE (a) ( (TI Npe 
(] O0 LD — ue me e 
PEx + Swy 0y 0y RP, J': 


dT , oT _ 9 aT dx \°. 
PCpilx 2x 7 PCpWy, Toy (a )+u ] , 


to) ) 
— 0 —— = () 
> Pux + dy pwy 


à conditions aux limiles y =0,w. =0,w,=0,T= Th; = ©." = "x, 
T — T+. En se conformant à Dorodnitsyne, introduisons Îles nouvelles variables 
x u 
p p 
— ru dr n= ra dy. 
0 


Ici p* et o* sont respectivement la pression et la densité du gaz adiabatiquement 
freiné. 

Remplaçons dans le cas du contournement d'une plaque plane la pression 
et la densité à la frontière extérieure de la couche limite p*, p* par Pœ; P; 
alor<, les relations précédentes deviennent 


7! 
= | + dr =z; n= | = dy, (VI.129) 
0 


uisque p = p en vertu de la permanence de la pression à travers la couche 
imite. 
Le pes de la dérivation par rapport à z et y à la dérivation par rap- 


port à & et n se fait d’après les formules 
68 mé 26 2 
ÿz Ba 0ë à dx on 9 dy — Poo on e (VI.130) 


En prenant en considération les relations (VI.130), on peut transformer l'équa- 
tion du mouvement en la réduisant au préalable par p: 


OWx , on 0 ôw 1 () p dw 
FX TGE +(u Poo ui) FE C Poo FE ). 


UN Po ôn 
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Transformons maintenant l'équation de la continuité en la mettant sous la 
forme 


A Oz, 2 o (puy) 0 


De UE Se gp (VI.131) 


En dérivant ja deuxième équation de (V1.129) d'abord par rapport à x pour 
une valeur constante de y. puis par rapport à n. on trouve 


(Ti) Lis se 1 0p 
on \ ox ]  p ôy 15 


En portant l'expression obtenue dans (VI.131) et en passant aux nouvelles 
variables ë et n, on obtient 


We x On, 9 1) Ses On 2 
g dE Fe on 0x era (72) (= + Po 01 (puy) = 0. 


Cette expression est ramenée sans peine à la forme 
dwx/05 + 0W'n,0n =0, 
us fe) 


Ainsi, dans le cas du contournement d'une plaque imperméable, 


les équations du mouvement et de la continuité transformées devien- 
nent 


L dur + (A 4 CITE oo 0 ( Rp Ou + ] : OU x ; OWy 
% JE U O1 Po ON \fixbx 1 


(V1.132) 


Dans le cas de la dépendance linéaire de la viscosité par rapport 
à la température, c'est-à-dire lorsque up = px, les équations 
(VI.132) coïncident complètement suivant la forme avec les équa- 
tions correspondantes du fluide incompressible. 
# Maintenant pour la résolution du problème dynamique on peut 
utiliser la méthode exposée dans ce qui précède. 


Introduisons, d'après la définition, la fonction de courant # qui satisfait 
à l'équation de la continuité 


w, = dj on; W,—= —àf'06. 
Alors, l'équation du mouvement se met sous la forme 


JY A Of Jf __ Ho 9 {up A 
OU) UE di 03 OU  Pœ vi rer on 


(VI.133) 


à conditions aux limites: pour n = 0, f = 0, df/on — 0; 


pour n = ©, 0/0 = We 
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Introduisons, comme précédemment, les variables de Blasius définies par les 
relations 


Admettons que la fonction j (:) dépend seulement de :. Alors, les dérivées de la 
fonction de courant sont de la forme 


dv db _0z L 4 HoclloË ,, ; f Dow Pr p 1. 
on Vel OV EE = vel (c 


CA + V/ tete Lf @)—:2f" ()k 


En portant les valeurs des dérivées dans l'équation du mouvement (V 1.133), 
on obtient après simplification 


te ot NP ")= VI 
gli (Hs mi NE 


à conditions aux limites: pour 2 = 0, f = 0, f” = 0; 
pour = = co, f” = 1. 


D'une façon analogue, à l'aide des variables de Dorodnitsyne, l'équation de 
l'énergie peut être ramenée à la forme 
D Os ste (a A LLSR —) no (= x ] | 
dË " ON Px'p UN Px on Pen \ Po  ôn 
En introduisant les variables de Blasius, on obtient apres des transformations 
peu compliquées 


1 . ÔT 1 : | w ÔT \, as 


(ZE Pr lHxfæm 02 . HooPo Cr 


En remarquant que ws/c,, — (k — 1) M, et en considérant que le nombre Pr 
est constant, ce qui s'observe avec une exactitude suffisante pour les gaz par 
suite de la même dépendance de la viscosité et de la conductivité thermique 
par rapport à la température. on obtient finalement 


Pr , dT Ü uo \0T ns ue HD ee ; 
2 Î De )S Jr Fons —=0 (VI.135}) 


sous les conditions aux limites qui peuvent être exprimées par une des formes 
suivantes : 

1) en l'absence de transfert de chaleur: pour : = 11, T = Th; 

2) en présence de transfert de chaleur: pour 2 — 1. T — 7. Jans le cas 
général, l'intégration des expressions (VI.134), (V1.135) impose l'application 
des méthodes numériques; pourtant, dans le cas de la dépendance linéaire de la 
viscosité par rapport à la température. les équations susmentionnées prennent 
la forme des équations vraies pour un courant incompressible. 
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En effet, si la liaison entre les viscosités est donnée sous la forme d’une 
dépendance exponentielle par rapport à la température 


L'U + == (T: A Le 
et, d'après l'équation du gaz parfait, 
PPæ = TaxT, 


alors, dans le cas de la dépendance linéaire de la viscosité par rapport à la tem- 
pérature (n = 1) 


tUTU = Lt &f) 
Ainsi, compte tenu de cette égalité, l'équation du mouvement devient 
0,5jf + f" = 0. 


On voit aisément que dans ce cas l'équation du mouvement est autonome 
et ne se distingue en rien de l’équation correspondante du liquide incompressible ; 
donc, pour calculer la fonction f et ses dérivées. on peut utiliser les données du 
tableau VI.2. 

D'une façon analogue, en introduisant une nouvelle variable pour Ja tempé- 
rature, on peut dans le cas de la dépendance linéaire de la viscosité par rapport 
à la température. ramener l’équation de l’énergie à la forme qui correspond 
à l'écoulement d'un liquide incompressible : 


2 
8=(T— Ts) — 


2c p ? 


0" + 0,5Pr/@’ + 2Prf"t = (. (V1.136) 


5. Solutions exactes de l'équation de l'énergie 
de la couche limite d’un gaz compressible pour 0p/ù:r = 
et dépendance linéaire de la viscosité 
par rapport à la température 


Cas d’une paroi calorifuge. L'équation de l'énergie écrite sous 
la forme (VI.136) est une équation différentielle ordinaire qui peut 
être résolue soit par la méthode de séparation des variables, soit 
en introduisant un facteur d'intégration. Cherchons d’abord la 
solution partielle de cette équation pour le cas d'une paroi calori- 
fuge : 6 (co) = 0, 0’ (0) = 0. En désignant cette solution par 6,4, 
on obtient à l’aide de la méthode mentionnée l’expression suivante 


; Fe | far 

; fe 9  -2Pr(f}a 

Oa= | ———— #$ dz  (VI437 
0 (EST 

0 S ‘ 
e 


Si on utilise la valeur de jf, calculée précédemment, on peut intégrer 
l'équation (VI.137) par des méthodes numériques. | 
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Les résultats obtenus dans la marge des nombres Pr = 0,5 


à 10 sont bien approximés par la relation 6,4 = V/Pr. Notons 
que Oua = (T5 — To) (T* — Ts) est égale au facteur de récupé- 
ration introduit auparavant. Comme nous l’avons déjà dit, la valeur 
obtenue s'accorde bien avec les données expérimentales. 

Echange de chaleur à une vitesse modérée. Dans ce cas l'équa- 
tion de l'énergie (VI.136) devient bien plus simple, puisque pour 
M —- 0 le terme qui rend compte de la dissipation de l'énergie dispa- 
raît. Dans le cas de la dépendance linéaire de la viscosité, l'équa- 
tion de l'énergie se met sous une forme qui coïncide exactement avec 
l'équation de l'énergie et qui, si dans cette dernière T est remplacée 
par Ÿ d’après l'équation (VI.78), est justifiée pour un courant à pro- 
priétés physiques constantes 


9°+ 2 j0" = 0, 


où Ê = (T, —T)(T, —T x). 

La solution de cette équation a déjà été obtenue. 

La densité du flux thermique sur la paroi se trouve d’après 
l'équation 


oT a oÙ 
a Cr Pom 
En passant aux variables z et n, on trouve 
AU _ 00 92 OÙ 9: dn 2. 
Ou Üp 9: Ip dy d2 où 0y — 


__ 9ù p J5 _ p ET 


O3 Po On Poo HooT d2 Î\p° 


La dérivée £l est déjà obtenue dans ce qui précède [cf. (VL.86)1. 


Si on en tient compte, l’expression de la densité du flux thermique 
devient 


: : , Pp Pootl'oc 
g=(T; ) p 0,332 Pris V en 
En passant à la valeur locale du nombre de Nusselt, on obtient 


gz _ Pr 3/51/R— 
NUgoo pa tes D / PrV Ress 


et, enfin, en posant que la conductivité thermique se trouve sous 
le même rapport avec la température que la viscosité dynamique 
avec n = À, il vient finalement 


Nusæ = 0,332 Y Pr V Ress. 
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De la sorte, si les paramètres physiques figurant dans les groupe- 
ments sans dimensions sont rapportés à la température à la fron- 
tière extérieure de la couche limite, la solution obtenue pour une 
plaque contournée par un courant à propriétés physiques constantes 
est également justifiée pour le cas des propriétés variables. Dans 
ce cas on observe la compensation mutuelle de l'influence des pro- 
priétés physiques sur la loi d'échange de chaleur. 

Echange de chaleur à une grande vitesse. Pour trouver la solu- 
tion de l'équation de l'énergie en présence de l'échange de chaleur, 
il faut additionner une solution partielle quelconque avec la solu- 
tion générale de l'équation homogène 


04 f0" = 0. 


De cette façon, on a la solution 
() — O 4 + C,Ÿ + Ce (VI.15S} 
= Tp—T 
Ici O=(T-T)] 5, Dr - Les constantes C, et C. se 
calculent d’après les conditions aux limites 


z=0 6—=6,; := 6 =0. 


D'après la première condition aux limites C, = —C,; et d’après 
la deuxième, 


(Tp—Too)] 5 = Onû + Ca- 


En portant les valeurs calculées des constantes dans (VI.138), on 
trouve, après des transformations peu compliquées, la distribution 
de la température 


TT =r(k —1)Mè + (Tr — To) ( — 5). (VI.139) 
La densité du flux par est donnée par l'équation 
où 
FR = À p— Tr og lp° 


En effectuant les mêmes transformations que dans le cas précé- 
dent du contournement par un courant de liquide incompressible 
à propriétés physiques variables, on trouve l'expression de la valeur 
locale du nombre de Nusselt sous la forme 


Gp = —Àp— 


FR + Po ET 7 0,332%/ Pr Res. 


Nu, = 
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Pour le rapport linéaire entre la conductivité thermique et la tem- 
pérature, on obtient 


Tp—T* ui 
Nu, nr ——— 0,332 , Pr V' Res. (VI.140) 
p—l 


Ici T5 caractérise l'influence du nombre M sur le transfert de cha- 
leur. Si, comme nous l'avons montré dans ce qui précède, le coef- 
ficient de transmission de chaleur est rapporté à la différence des 
températures (7, — Tÿ), on aboutit à la relation analogue obtenue 
précédemment pour l'écoulement d'un liquide incompressible à pro- 
priétés physiques constantes. 


6. Méthode approchée de la résolution à l’aide 
de la relation intégrale de l'énergie 


Dans le cas de la dépendance linéaire de la viscosité par rapport 
à la température, l'analyse des solutions exactes pour une plaque 
montre que l'influence de la variation des propriétés physiques du 
gaz peut se compenser réciproquement. 

C'est pourquoi les solutions obtenues pour un écoulement à pro- 
priétés physiques constantes sont également justifiées pour les cou- 
rants à propriétés variables à large marge de variations du facteur 
thermique # — 7,/7 4 et dans les calculs techniques, à de faibles 
vitesses d'écoulement on néglige ordinairement l'influence de l’allu- 
re non isotherme. 

Ces considérations sont également confirmées par les résultats 
des calculs plus précis. Plusieurs auteurs ont réalisé ces derniers 
par intégration numérique de certains cas des courants (écoulement 
au voisinage d’un coin, au voisinage du point critique d'un cylindre). 
Ils ont utilisé à cet effet les dépendances des constantes physiques 
par rapport à la température (300 à 1300 °C). Ces calculs ont montré 
que, premièrement, l'influence de la variabilité des propriétés 
physiques peut être évaluée par l'expression 


, — (St/Sto)re, = w, 
la comparaison des nombres St se faisant sous la condition Re, — 


— idem; et deuxièmement, cette dépendance de Ia loi d'échange 
de chaleur est très faible, même dans le cas 


Ÿ = TT wo > Îe 
Ainsi, pour w. — const (plaque, coin) 
n— —0,01 pour w>1; nr —0 pour y <1. 
La solution de l’équation de l'énergie de la couche limite com- 


pressible pour ôp/ôr = 0; Pr = 0,7, est obtenue par Van Driest 
par la méthode des approximations successives. 
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Les résultats de cette résolution sont visualisés sur la figure VI.18. 
On remarque sans peine que le nombre St diminue avec l'augmenta- 
tion de M. Ces résultats sont bien approximés par la relation 


St | 
Y,— (- RS ap05081p#-0,06 (VI.141) 


où d*= TT ». 
L’équation (VI.141) est vraie pour % >> 1 et M < 6. Si on com- 


pare les nombres St en fonction du nombre Ref”, la relation (VI.141) 
devient 


St 
Y,= Co 170161p% 0,08, (VI.142) 


Comme nous l’avons déjà montré, si on rapporte le nombre Reï* 
à la viscosité dynamique u.… définie d’après la température de frei- 


8 10 12 


Fig. V1.18. Echange de chaleur dans une couche limite laminaire très rapide de 
l'air (d’après Van Driest) 


nage du courant non perturbé, l’équation de l’énergie de la couche 
limite compressible s’écrit sous la forme (VI.60). 
Le nombre St dans ce cas se calcule d'après la formule 
: 0,22 
Sto = Pr\/5 Re%#lioo/lLoo * 
De la sorte, par analogie avec (VI.114), l'intégrale de l'équation 
de l'énergie peut se mettre sous la forme 


X 

se __ _! [RS | AT 2PclloWo0 L 1/2 

Ref = 7 | par s 2 = dx | , 
0 œ 


15—01289 
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où Ÿ, est déterminé par l'égalité (VI.142). La grandeur 


PoolPoo L oo 
Hoco Hoco 


2 


figurant sous le signe somme peut être transformée de la façon sui- 
vante 


PooWoL [Lio She à Po Ho 
Hoco Hoco Lé Pos Mo ° 


Ici le nombre Re, = PoæmaxL/Uox ne dépend pas de X et peut 
être chassé du signe d'intégration 


U = D o/Ümgx) 
OÙ Wmax — V2eTe est la vitesse maximale de l'écoulement ; 
D/P0œ = (1—u*)/(#-D; p,,, la densité à la température de freina- 


ge du courant non perturbé. 
En tenant compte de la transformation indiquée, on obtient 


finalement 


& 1 0,44 1/2 
Re [55 Res si Le u({—ut) 0-9 ATrax |". 
(VI.143) 
Si la loi de la distribution des flux thermiques g, (x) est donnée, 

le calcul est conduit suivant la formule 


A 


gpl qp 1/2 | 
Re | .144 
pu 0,22W, Re Prin No x ) | CA 


Ici, comme dans ce qui précède, W, se calcule d'après (VI.142). 


3. Frottement et échange de chaleur à une surface perméable 


Le système d'équations de la couche limite (VI.65) pour l’écoule- 
ment d’un fluide incompressible à paramètres constants et sous les 
conditions aux limites pour y = 0 w, = 0, w, — w,; pour y — 
W, = W> possède des solutions similaires. 

Considérons le contournement d’une plaque plane semi-infinie 
par le courant d’une fluide incompressible en présence d’une aspi- 
ration uniforme régulière du gaz à partir de la couche limite 
(fig. VI.19). 

Dans ce cas il existe une solution similaire pour laquelle la 
distribution des vitesses ne dépend pas de la longueur courante x. 
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Avec 0w,/0x = 0 l'équation de la continuité entraîne que w, = 
— wy —= const et l'équation du mouvement devient 


Wp 0Ww./0y = v0°w,/0y*. 
La solution de cette équation s'écrit 
Cp} 
| + | , W, = Up C0. (VI.145) 


Pour l'épaisseur de déplacement et l'épaisseur de quantité de mou- 
vement, on a 


OF — —v/w,, Ô* — —0,5v/w.. (VI.146) 


La contrainte tangentielle sur la paroi et le coefficient de frotte- 
ment se calculent d’après les formules 


Th — H (0w,/0y)y=0 — (—w)) D © ; 
C,; = 21)/(pws) = —2w,/ws. (VI.147) 


Comme le montre la formule, dans les conditions envisagées la 
contrainte tangentielle ne dépend pas de la viscosité du fluide. 


Wo = Const 
Fig. V1.19. Contournement longitudinal d'une plaque à aspiration répartie 
uniformément 
« ? .-, °” 2 
Calculons le paramètre de perméabilité b, — ot pour le 


cas envisagé, b, = —1. 

La figure VI.20 compare les profils des vitesses sur les plaques 
perméable [d'après l'équation (VI.145)] et imperméable. Comme le 
montrent les courbes, l’absorption du fluide depuis la couche limite 
rend le profil plus rempli. La distribution similaire des vitesses 
de la forme (VI.145) s'établit pratiquement depuis les valeurs de la 
coordonnée longitudinale x définie par la formule 


( | es 2 4 
L où dun 


15* 
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La loi de frottement relative des conditions envisagées est donnée 
par les équations (VI.147), (VI.146) et (VI.77): 


Y = (C/Co)ness = 2,28. (VI.148) 


Ainsi, dans le cas de l’absorption asymptotique visualisée en coor- 
données Y — f(b,), la loi de frottement correspond à un point 


W/Wa 


0 
0 0,8 16 2,4 3,2 4,0 


Fig. VI.20. Distribution des Vie dans une couche limite sur une plaque 
plane: 


I — profil asymptotique des vitesses lors de l'aspiration uniformément répartie; II — profil 
des vitesses sans aspiration 


(b, = —1; Ÿ — 2,28). Respectivement, 


C} Up V Re. 
Fe ( Cjo = HE Wo00,332 HE —b DER 
" lp 2 
ou nr Cris 


On peut obtenir d’une façon analogue la solution similaire de 
l'équation de l'énergie. Sous la condition 07/ôr = 0 l'équation 
de l'énergie devient 


oT v ®T 
Sa solution s'écrit 
T_T Pr Dh" 
Compte tenu du fait que g, = —À (5), et St=— CET 


on obtient 
St = —w,/ws; VW, = YW = 2,28. (VI.152) 
Pour la loi d'échange de chaleur dans le domaine intermédiaire 
des valeurs de b, on peut adopter la dépendance linéaire, c'est-à-dire 
Y, —=1 —1,28b.. 
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Ainsi, lors de l'absorption asymptotique du gaz, le coefficient de 
transmission de chaleur est égal au débit relatif du gaz à travers la 
surface et devient plus grand par rapport à celui de la surface imper- 
méable. L'absorption du gaz à partir de la couche limite est utilisée 
pour prévenir le décollement de celle-ci sous l’action du gradient 
de} pression positif. 

Le cas d’insufflation du gaz à travers la surface d'échange de 
chaleur (évaporation, sublimation, refroidissement par paroi poreuse, 
etc.) présente de l’intérêt pour de nombreux problèmes appliqués. 

Déterminons les conditions pour lesquelles existent les solutions 
similaires des équations de la couche limite. 

Pour la loi exponentielle de la variation de la vitesse 


w,=—@b/ôx; p—Vrrwef(n); wo =Cz", (VI.153) 
d'où 


= itn (+ ) am D2VCx—Cy(+ —)f (n)z"t. (VI.154) 


Sur la paroi pour y=0, n=—0 et w,=—u,; donc 


wp=—f(0) (ME) x 02 Tr, (V1.155) 
ou 
— m + 1 oo : , 
Wp +0 — | D ] f (0) V'üez/v ’ (\ 1.156) 
‘ w à . 


De cette façon, pour que la fonction f (0) ne dépende pas de z, 
il faut que l’insufflation du gaz change suivant la longueur confor- 
mément à la relation 


DD ae, (VL.158) 


En particulier, au voisinage du point d’attaque (m = 1), w, = 
— const. Pour le contournement d’une plaque plane (m = 0) w, — 
nm AV x. 

La résolution de l'équation de l'énergie sous la forme (VI.82) 
est également justifiée pour les conditions envisagées, seulement la 
fonction f (n) doit être prise pour la couche limite dynamique d’une 
surface perméable. 

Les résultats des calculs de la couche limite thermique à la 
surface perméable pour de différentes valeurs du paramètre de 

2 Loto Up 2 NS Cjox _ 0.332 
perméabilité b, nr 7e CL ar se Ve consignés sur les 
tableaux VI.6, VI.7, montrent que l’insufflation du gaz dans la couche 
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Tableau VI.6 


Valeurs de Nu.Re:{/? dans la couche limite laminaire 
x 


(Tp» Tœ, wW> constants) pour de différentes valeurs 
de b, et du nombre Pr 


Pr Pr 
be 


1,850 2,097 2,99 +0,750 | 0,166 0,166 0,165 

0,722 0,797 0,945 | +1,125 | 0,107 0,103 0,094 

—0,750 | 0,429 0,461 0,523 | +1,500 | 0,052 0,046 0,036 
(4 0,292 0,307 0,332 | +1,87 — | — (Q 


Tableau VI.7 


Valeurs de groupement Nu,Rez 1/? dans la couche limite laminaire 


(Tp: Tæ constants, Pr—0,7) pour de différentes valeurs de b, et m 


m 
b, 

—0,04175 | -0.0026 | 0 | 0.0257 | 0.0811 10.323 0.500 | 1.000 
0,717 0,103 — — — — — — — 
0,750 — — 0,1 — — — — — 
4,000 — — —_ _ — 0,242| — _— 
1,125 — — 0,107 — — — |0,259| — 
1,500 — 0,02514 | 0,0152 — — — — [0,293 
4,554 _ _— = ne 0,087 n = = 
1,674 — — — — 0,109 — — — 
2,001 — — — — — 0,131| — — 
3,000 — _— _ — — — — 10,146 


limite conduit à une diminution brusque des coefficients de trans- 
mission de chaleur. Dans le cas du contournement d’une plaque 
plane à paramètre d'’insufflation 


b.=3-—7-V Re, —1,86 


la couche limite est repoussée de la paroi et le coefficient de trans- 
mission de chaleur s'annule. 


__ Lorsqu'il s'agit d’insuffler un gaz étranger, il convient d'ajouter aux équa- 
tions du mouvement, de la continuité et de l'énergie l'équation de la diffusion 
de ce gaz. Le système d'équations complet de la couche limite compressible 
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à deux composantes est de la forme 


où > 0x ___ dP à e ) : 
Go) o) . 
rs (pw x) FEy (pwy) =0; 


ôC; dC, _ 9 ( 2DE 
PPx + Puy dy dy 1-2 


OcpPx Peply 


_ à oT dwx \2 oT oc: 
= L(a<)+e _. ) +PDiatem—ens) + Et. (VI459) 


Ici C, = p1/p est la fraction de masse du gaz insufflé; D,.+, le coefficient de 
diffusion. 

Les conditions aux limites sont: pour y = 0 w, = 0; wy = wp, T = Tp; 
POUr y — © Wy = Wosy T = Toæs C1 = 0. 

La concentration du gaz insufflé sur la paroi se calcule à partir de l’équa- 
sion du bilan de la masse à la surface d'échange de chaleur qui, pour une paroi 
semi-perméable, est de la forme 


10} 
Ppwp= CiPpwp— D;.2Pp (5), ; (VI.160) 
d'où 
Dis op oc; 
Wn = — _ — . VI.161 
À 1—Cip y }, 


Le système d'équations différentielles (VI.159) est résolu pour certains cas 
particuliers. Ainsi, Eckert et Hartnet l'ont résolu pour le cas de contournement 
d’une plaque par un courant de fluide incompressible à propriétés syaques 
constantes. Ceci en supposant que les propriétés des composantes ne dépendent 
pas de la pression et de la température et se distinguent peu l’une de l'autre. 


Les figures VI.21, VI.22 représentent les distributions de la 
température, de la vitesse et de la concentration en fonction du 
paramètre d’insufflation ÆVRe, (Pp — Pæ) qui est associé sans 


ambiguïté au facteur de perméabilité de la paroi introduit précé- 
demment 


2Pp#p Ppwp ,r— 
be onete © 3 po V A0 


Ici Cox = 0,332/V Re. 
L'analyse des courbes des figures VI.21 et VI.22 montre qu'avec 
la croissance des paramètres d'insufflation, la couche limite s’épais- 


sit, et lorsque sont atteintes les valeurs Re, = 0,619 (ce qui 


correspond à db, = br 1,86), la couche limite se décolle de la 
surface contournée. 
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La figure VI.23 traduit les résultats des calculs numériques 
d'échange de chaleur réalisés par Baron pour l'insufflation de 


D'A/AR: 
A+ 
ERA TETE 


(e) 8 10 12 


Fig. VI.21. nes du Drofil rs vitesse sans dimension dans la couche 
limite laminaire en fonction du paramètre d'insufflation 


l’hélium et du gaz carbonique dans la couche limite laminaire de 
l’air. 11 y a là aussi la courbe relative à l’insufflation d'un gaz 


Fig. VI.22. Profils de température sans dimension Ÿ — — A: et de cuncentra- 
0—{p 


= L 
tion Q = 0 dans la couche limite laminaire pour des paramètres 


1 Fa 1P e e- L4 
‘d'insufflation différents et les nombres de Prandtl: 
Pr=Sc=0,7;: ————— Pr=Sc=1! 


homogène. On remarque sans peine que l’insufflation des gaz « lé- 
gers » fait croître l'efficacité de la protection calorifuge. Ceci est 
dû surtout à l’influence de la chaleur spécifique du gaz insufflé. 
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Gross, Hartnet et autres ont généralisé les résultats des résolu- 
tions numériques des équations de la couche limite laminaire sur 
une plaque perméable et ont proposé la formule suivante pour le 
calcul de l’échange de chaleur local 


ALES 1,82e10 7 Re., 


où € est le rapport des masses moléculaires relatives du gaz du 
courant principal et du gaz insufflé; Qpo, le flux thermique sur la 
plaque imperméable pour la même valeur de Re. 


0,5 1,0 


Fig. VI1.23. Echange de chaleur dans la couche limite laminaire avec insuffla- 
tion et vitesse constante du courant extérieur: 


a — pour des propriétés physiques constantes (Pr + 1: 0,7); b — pour des FrOPE et shysi- 
ques variables et insufflation de CO, dans le courant d'air (Pr = 0,13; = 1,04): c— 
pour des propriétés physiques vartables et 0 0) de He dans le courant d’air (PT 


Les constantes physiques figurant dans le nombre Re, se calcu- 
lent d'après la température déterminante 


Ta = To + 0,5 (Tp — T>) + 0,22 (Th — T oo): 


Sur la base des relations susmentionnées, S. Koutatéladzé [18]. 
a proposé une formule plus commode de la prise en considération 
de l'influence de l’insufflation sur la loi relative de l'échange de 
chaleur pour Re7* = idem 


Y, — (SU/Sto)met* — (1 —— br)". (VI.162) 
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lci br = br/b,. est le facteur relatif de la perméabilité de la paroi 


ber = 1,82e1/3 V1-L0,5 (Tp/T oo — 1) +0,22 (T$/T eo —1); (VI.163) 


by = —F229 Je paramètre thermique de la perméabilité; St,, 
PoWoœoSto 


le nombre de Stanton à la surface imperméable pour la valeur exis- 
tante du nombre Ref*. 

L'expression obtenue pour la loi relative d'échange de chaleur 
d'une plaque semi-perméable peut être utilisée pour le calcul de 
l'échange de chaleur d’une surface non isotherme semi-perméable 
Contournée par un courant subsonique. Dans ce cas l'équation 
intégrale de l'énergie (VI.63) s'écrit 

dRe** Re** T 
—— Te = Res Sto (Ve + br). 


Ici VW, =, (1 — bz)'8, et W, est la correction pour l’allure non 
isotherme et la compressibilité [cf. (VI.142)]. 


Dans le cas général, pour les fonctions données w., AT et br 


de la coordonnée longitudinale sans dimensions X et la surface 
perméable suivant toute la longueur, la solution de l'équation de 
l'énergie par rapport à Re%* est de la forme 


X 

Fr. 1 0,44 A ed "11/2 

Re | Dr Reve | 2e (Wr (1— Br)" + br] AT dx? |". 
0 

(VI.164) 


La distribution de l’amenée du gaz refroidi se trouve d’après 
la formule 


Îp = PpUp = P oÛ or Sto- 
D'après les valeurs obtenues du nombre Re?* la formule (VI.93) 
donne la distribution du nombre St. 
Le nombre local St est déterminé par l’expression 
St = Yr (1 — br) Stos 


‘et la température initiale du gaz de refroidissement, d’après le 
débit connu 


T = Tp — Qp/(Cphp)- 


Mais si c'est la température de la paroi qui est donnée, comme, 
par exemple, lors de l’évaporation d’un liquide ou de la sublimation 
d'une matière de la surface, alors il faut calculer la quantité de la 
vapeur évacuée de cette surface. 
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Dans ce cas le débit de la vapeur se calcule d’après l’équation 
du bilan thermique 
p = Tip. 
Ici r est la chaleur latente d'évaporation (de sublimation). 


En introduisant dans cette équation, comme dans ce qui précède, 
les valeurs de b- et St, on obtient 


br = YK, (VI.165) 


où K — rlepp AT est le nombre de Koutatéladzé. 

En résolVant ensemble les équations (VI. 162) et (VI. 165), on 
trouve le paramètre d’insufflation b+, puis, d'après l'équation 
(VI.164), le nombre Ref’, etc. 

Si l’on donne les paramètres du courant extérieur, la tempéra- 
ture de la paroi et la température initiale du gaz de refroidissement 
amené à travers la paroi poreuse 7”, le débit du gaz de refroidisse- 
ment se calcule également à partir de l'équation du bilan 


Ego = Jpcpp AT”, 
où AT =T,—T. 
Après l'introduction des grandeurs b- et St on obtient 
br = Y, AT/AT. (VI.166) 


Ainsi, en comparant les expressions (VI.165) et (VI.166), notons 
que pour une plaque la condition b; — const est équivalente à la 
condition TZ, = const. 


8. Echange de chaleur en présence des réactions chimiques 


En présence des réactions chimiques dans la couche limite 
l'expression du flux thermique (sans tenir compte des diffusions 
thermique et barométrique) est d’après l’équation (VI.31) de la 
forme 


—g=| Le + > (pDi—= =) SL].  (VIA67 


Ici Ch = à Cic; est ce qu’on appelle la chaleur spécifique figée 


du mélange; k; = h; — h*, l'enthalpie totale qui comprend aussi 
bien l’énergie thermique que chimique; k, — hk; + wi/2, l’enthal- 
pie totale du freinage. 
Récrivons *SAHAHON (VI.167) de la façon suivante 
nn À. _Rr dCi ET - dCi] 
= [e 2h a x A &y J’ 
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c’est-à-dire la valeur relative de l'énergie thermique transmise par 
deux mécanismes dépend aussi bien du rapport des énergies chimi- 
que et thermique, que de la valeur du nombre de Lewis-Sémionov 


Le = pD IC p/h 


Si le nombre Le = 1, alors —q= …. indépendamment du 
Cp Oy 

mécanisme d'échange de chaleur et de la vitesse des réactions chimi- 
ques au sein du mélange. Dans ce cas, l'équation différentielle de 
l'énergie, écrite à l’aide des enthalpies totales du freinage, ne con- 
tient pas la vitesse de la formation des composantes isolées et a la 
même forme que l'équation ordinaire de l'énergie pour le gaz non 
réagissant. Par conséquent, dans ce cas le flux thermique q dépend 
essentiellement de la différence des enthalpies totales sur la paroi 
et dans le courant, et ne dépend pas de la disposition de la zone des 
réactions chimiques. Pour la plupart des mélanges de gaz la valeur 
du nombre Le 1, et les propriétés de transfert dépendent faible- 
ment de la composition du mélange ; c’est pourquoi une telle appro- 
ximation est admissible. Une simplification analogue du problème 
a été utilisée pour la première fois par Schwab et Zeldovitch dans 
l'exploration de la flamme de diffusion laminaire. 

Interaction entre le courant et le matériau de la surface. Exami- 
nons la question de l’interaction entre la couche limite réagissante 
et la surface. Pour les phénomènes qui nous intéressent, le trait 
commun est la marche simultanée des réactions chimiques à l’état 
de gaz et des réactions entre la surface solide et la couche limite 
réagissante. Pourtant, si on envisage les concentrations partielles 
des composantes du mélange réagissant, même dans le cas de la 
triple analogie, lorsque Le = Pr — Sc — 1, comme nous l'avons 
déjà dit, les distributions de la concentration, de la température et 
de la vitesse ne sont pas identiques. 

En introduisant les concentrations totales des éléments du 


mélange, nous éliminons cet inconvénient. La liaison entre C; 
et C, est donnée par l'expression 


C; = 2 Ta rCh (VI.168) 


où C; est la fraction de masse de l’i-ième élément ; r;», la fraction 
de masse de l’i-ième élément dans la k-ième composante; C;, la 
fraction de masse de la kÆ-ième composante. 


Puisque C ; — const, il vient 


ac, =0= D rar dCh (VI.169) 
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Examinons l'écoulement près de la surface dont le matériau 
s'évapore intensément, les vapeurs du matériau de la surface réagis- 
sant avec la couche limite chauffée composée du mélange des molé- 
cules et des atomes d'oxygène et d'azote. Dans ces conditions la 
couche limite peut être le siège des réactions simultanées suivantes 


E +0 = EO0; E+20 = E0,; E+N = EN; 
2E +0, 2E0; E + 0, EO,; 2E + N, = 2EN; 
0+0 =0,; N+N Ne 


Alors, en vertu de l'égalité (VI.168), pour les fractions de masse 
de O, Net E, on obtient 


Ce = Ce + rgoCeo + rr,r0.Cr0s + rEENCEN, 
Cx = CN + CNe + TN,ENCEN ; 
Co = Co + Co, + romoCoe + roro,Cro.. (VI.170) 
En utilisant l’équation (VI.168), on a pour dC£ 
dCm = —re godCEo — rr,80:dCpo, — re,ENdCEN. (VI.171) 


Des égalités analogues peuvent s'obtenir pour les autres frac- 
tions de masse. 


Les réactions qui marchent dans la couche limite peuvent s’ac- 
compagner soit de l'émission de la chaleur lors de la formation des 


composantes, soit de l'absorption de la chaleur lors de la dissocia- 
tion. 


La variation de l’enthalpie pendant la réaction avec p = const 
est caractérisée par l'effet thermique de la réaction AQ, = —AH. 
La réaction de la formation peut s’écrire 


m n 
>, a;À; = ÿ b,B;, 
n 


où a;, b, sont les coefficients stœchiométriques ; A;, B3, les symboles 
des éléments chimiques; il vient 


—AH=Y a;H 1 —- D bia. (VI.172) 
î : 


Ici H,, est l'enthalpie molaire de l'A-ième élément chimique. 
Introduisons la notion de l’enthalpie spécifique définie par 
l'égalité 
ha, = Ha, BA, 


Ici HA, est la masse moléculaire relative de l'élément chimique 4. 
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L'effet thermique spécifique de la réaction de l’élément peut 
s'obtenir à partir de l’égalité (VI.172) sous la forme 


m 2=7 


PPDA PR IRL LS ET PR ur,bihe,) - (VI.173) 
Ha, A! î 


Ainsi, pour la réaction E + O = EO, 


| | 
GE — ao = aro=1; AQro= ho + Ho MEhE MT Ueohpo. 


Multiplions et divisons le deuxième membre de l'égalité obtenue 
par Uro (masse moléculaire de EO) et, en notant que, par exemple, 


Pol) oo —— 


Frontière de la couche limite 


Ew,) Surface de Séparation 
Qaz-corps solide 


s 
N 
\7 bw, PE» 


NE NN 


= 


AT É 


Fig. VI.24. Flux thermiques schématisés sur une surface réagissante 


Lo | UEo = ro,ro, Calculons la valeur de l'effet thermique spéci- 
fique 


s 1 æ 
— ho+ EE Rp — —— hpo. VI.174 
AQro = ho+ TO.EO À r£.EO PO À ) 
D'une façon analogue déterminons les effets thermiques spécifiques 
des réactions restantes. 
Les chaleurs de dissociation de l'oxygène et de l’azote valent 
respectivement 


AQo, = 2 (ho — ho,) , AQx, 2 2 (An — hx,). (VI.175) 


Flux thermique en présence des réactions chimiques dans la 
couche limite laminaire pour Le — 1. Composons l'équation du 
bilan de la chaleur à la surface réagissante (fig. VI.24). Comme nous 
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l'avons montré précédemment, dla chaleur est transférée vers la. 
surface par conduction et diffusion 


a (RÉ 3 (e0e a 


En même temps, le flux d’ is (pwy)php s’ échappe de la surface. 
vers la couche limite, et du côté de la paroi s'amène le flux d'enthal- 
pie (ow,)phE,, où h, est l’enthalpie totale du mélange des gaz à la 


surface ; hkE., l'enthalpie du matériau de la paroi à la température 


de la surface. 
Si on néglige l’échange de chaleur par rayonnement, on obtient 
l'expression du flux thermique global qui pénètre dans la surface 


fs — —Qp — (pwy)php + (ew,)phe,. 


En portant dans cette équation l'expression de qg,, on obtient 


as =| = di 2 (pi. ——) Roy rs L” 


— (pur) Rp + (ow,)phe. (VI.176) 


Si le nombre Le = 1, il vient 
y = {ho | _ LE 
= = (SE), = St pattes {Lhoe — hr] + 5}. 


Introduisons dans l'expression (VI.176), comme dans le cas de la 
paroi perméable, le paramètre d'insufflation 


Du == CPE, 
7 PoWoo St 


et la chaleur latente d'évaporation de la surface h4. Ainsi, pour la 
réaction Es + E gaz 


Eso + lo he, 


De la sorte, lorsque le nombre Le — L le flux thermique vers 
la paroi peut s’écrire 


Qs = Paoo St {(Roo — hp) + Wée:2—brhp+ br, (he, —he)}. (VI.177) 


Par définition, écrivons la différence des Mes du mélange 
des gaz de la façon suivante 


(20% — h,) = > {CimhOico — Ciplip} en 2 Ci (Rois — hip) EE 
+ D Rip (Cie — Cip). … (VI.178) 
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La composante E n’est présente que dans la couche limite, c’est-à- 
dire Ce» — O; réunissons donc les équations (VI.177), (VI.178) 
pour obtenir 


+ D hip lCico —(1+ br) Cinl + ke, (dr, —(1+ br.) Ce ] —br.he). 


ir#E 
(VI.179) 


Si on utilise les expressions du type (VI.174), (VI.175), l’équa- 
tion (VI.179) peut également s’écrire à l’aide des effets thermiques 
de la réaction. Simplifions l'équation (VI.179) en utilisant les 
conditions aux limites. 

Comme nous l'avons montré dans le cas de la triple analogie 
{Le = Sc = Pr = 1), si on introduit la concentration totale, les 
équations différentielles de l'énergie et de la diffusion de la couche 
limite deviennent identiques, d’où il s'ensuit que lorsque les condi- 
tions aux limites sont identiques, la distribution de l’enthalpie 
totale du freinage et des concentrations est identique elle aussi. 

Ainsi, pour la! composante O on peut écrire 


(Co — Cop)/(Cox — Cop) = (Ro — hp)/(hox — hp). (VI.180) 


A la surface d’un corps, pour toute composante, sauf E, le flux de 
masse global doit disparaître, c’est-à-dire le flux de masse de dif- 
fusion de la composante doit être égal au flux convectif 
7 oCs _ : 
Pr Cip— (pDi2 Ge },= 0, iE. (VI.181) 


Pour un élément de la surface, le flux global de la masse est égal 
au flux du matériau qui s'évapore à partir de la surface 


: ? oc 
Pop = PpWrCEp — (PDi.2- 8 ).- (VI.182) 


En portant (VI.180) dans (VI.181) et en dérivant, on obtient 


PpWpCip = pDi-2 Lie Ci) (52), 


(howæ—hp) \ 04 


Introduisons dans cette relation le paramètre d’insufflation bz, 
et le nombre St pour obtenir 


CiolCip = br, +1, iE. (VI.183) 
Ici br, = ppLp/p où œ9t. 
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Et enfin, en y portant la valeur de C, définie par les relations 
(VI.170), on trouve 


(C5 Ci) — (Ori + 1) (C5 + Ci) = 
= (bras + 1) (ri, m5Ce5 + ri, si.Cris)p. (VI.184) 
[ci j = 0, N; Je = Oz, Ne- 

Une relation analogue peut s’obtenir pour la composante E en 
tenant compte qu'à la frontière extérieure de la couche limite 
Ce —= 0 l'équation (VI.182) devient 

Ce, = br /(br, + 1). (VI.185) 
En utilisant les relations (VI.184), (VI.185) et (VI.174), (VI.175), 
l'équation (VI.179) peut être ramenée à la forme 
Ga = DœolboSt | N° C 300 (A 100 — hp) + WË/2 +- 
î em” 
EE à 
+ ÈS Ce —(bni+1) (Cyr, 25Cr)p] AQci — 
a 
_— A (Ci, — (br: +1) C5, AQi:— brio}. (VI.186) 


4) 


% 

Dans cette expression, pour simplifier, on n'examine pas les réac- 
tions qui conduisent à la formation des bioxydes. du fait qu'aux 
températures élevées les surfaces de concentration FE, sont très 
petites. Cette équation. obtenue sous l'hypothèse que Le — Sc = 
— Pr = 1, permet de dégager divers facteurs qui en présence des 
réactions chimiques dans la couche limite influent sur l'échange 
de chaleur. 

Ainsi, le premier terme détermine le transfert de chaleur par 
conduction; le deuxième, la dissipation dans la couche limite; 
le troisième. la chaleur qui se dégage dans la réaction chimique 
pendant la formation des composantes; le quatrième, l’absorption 
de la chaleur pendant la dissociation des composantes ; le cinquième, 
l'absorption de la chaleur par évaporation (sublimation) de la 
surface. 

De la sorte, la diminution de la vitesse de formation des compo- 
santes, l'accélération de la dissociation et de la sublimation condui- 
sent à une diminution notable du transfert de chaleur à la surface. 

L'analyse de l'expression obtenue pour le flux thermique (VI.186) 
montre que si l’on connaît les conditions aux limites, on peut, sous 
les hypothèses adoptées, calculer la valeur du flux thermique sans 
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tenir compte des phénomènes dont la couche limite est le siège. 
Pourtant, il convient de retenir que la grandeur gs dépend sous 
une forme implicite, par l'intermédiaire du nombre St, des proces- 
sus qui marchent dans la couche limite. Pour calculer le nombre de 
Stanton figurant dans l’équation (VI.186), il faut résoudre l’équa- 
tion intégrale de l’énergie pour des conditions aux limites concrètes. 

Calcul de l’échange de chaleur par convection à la surface chimi- 
quement réagissante. Lorsque le nombre Le — 1 et les propriétés 
de transfert sont indépendantes de la composition du mélange, le 
flux thermique ne dépend pas de la disposition de la zone des réac- 
tions chimiques. 

Par conséquent, on peut supposer que les réactions chimiques 
ne marchent que directement à la surface du corps. Dans ce cas, la 
composition du mélange de gaz dans la section droite de la couche 
limite est déterminée seulement par les processus de convection 
et de diffusion des produits de la réaction des substances réagis- 
santes. Une telle couche limite est dite stabilisée. 

De cette façon, le calcul de l’échange de chaleur en présence des 
réactions chimiques sous l’hypothèse d’une couche limite stabilisée 
(immuable) ne doit pas se distinguer en principe du calcul analogue 
de l’échange de chaleur à une surface semi-perméable. Dans ce cas 
les lois de l'échange de chaleur (VI.142), (VI.162) qui rendent 
compte de l’allure non isotherme et du courant transversal de la 
substance sont également justifiées. 

Pour le cas du contournement d’une surface non isotherme par 
un gaz réagissant compressible, l’équation intégrale de l'énergie 
est de la forme 


dRe 
TX + Re** | 


141 dAh: 


re x] RerSto(W, + br). * (VI.187) 


où Y, — Yr (1 — br)". 
La solution de cette équation différentielle linéaire s’écrit 


0,44 


+ — [5 
Re — Aho |. Pr" 


X 
Reos | u(14—u2)"T VE 
0 


71/2 


X [F,(1—d4)43 + b,] Aho dX J + (VI:188) 
La valeur du nombre local de Stanton est donnée par l’équation 


= (VI.189) 


— Res*Prif 


L'intensité de l’évaporation (combustion) de la surface se détermine 
d’après l'expression 


Ïp = (OW,)p = PoLobr, St. (VI.190) 
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Comme nous l’avons montré précédemment, le paramètre d’insuf- 
flation br, peut s’obtenir en calculant la composition équipondérale 
d’après une équation analogue à (VI.185). 

Le flux thermique global qui pénètre la surface se calcule à l’aide 
de l'équation (VI.186). 

Si on porte dans l'équation (VI.187) l'expression correspondante 
de la loi d'échange de chaleur justifiée pour la couche limite turbu- 
lente, la méthode de calcul de l’échange thermique en présence des 
réactions chimiques, examinée dans ce paragraphe devient égale- 
ment applicable au calcul de la couche limite turbulente. 

Dans les équations (VI.188), (VI.190) la température de la surfa- 
ce d'échange de chaleur doit être donnée. Pourtant, souvent c’est 
une grandeur à établir, ce paramètre étant défini non seulement 
par les réactions chimiques à la surface du corps et l’intensité de 
l'échange de chaleur avec le courant incident de gaz, mais encore 
par l'intensité de l'évacuation de la chaleur dans le corps solide. 

Dans certains cas on peut négliger l'évacuation de la chaleur 
à l’intérieur du corps (par exemple, lors de la sublimation du carbo- 
ne); la température de la surface est alors déterminée par l’équa- 
tion (VI.186) sous l'hypothèse que gs = 0. 

Dans un autre cas limite on peut admettre que la vitesse de 
sublimation est stationnaire et la substance sublimée s'échauffe 
depuis une certaine température initiale 7, jusqu’à la température 
de la surface T,, c'est-à-dire 


T 
p 
Ge = Op | CrdT =ppurpCr(Tp—Ti). (VI.191) 
Ti 
Compte tenu de (VI.191), l’équation (VI.186) entraîne 
bnCe (Tp— Ti) = Aheg — briho. (VL.192) 
où 
Aher= À Ci (Rio — hi )+wa/2+ ..., (VI.193) 


CÆ est la capacité calorifique du matériau de la paroi; d’où 
Th — T ; + Aher/(br.C E) —_— he!C 5: (VI.194) 


En toute rigueur, les équations (VI.193), (VI.194) sont résolues par 
approximations successives ou par méthode graphique. Dans ce cas 
il est commode d'écrire (VI.192) de la façon suivante: 


br, (Ce (Top — Ti) + hol = Aer: (VI.195) 


Les premier et deuxième membres de l'équation dépendent de la 
température de la surface, cette dernière s'obtient par résolution 
graphique de l'équation (VI.195). 


16% 
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$ VI.3. Convection forcée sous l’écoulement turbulent 
d’un liquide 


1. Formation de l’écoulement turbulent 


En étudiant le mouvement de l’eau dans des tubes circulaires. 
O. Reynolds a été le premier à établir qu’un fluide peut se déplacer 
suivant l’un des deux régimes, laminaire ou turbulent. 

Dans le cas de l'écoulement laminaire, les particules du fluide 
suivent des trajectoires parfaitement définies. Comme l’a montré 
l'analyse des résultats de la résolution décrite dans ce qui précède, 
les lois générales de l'écoulement laminaire sont décrites par l’équa- 
tion de Navier-Stokes. 

Cependant, sous des conditions définies, avec l’augmentation 
de la vitesse, le mouvement laminaire perd sa stabilité, les pertur- 
bations initiales, en se développant. produisent une nouvelle forme 
de mouvement qui est un mouvement chaotique des masses du fluide. 
Les processus de formation et d’évolution des mouvements de cette 
sorte ont un caractère aléatoire, et leur étude impose une approche 
statistique. Cette forme de mouvement est très fréquente dans la 
nature et porte le nom d'écoulement turbulent. 

O. Reynolds a montré que le passage d’un régime à un autre 
se produit lorsque le nombre Re atteint une valeur définie. Ainsi, 
de nombreuses expériences ont permis d’établir que l'écoulement 
d’un liquide dans des tubes circulaires a toujours une allure laminai- 
re, si Re < 2200, où Re = w, d/v; d, le diamètre du tube; &moy; 
la vitesse moyenne. 

L'’écoulement est alors stable quelles que soient les perturbations. 
La valeur mentionnée du nombre Re s'appelle nombre de Reynolds 
critique (Re...) ; il détermine la limite inférieure du régime laminaire. 
Pour la limite supérieure de Re les expériences n'ont pas permis 
d'obtenir une valeur définie. cette limite étant repoussée à de mul- 
tiples reprises par la création des conditions artificielles spéciales 
(entrée progressive, surface lisse, etc.) jusqu'à Re — 5:10*. 

Dans la région de transition Re,, < Re  5-10* l’écoulement 
est instable. et toute perturbation, même infime, conduit au régime 
turbulent. 


Une étude minutieuse de l'écoulement d'uu fluide dans des tubes avec 
Re — Reçr a montré que dans la même section du tube les régimes laminaire 
et turbulent se succèdent l'un à l’autre. Ce phénomène porte le nom d'« alter- 
nance ». Celle-ci doit son origine à la turbulence qui apparaït dans des régions 
discrètes du courant sous la forme de bouchons dont l'étendue dépend du nom- 
bre Re. La mesure quantitative de l'alternance est donnée par le coefficient d’al- 
ternance y, qui est la part du temps pendant lequel subsiste dans la section don- 
née un écoulement turbulent. 

La figure VI.25 represente les courbes de pulsation de la composante longi- 
tudinale de la vitesse dans la région de transition (Re, — 2-10%, le degré de 
turbulence du courant extérieur & = 0,0025 %) des points qui reposent à l’in- 
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térieur de la couche limite. On y distingue nettement les domaines alternants 
de l'écoulement laminaire et turbulent. Les phénomènes transitoires ayant lieu 


| 0,018 


Fig. VI.25. Diagrammes des pulsations de la composante longitudinale de la 
vitesse dans le domaine transitoire du courant dans la couche limite d’une plaque: 


a — courant laminaire: b — courant turbulent: y — 0,4 mm - courbe supérieure: y = 
= 2,1 mm — courbe inférieure 


dans la couche limite, en plus du nombre Re et de l'intensité de la turbulence, 
dépendent encore de facteurs tels que la variation de la pression à la frontière 
extérieure de la couche limite, l’état de surface, le courant transversal de la 
matière, la compressibilité et l’allure non isotherme. 


O 0,04 0,12 0,20 0,28 0,36 


Fig. VI.26. Influence du degré de turbulence & sur Re.- pour une plaque plane 
contournée dans le sens longitudinal (d'après les données de Schubauer et 
Scremsted) : 


1 — courant laminaire; 2 — courant turbulent 


Ainsi, sur une plaque à bord d'attaque effilé contournée par un courant 
d'air le pee du régime laminaire au régime turbulent dans la couche limite 
se produit à la distance x du bord d'attaque. définie par l’égalité 


Recr = (& œ7/V œ)cr — 0,35 — 2,8-108. (V 1.196) 


. La valeur de Re. dépend de l'intensité initiale du courant incident. La 
figure VI.26 représente les résultats des mesures de Schubauer et Scremsted [16]. 


246 ÉCHANGE DE CHALEUR PAR CONVECTION [ICH. VI 


Les courbes montrent qu'avec la diminution de l'intensité de la turbulence la 
valeur du nombre Rec- augmente d'abord, puis avec # = 0,0008, après avoir 
atteint la valeur Rer = 2,8-106, reste constant, alors que l'intensité de la tur- 
bulence continue à décroître. Ceci signifie que sur une plaque contournée longi- 
tudinalement pour Re.- il existe également une frontière supérieure. 

La grandeur Re, est aussi sensiblement influencée par la variation de la 
pression à la frontière extérieure de la couche limite. Ainsi, dans un écoulement 
convergent la valeur du nombre Re est bien plus grande, et dans un écoulement 
de diffusion, bien plus petite que lors du contournement d'une plaque. C'est 
pourquoi dans la région convergente de la couche limite, où à la surface exté- 
rieure de la couche limite le courant est accéléré, le passage au régime turbulent 
retarde, en se déplaçant en aval suivant le courant. et dans la région de diffu- 
sion, au contraire, il apparaît plus tôt. 


2. Equations de la couche limite turbulente 


Les équations différentielles du mouvement, de la continuité, 
de l'énergie et de la diffusion pour le mouvement moyenné dans 
la couche limite turbulente d’un fluide compressible s’obtiennent 
par évaluation comparative de la valeur des termes figurant dans 
le système (VI.68)-(VI.73). En conservant dans ces équations les 
plus grands termes de même ordre, on obtient pour la couche limite 
turbulente compressible plane le système suivant: 


9 ns = + | Re — je) : 
es + Eu = 0: 
pi + pu, = 2 (pp TT). (VI.197) 


Les équations intégrales du mouvement, de l'énergie et de la 
diffusion de la couche limite turbulente se déduisent de (VI.197) 
à (VI.199), de la même façon que dans le cas de la couche laminaire, 
et ont la même forme *): 


*é Co 
A + f Rer (2+ AH) =Rez —(Y+b); 


d Reÿ* Ref dAT 
Tax ar ax — Rec Sto(s + br); 


dRe Rep dAC | 7 
nt qu = Rer Stp (Wn+bp). (VI.198) 


*) Ces équations peuvent également s'obtenir en considérant le bilan de 
Ja quantité du mouvement, de l'énergie et de la matière pour un volume élé- 
mentaire du fluide. 
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Toutefois. comme nous le montrerons dans ce qui suit, à la diffe- 
rence de la couche limite laminaire, les lois de résistance, d'échange 
de chaleur et de masse ne peuvent pas s’obtenir analytiquement par 
résolution du système d’équations différentielles (VI.197), du fait 
que ce système n’est pas fermé. 


3. Contrainte tangentielle turbulente, 
flux thermique et de diffusion 


En comparant les équations différentielles de la couche limite 
laminaire avec les équations de la couche limite turbulente obtenues 
pour des valeurs moyennes, on voit sans peine que dans la couche 
limite turbulente apparaissent des contraintes de frottement, des 
flux thermique et diffusif complémentaires, définis par les relations 


Tr — —j ss 117 —Cp] yO Îr ee. —jyC". (VI.199) 
Ici j, est la composante pulsative du débit, donnée par la relation 
PWy = QWUy + Jye (VI.200) 


L'égalité (VI.200) permet de récrire la relation (VI.199) sous la 
forme 


si jnlx 7 [(o + Ô) (w, + y) — pw,] Vx — 
= PL Es + D yOUx nu Ov; 
fi Cpin® — Ch [(o + Ô) (w, a LD) Tr ow,] 6 — 
= Ch (pvyO + w,09 + vô,0 ); 
—ÎTr = ÎyC" SE [op + Ô) (w, + Uy) — pw,) C" = 
= (pv,C" + w,6C" + ôv,C')» (VI.201) 
Ici les quantités à, 9 et C" sont déterminées par les relations 
p=p+ô, T=T+86; C=C+C. 
Dans le cas de l'écoulement d’un fluide incompressible (ô — 0) 
les relations deviennent bien plus simples pour s'écrire 


TU —O0yUs; Qt = —ChO0yO: je —=—pv,C". (VI.202) 


Si on admet que la pulsation de la densité est associée seulement 
à celle du champ thermique, c'est-à-dire si o = o (T7) et ne dépend 
pas de la pression. il vient 


ô —p—p = —pf0. 
Ici B — 1/T est le coefficient d'expansion volumique. 
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Dans ce cas les expressions du frottement turbulent, des flux 
thermique et de diffusion (VI.201) peuvent se récrire 


Tt = —QUrly (1 — B); gr — —ChPUyO (1 — Bi); 


/ — w v,0 +v vyO 
Îe = —pv,C (1 — Bp) ; B = —"—""— ; 
VyUxT 
w,9?+62v, PAALE ALT É 
EE ———— = ——_—— VI.203 
Pr v,OT Po vyC+C'  ? Ne 


où les coefficients B, Br et Bn tiennent compte de l’influence de la 
température, de la concentration et de la vitesse sur les grandeurs 
Ttr Ju et Jt- 

Les équations (VI.203) amènent que dans la couche limite turbu- 
lente il existe entre les flux de l’impulsion. de la chaleur et de la 
masse une liaison étroite qu’on utilise largement dans les calculs 
des processus d’échange de chaleur et de masse. 


4. Théories semi-empiriques du transfert turbulent 


Comme nous l'avons dit plus haut, le système (VI.197) se distin- 
gue des équations correspondantes de la couche limite laminaire 
par des termes complémentaires j,v,, c,j,9 et j,C’, qui peuvent 
être interprétés comme des contraintes « reynoldsiennes » complé- 
mentaires du frottement turbulent, et des composantes du flux de 
chaleur et de masse provoqué par la turbulence. 

Les composantes turbulentes de transfert mentionnées ne peu- 
vent pas être définies par résolution du système d'équations (VI.197) 
et des conditions aux limites, établis pour des grandeurs moyennes. 
On se rend donc compte depuis longtemps qu’il est nécessaire d’in- 
troduire des hypothèses non liées aux équations de l'écoulement 
turbulent moyenné. Ces hypothèses, qui, avec une précision suffi- 
sante pour des buts pratiques, permettent de résoudre certains pro- 
blèmes de la couche limite, sont à la base d’une branche spéciale 
nommée théorie semi-empirique de la turbulence. Ces hypothèses 
associent la viscosité apparente et le flux thermique aux paramètres 
de l'écoulement moyenné. 


Transfert d’impulsion. Pour la contrainte turbulente de frottement cette 
hypothèse a été énoncée pour la première fois par Boussinesq qu a propose 
d'exprimer le frottement turbulent par une expression analogue à la formule de 
Newton 


tt = À, dw,/dy, 
où À, est le coefficient d'échange turbulent. A la différence de la viscosité dy- 
namique, la grandeur À. dépend de plusieurs grandeurs. ÿ compris la distribu- 
tion de la vitesse moyennée w.. 
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Mais la relation entre le coefficient d'échange turbulent et le champ des. 
vitesses moyennées a été joe la première fois indiquée par Prandtl. Pour ex 
ser ses idées, considérons le cas de l’écoulement plan d’un fluide incompressible. 

Admettons que la direction de l'écoulement moyenné coïncide avec l'axe 
des z; alors w, = w, (y); wy = 0; w, = 0. 

Dans ce cas la contrainte de frottement s'exprime par la formule 


= —Pr,vy = À; dw,/dy. (V1.204) 


D'après Prandtl, la pulsation de la vitesse z, normale aux lignes de courant du 
‘déplacement moyenné doit être du même ordre que la pulsation longitudinale 


Fig. VI.27. Illustration de la notion de longueur de mélange 


de la vitesse v, et proportionnelle à la différence des vitesses entre les couches 
(fig. VI.27): 


le lyT l du, dy. 


En portant la relation obtenue dans l'équation (V1.204), on obtient la formule 
de Prandtl 


+ — nombre l* (0w,/dy)°. 


Prandtl a donné à la grandeur ! le nom de longueur de mélange, ce qui a fait 
donner à la théorie semi-empirique de Prandti le nom de « théorie de la longueur 
de mélange ». 

La formule de Prandtl peut s'obtenir également à partir de la théorie des. 
dimensions, si on admet que l'écoulement turbulent permet de négliger l'action 
de la viscosité moléculaire par FAppOre à la viscosité turbulente. 

La viscosité apparente ou coefficient de diffusion de la quantité de mouve- 
ment À, qui figure dans (V1.204) doit, dans le cas général. être fonction de la 
densité et de la distribution de la vitesse moyennée, c'est-à-dire de l’ensemble 
des valeurs des dérivées dw. dy, d°w,/ôy®, . . . Admettons en première approxi- 
mation que À, peut être mis sous la forme de produit des fonctions exponentiel- 
les de la densité et de la dérivée première de la vitesse 


A4 = pa (ôw,/oy}v. (V1.205} 
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Calculons les exposants a et b par la méthode de la théorie des dimensions. 
Les dimensions de la masse, de la longueur et du temps (M, L, T) sont alors 
exprimées de la façon suivante 


LAol= Re = MLIT- ; [Pl=ML-S; [dw,/dy] = T1. 


En portant les dimensions obtenues dans l'équation (VI.205) on trouve 
ML-IT-1 = [ML]ja [T-1jb = MeLsoT-». 
La comparaison des exposants des dimensions de même nom fournit le système 
d'équations Ro définir les exposants du système: 3a = 1; a = 1/3; b = 1. 
Ce système uations est irréalisable, ce qui traduit l'impossibilité physique 
de la relation de la forme œ 1.205). Complétons cette dernière par le facteur 
contenant la longueur portée à une certaine puissance c: 
. Ag = pen (dw,/ay}v. 

Après avoir effectué des opérations analogues, on obtient le système d'égali- 

tés suivant : 
c—3Ja= 1; b=1; a=i, 


possédant la solution unique: a = 1; b = 1; «= 2. Par conséquent, 4, = 


= pl du. ‘dy; + = pl (dw,/dy)*. 11 est plus correct de mettre cette dernière 
expression sous la forme 


tt pl? FE ( TE je (VI.206) 


du fail que le signe de la contrainte tangentielle est déterminé par le signe de la 
dérivée. 

Comme il est devenu clair par la suite, le schéma adopté par Prandt] n'est 
pas justifié physiquement, puisqu'en fait dans un écoulement turbulent le 
transfert de l’impulsion est assuré par le spectre des pulsations. Pourtant cette 
hypothèse s'est avérée très efficace pour Île calcul des paramètres moyennés 
de la couche limite turbulente. 

En considérant l'écoulement turbulent plan d'un fluide incompressible 
et en retenant que sur une paroi la contrainte turbulente de frottement est nulle 
(absence du mouvement de pulsation), on peut admettre que dans la couche 
limite la longueur de mélange est proportionnelle à la distance jusqu'à la paroi 


L = y, (VI.207) 
où 7 est une constante universelle établie par expérience. 
Compte tenu de la relation (VI.207), l'équation (VI.206) devient 
tt = pX°y® (du, /0y)°. (VI.208) 


La distance d'échelle Z peut également être formée d’une autre façon. Par 
exemple, le rapport de la dérivée premiere à la dérivée seconde de la vitesse 
moyennée suivant la coordonnée donne une certaine longueur caractéristique 
du champ des vitesses. Ainsi, en adoptant 


1= — 


low, | dw, 
 —X 9 
(1 y / GE ? (VI.209) 


on obtient l'expression 


. > [A 0 0 
= p}2 ee | (LE) [9 
= px (| me) (VI.210) 
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Le signe moins de (V1.209) est nécessaire pour qu’il y ait Z > 0 pres de la 
paroi, où, généralement, 
ôw Joy > 0, et dw,/ôy° < 0. 
La formule (V1.210) a été proposée pour la première fois par Von Karman. 
Transfert de chaleur et de masse. Dans un courant turbulent 
plan d’un fluide incompressible l'expression du flux de chaleur 
et de masse provoqué par le brassage turbulent est de la forme 
Qt — —ChP0y0, Ît = —pv,C". 


Ceci signifie que les pulsations v, transportent une quantité de 
chaleur et de masse dans le sens perpendiculaire au courant princi- 
pal. Par analogie avec le processus de transfert de l’impulsion, on 
peut donc admettre que 


0 — 1, 0T/ôy; C’ = ln 0C/ôy, 


et ceci conduit à une hypothèse analogue à celle de Prandt] pour 
le transfert d’'impulsion 


dwx AT dx dt : 
qi = PCpltl L dr: je=plol ET, (VI.211) 


où /, et L, sont certaines échelles linéaires, dans le cas général dif- 
férentes de L. 

En introduisant les coefficients de transfert turbulent de chaleur 
A4 et de masse À», par analogie avec l'expression (VI.204) les 
flux de chaleur et de masse peuvent s'écrire sous la forme 


aT | dC 
Qi — ChAa dy r Ît = Ah ay à (VI.212) 


A la base de la théorie du transfert turbulent repose l’idée sui- 
vant laquelle les mêmes volumes, ou « moles » de fluide. transpor- 
tent simultanément une quantité de mouvement, de chaleur et de 
matière. Dans ces conditions on peut supposer que pour le cas consi- 
déré les coefficients de transfert 4.. 4, et À D doivent être égaux 
entre eux. Ceci est possible si au cours du transfert les « moles » 
n'interagissent pas avec le milieu ambiant. En réalité il n’en est 
pas ainsi: lors de leur déplacement. les « moles » interagissent avec 
le milieu par rapport auquel elles se déplacent. La différence 
entre les coefficients de transfert est alors conditionnée par l’allure 
particulière de l'interaction moléculaire (dynamique. thermique. 
etc.) du caloporteur avec le milieu. 

Aussi, tout comme dans le cas de l'écoulement laminaire. la 
liaison entre les mécanismes du transfert turbulent de la quantité 
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de mouvement, de la chaleur et de la masse est-elle définie par les 
nombres caractéristiques de la turbulence Pr. et Sc: 


Pr; = CpUt/À = Ax/A3; SC: = A ,.'A D° 


D'après les mesures de différents auteurs, pour les conditions de la 
turbulence au voisinage de la paroi ces grandeurs sont proches de 
l'unité ( —0,9). 


5. Distribution des vitesses. des températures 
et des concentrations dans la ie 
de la couche limite turbulente plane adhérente à la paroi 


Les lois empiriques de Prandtl (VI.208) et de Von Karman 
(VI.210) permettent d'obtenir les lois de distribution des vitesses 
dans la couche limite turbulente. 

Les idées modernes sur la structure de la couche limite turbulente 
sont fondées sur la division de la couche limite en trois régions qui 
diffèreut entre eux par l'allure de l'écoulement. 

Au voisinage immédiat de la paroi il existe une zone de la sous- 
couche visqueuse dont l'épaisseur atteint 1 % de l'épaisseur totale 
de la couche et où le rôle principal est assumé par les processus de 
transfert moléculaire. La sous-couche visqueuse est liée à la partie 
complètement évoluée de la couche limite turbulente par une région 
transitoire. Dans cette dernière, la contrainte laminaire de frotte- 
ment est commensurahle avec la contrainte turbulente. Dans la 
région complètement évoluée de la couche limite turbulente le 
frottement turbulent présente une importance décisive. 

D'après l'équation du mouvement, dans la couche limite turbu- 
lente la contrainte de frottement totale peut être mise sous la forme 


rt = u 0w,/0y + %. 


En portant dans cette expression la valeur de 7, définie par 
l'égalité (VI.206), on obtient 


t=uonw,/ô0y + pl? (ôw./0y)°. " (VI.213) 
Dans la région de la sous-couche visqueuse 0 << y << y, 
t = u dw,/0y. (VI.214) 


Mettons les relations (VI.213) et (VI.214) sous la forme sans dimen- 
SIONS : 


p=L,/Ue; 1 = vy/v, (VI.215) 


ve =V tp, (VI.216) 


v, est ce qu’on appelle la vitesse de frottement. 
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En tenant compte des relations (VI.215) et (VI.216), récrivons 
les équations des contraintes tangentielles (pour dp/dx = 0): 
pour la sous-couche visqueuse 0 << n << 
d/dn — 1/7, = 0; (VI.217) 
pour la région n > "% 
dp , l de \2 T 
Si on adopte que dans la sous-couche visqueuse t = T,, l’équa- 
tion (VI.217) implique 
P = 1. (VI.219) 


Considérons maintenant la région de la couche turbulente en 
pleine évolution, où t, > t,. En se conformant à Prandtl, faisons 
l'hypothèse que la contrainte tangentielle totale transversale par 
rapport à la couche limite est constante et égale à sa valeur sur la 
paroi; alors, l'équation (VI.218) devient 


Gun dp/dn) — 1 = 0, (VI.220) 
dont l’intégrale 
P= pt ln (VI.221) 


1h ? 
où l'indice « { » marque les grandeurs associées à la frontière exté- 
rieure de la région transitoire. Pour simplifier les calculs *), admet- 
tons que la couche limite se compose de deux sous-couches. Dans 
ce cas le profil laminaire peut être étendu jusqu'à la frontière exté- 
rieure de la couche transitoire et alors @, = "1. 

La figure VI.28 visualise la loi de la distribution des vitesses 
dans la couche limite de l’écoulement turbulent dans le cas d’une 
plaque plane. Les données expérimentales représentées sur la figu- 
re VI.28 permettent de calculer #4 et ": 


x = 0,4; n = 11,6. (VI.222) 
Il est commode de mettre l’équation (VI.221) sous la forme 
P= — nn+c, (VI.223) 


où C =", —+in M 
En portant les valeurs (VI.222) dans (VI.223) on obtient finale- 
ment 


op = 2,9 In n + 5,5. (VI.224) 
*) Dans la ss transitoire No € M << 11 on peut également obtenir les 


équations du profil des vitesses; toutefois, leur forme est très compliquée et 
incommode pour des opérations mathématiques ultérieures; 


254 ÉCHANGE DE CHALEUR PAR CONVECTION (CH. VI 


On peut également donner à cette loi une autre forme en étendant 
l’action de la formule (VI.223) jusqu’à la frontière extérieure de la 
couche limite. Alors, pour y = Ô, w, = ws l'équation (VI.223) 
devient 


22 = 9,5 1n 6 + 2,5 In (v,/v) +5,5. 


En retranchant terme à terme de la relation obtenue l'expression 
(VI.224), on obtient ce qu’on appelle la loi du défaut de vitesse 
(1 © — Wx)/Uy = —2,5 In (y/6). (VI.225) 


Cette loi est strictement vérifiée pour l’écoulement d’un fluide dans 
des canaux fermés, et approximativement pour la couche limite, 


I LT TT 
CUT LUN TI 
CL BBFT INT NN TT 
DUAL ON DINEEE 
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109 2 4 68:10 10° 10° 1047 
Fig. VI.28. Loi logarithmique universelle de la distribution des vitesses dans 


une couche limite turbulente sur une plaque plane: 


— correspond à l’équation o — n; 2 — à l’équation (VI.224): 3 et 4 — aux lois exponen- 
ticlles (V1.226) à valeurs n = 7 ct 10 respectivement, o — données expérimentales (Ecole 
Technique supérieure Bauman de Moscou) 


du fait que dans des canaux fermés le profil logarithmique de la 
vitesse subsiste dans le cas de l’écoulement turbulent presque jusqu'à 
l'axe et se perturbe dans le domaine extérieur de la couche limite. 

11 est intéressant de noter que, comme il s'ensuit de la figu- 
re VI.29, la loi du défaut de vitesse sous la forme (VI.225) est vraie 
aussi bien pour une surface lisse que pour une surface rugueuse. 
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La loi universelle de la distribution des vitesses (VI.224) est 
commode pour approximer par une relation exponentielle 


Comme le montre la figure VI.28, le profil logarithmique forme 
alors une enveloppe de la fa- 
mille des profils exponentiels. 
Pour de nombreux calculs, 
l’approximation des profils 
de la vitesse par une relation 
exponentielle est très com- 
mode. Les coefficients À et 
n peuvent se calculer à par- 
tir du profil logarithmique. 

D'une façon analogue on 
peut obtenir les lois logarith- 
miques de la distribution 
des températures et des con- 
centrations suivant la section 
de la couche limite turbulen- 
te. Si l’on retient que Pr, — 
— Sce = 1, les équations hi ÿ ne 


(VI.211) entraînent 
_ | MERE VERER 
a on A EE 2 D 
SERARSAREE 


où: a) pour une couche; li- 
mite thermique 


WoW 
Ve 


A 


p* = pt — 0/6*, Fig. V1.29. Loi de distribution univer- 
| selle des vitesses : 
n* = 1: = gpÿy/(À Pr 0+); ——— d'après la formule (V1.225); don- 


nées expérimentales avec Ke — 


(VI.228) paroi lisse; A'— r/k; == 126: Nr = 507 


= VI» AT{/(c pf œÙ «) eSt l’analogue thermique de la vitesse de 
LA 


b) pour une couche limite de diffusion 
Ci—Cip jipy 


Pepper NM à (VI.229) 


AC* = Vip AC/(P © &) est l’analogue de diffusion de la vitesse 
de frottement. La figure VI.30 compare les mesures expérimentales 
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de la distribution de la température suivant la section de la couche 
limite turbulente avec les données fournies par le calcul suivant 


\E À 
20 de 


Û 
mr: 


16 
| 
[ju 
12 
8 Te 
0 pli LIU TU LIT 
10° 10° 10° 10° T4 


Fig. VI.30. Distribution universelle de la température dans la couche limite 
turbulente de l'air: 
1— pp = 0,720: 2 — De — 5.9 log n +32: @O, A Co... — expérience de l'Ecole 
Technique supérieure Bauman de Moscou 


la formule (VI.227). On voit que la partie logarithmique du profil 
de la température est bien décrite par la relation 


Œr = 99 log nr —<— 3,2. 


6. Lois de frottement, d'échange de chaleur 
et de masse 


Ces lois ne peuvent pas s’obtenir analytiquement par résolution 
des équations différentielles du mouvement moyenné de la couche 
limite turbulente, du fait que le système d'équations composé pour 
ce cas n’est pas fermé. Les lois de frottement, d'échange de chaleur 
et de masse d’une couche limite turbulente se déduisent des données 
expérimentales ou en faisant appel aux théories de la turbulence 
semi-empiriques. 

Comme le montre V. levlev dans son ouvrage [15], pour la couche 
limite turbulente ces lois sont conservatives par rapport aux varia- 
tions des conditions aux limites à la frontière extérieure de la cou- 
che limite et sur la paroi, et de ce fait il est possible d'étendre les 
lois obtenues pour 7, = const et w. — const aux conditions aux 
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limites plus compliquées. Comme nous le montrerons dans ce qui suit, 
la variété éventuelle des conditions aux limites est assez bien appré- 
ciée par l’intégration des équations des impulsions et de l'énergie. 
Le profil logarithmique de la vitesse [cf. (VI.224)] permet d’obtenir 
la loi de frottement en adoptant pour y = Ô, w, = w.. Alors, l’équa- 
tionA(VI.224) entraîne 


1/V C;12 = 5,5 + 2,5 In Res C;/2, (VI.230) 


où Res = waÔ/v; C;l2 = Tp/(PWa)., 

Dans cette expression le coeïficient de frottement peut être repré- 
senté en fonction du nombre de Reynolds construit suivant l’épais- 
seur de la quantité de mouvement Re**. Par définition 


Fe (et 


Woo œ 


En portant dans cette relation l'expression du défaut de vitesses 
(VI.225), on obtient 
À me 2,5 V Cy12—6,25Cje 


Enfin, en remplaçant dans l’équation (VI.230) Ô par ô**, on trouve 
finalement la loi de résistance 


V2/C; = 5,5 + 2,5 In [Re**/(2,5— 12,5V C,/2)]. (VI.231) 


L'équation (VI.231) est approximée avec une précision suffisante 
par la formule de Von Karman 


C; = 2/(2,5 In Re** + 3,8)2 (VI.232) 


J1 est commode de mettre l’équation (VI.232) sous la forme d’une 
relation exponentielle 


Cy = BIRe**}", (VI.233) 


où les coefficients B et m dépendent de la marge de variation de 
Re**. Avec Re** << 10%, B = 0,252; m = 0,25. En portant l’équa- 
tion (VI.233) dans la relation intégrale des impulsions de la plaque, 
on a 


dRe**/dRe, = B/(Re**}". (VI.234) 


Considérons la couche turbulente qui se développe à partir du bord 
d’attaque de la plaque (pour z = 0, Re** = 0), pour obtenir 


Re** = [(m + 1) B Re,]#(m+n, (VI.235) 
Par conséquent, 


C; = B,Rer;s, (VI.236) 
17—1289 
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où B, — BUtm#1) + Œ , M = MI + m). Les valeurs des 


coefficients des formules (VI.233) et (VI.236) sont consignées sur le 
tableau VI.8. 


Tableau VI.8 


Valeurs des coefficients des formules de la distribution 
exponentielle des vitesses 


Dans le domaine des valeurs des nombres de Reynolds de 5-10° << 
< Re, < 107, B = 0,0252; m = 0,25; m, = 0,2 et 


Cÿ = 0,0576 Re". (VI.237) 
Pour les moyennes des coefficients de frottement on a 
L 


7 _{ 
C; = TL | C; dx. 
0 
Par conséquent, 
C; = 0,072 Rer°*. (VI.238) 

Sur la figure VI.31 on compare les données expérimentales avec les 
valeurs calculées d’après la formule (VI.237). D'une façon analogue 
on peut obtenir les lois d’échange de chaleur et de masse dans la 
couche limite turbulente. 

Pour le cas Pr = 1 et Sc = 1, en adoptant y = 6, et y = 2, on 
obtient 


V'ASt —=5,5 + 2,5 1n [Ref*/(2,5 — 12,5)VSt)]; (VL.239) 
V'{Stpn = 5,5 + 2,5 1n [Rep'/ (2,5 — 12,5)V St)] | 


ou par analogie avec la formule (VI.238) 


t— st=—] (Re). Ÿ (VI.240) 


Les lois d'échange de chaleur et de masse du type (VI.240) peu- 
vent être extrapolées également au cas Pr Æ 1 et Sc =£ 1. 


T 


‘Fig. VI.31. Frottement sur une plaque plane: 
— calcul d'après la formule (VI.237); — — — — — — calcul d'après la formule (VI,232); Q — expérience 
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Dans la marge des variations de Pr et Sc de 0,5 à 10, on obtient 
de bons résultats avec les formules 


su À] 1(Re")" Pr) ; (VL.241) 
Stp= +] [(Reÿ*)" Sc°75]. (VI.242) 


Dans le cas du contournement d’une plaque plane imperméable 
sous des conditions aux limites 7,—= const et C, — const, les équa- 


Rex 


Fig. VI.32. Echange de masse sur une plaque plane: 
—calcul d'après la formule (VI.248) ; © — données expérimentales 


ie EE + 


2 4 6 8 10° 


Fig. VI.33. Loi d'échange de chaleur sur une plaque plane: 


]J— calcul d'après la formule (VI.241); © — données expérimentales (Ecole 
Technique supérieure Bauman de Moscou), [17] 


tions intégrales de l'énergie et/de la diffusion amènent suivant la 
longueur de la plaque 


dRe%*/dX = RerSt;  (VI.243) 
dRe#*/dX — RerSt p. (VI.244) 
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En portant dans (VI.243) et (VI.244) les expressions (VI.241) et 
(VI.242) pour St et St» et en intégrant les équations obtenues sous 
les conditions aux limites x = 0; Re?° = Ref) — 0, il vient 


Reÿ* = | (m +1) B pro5Re, Ve (VI.245) 
Reg = | (m + 1) So-015 Re, |. (VI.246) 


En portant (VI.245) et (VI.246) dans (VI.241) et (VI.242) on obtient 
les formules de calcul de l’échange de chaleur et de masse turbulent 
pour le contournement d’une plaque plane par le courant d'un fluide 
à paramètres physiques constants: 


St — 0,0288Rezx°;2Pr-0,5; (VI.247) 
St, — 0,0288Rex0,2Sc-0,6. (VI.248) 


Les figures VI.32 et VI.33 comparent les données expérimentales avec 
les calculs suivant les formules (VI.241) et (VI.248). D'après les 
courbes des graphiques leur coïncidence est satisfaisante. 


7. Influence de la compressibilité du gaz 
et de son allure non isotherme sur les lois de frottement, 
d'échange de chaleur et de masse dans la couche turbulente 


Lors de l’écoulement d'un gaz à des vitesses supersoniques dans 
les domaines des flux thermiques intenses à travers la surface d’un 
corps il convient de prendre en considération l'influence de la com- 
pressibilité et de l’allure non isotherme sur le frottement et l'échange 
de chaleur et de masse dans la couche limite turbulente. Pour éva- 
luer cette influence, introduisons les lois relatives de frottement, 
d'échange de chaleur et de masse 


C : 7 
rs (get (RE ge ve 0120 


où Ÿ, Wset Ÿ, sont les rapports entre les coefficients de frottement, 
les nombres thermiques et de diffusion de Stanton dans les conditions 
données et les valeurs de ces paramètres dans les conditions « stan- 
dard » lors du contournement d’une plaque plane imperméable par 
un courant de fluide à paramètres physiques constants et à valeur 
constante de la température et de la concentration suivant la longueur 
de la plaque, ces rapports étant pris pour les mêmes nombres Re**, 
Ref”, Reÿ' que dans les conditions envisagées. Les valeurs « stan- 
dard » de C, Sto Stn se calculent d’après les équations (VI.233), 
(VI.241) et (VI.242) respectivement. 
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Fig. VI.34. Influence de l'allure non isotherme (a) et de la compressibilité (b) sur les lois relatives de 
lignes — caloul d'après la formule (VI.250 
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Les graphiques de la figure VI.34 visualisent les résultats du 
traitement des données expérimentales relatifs à l'influence exercée 
par l’allure non isotherme et la compressibilité sur les lois relatives 
de frottement et d'échange de chaleur pendant un écoulement tur- 


4,0 5,0 0 9,0 


6,0 7, 


2,0 3,0 


Fig. VI1.35. Influence du nombre Re et de la compressibilité du gaz sur la loi 
relative de frottement 


bulent du gaz. Les nombres Ref’ et Ref* sont définis par les for- 
mules 


Re** = poW 0**/up, ReT = P of o0t"/Up: 


où u) est la viscosité dynamique à la température de la paroi. Com- 
me le montre la figure VI.34, l'allure non isotherme et la compressi- 
bilité du gaz influent sensiblement sur le frottement et l’ échange de 
chaleur et ce fait ne doit pas être négligé dans les calculs techniques. 

Les traits continus de la figure VI.34 visualisent les relations 
analytiques établies par S. Koutatéladzé et A. Léontiev [19] sous 
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la forme 
Y=YYu, (VI.250) 
où 
= 2 2 > 
Et)"; (VI.251) 
( V$+1 ) 
__f arctgMoœ Vr(k—1)/2 72. 
Yu — mr rame = l: (VL.252) 
D = T,/T$. 


D'après les expériences, le facteur de récupération de la couche 
limite turbulente r — ? Pr. 

Pour le cas r — 0,9 (Pr = 0,72, k = 1,4) l'équation (VI.250) 
est approximée avec une précision suffisante par la formule 


y— ETES " | +0,03M2}7".  (VI.253) 


(VI.250) est obtenue pour le domaine Re — ; pourtant, il 
s'ensuit de la figure VI.35 que cette équation correspond également 
assez bien aux données fournies par l'exploration expérimentale du 
domaine des valeurs finies des nombres de Reynolds; elle peut donc 
être recommandée pour des calculs pratiques. 


8. Lois relatives limites du frottement, 
des échanges de chaleur et de masse 
dans la couche limite turbulente 


L'expression (VI.201) du frottement turbulent peut être mise sous la forme 


te = —pury (1 — BP), (V1.254) 


où B = (w,v,0 + v,vu,0)/(v,v, T). 
D'autre ‘part, d'après T'hypothèse de Prandtl, 


vvy = L (dw,/dy)°. 


Introduisons dans l'équation (VI.254) la valeur v,v,, pour écrire que dans le noyau 
tourbillonnaire 


t= = p ({ dw,/dy)? (1 — B) *). (V1.255) 


*) Ici et dans les expressions qui suivent nous omettons le signe de moyen- 
nage des grandeurs p, T, w. 
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En retenant que C;/2 — t/p wS, l'expression (VI.255) peut être ramenée à 
la forme 


ce 


LEE 
E 


— 2 
LED Sex.) (VL.256) 
Pooui T dy 
où t = t/tp. Introduisons, comme dans ce qui précède, la notion de la loi 
relative de résistance | 
y — (C}C;o)Reres 


où C} est la valeur locale du coefficient de frottement pour les conditions du 
contournement données; C;,, la valeur du coefficient de frottement local pour 


certaines conditions « standard », c’est-à-dire pour le contournement d'une 
plaque ar un courant isotherme de fluide incompressible, établi pour la valeur 

u nombre Re** calculée pour la section envisagée sous les conditions de con- 
tournement données. 


Multiplions les deux membres de l'équation (VI.256) par To= To/Tp pour 
obtenir après des transformations peu compliquées 


1 : 
2 2 
v=[— [( PTo_ }” du | | (VL.257) 
.Z J \ pot 
@1 
où 
4 = 
V C V dE 
… Îo To __ de ee 
z=— 3 | + (VL.258) 
1 


Ici w—w,/w est la vitesse sans dimensions de l'écoulement ; O1 = zx /W 04 
la vitesse sans dimensions à la frontière de la sous-couche visqueuse; E1 = 
= ÿ/6, l'épaisseur sans dimensions de la sous-couche visqueuse. 

La relation (VI.211) permet de tirer par analogie l'expression de la loi 
relative d'échange de chaleur sous la forme 


1 


St …f 1. 4 PIn 1/2 2 : 
Ve=(< Ja = [7 | PoouE ] ao | , (VI.259} 
1 
où 
Î 
pe 1/2 d 
Zs= (Sto)1/3 \ (4) + ; (VI.260) 
ST 


St, est la valeur du nombre de Stanton pour le cas du contournement d’une 
plaque imperméable par un courant incompressible à propriétés physiques 
constantes, trouvée pour les valeurs du nombre Re** dans la section envisagée 
sous des conditions de contournement et d'échange de chaleur considérées; 
e — € (&), le coefficient de non-similitude des champs thermique et des vitesses, 
considéré ordinairement dans les calculs comme constant ; 6,, la température 
sans dimensions à la frontière de la sous-couche visqueuse; &7,, l'épaisseur 


sans dimensions de la sous-couche visqueuse thermique. 
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L'analyse des équations (VI.257) et (V1.259) montre que dans le cas géné- 
ral, pour obtenir les lois relatives de frottement et d'échange de chaleur sous 
forme analytique il faut connaître les lois de variation des grandeurs 


Èr. OR Ô;, Ets T, To: D/P cos B, Pr; q, 06: l, las 


ce qui est de nos jours pratiquement impossible. Quant à la justification de 
telles ou telles hypothèses retenues par plusieurs méthodes semi-empiriques, 
elle est plutôt insuffisante. 

Toutefois. comme S. Koutatéladzé et A. Léontiev l'ont montré dans leurs 
ouvrages, les lois relatives de frottement et d'échange de chaleur sous la forme 
des équations (VI.257) et (VI.259) cessent de dépendre des constantes empiriques 
de la turbulence dans le cas limite où les nombres Re** et R%* tendent vers 
l'infini. 

L'existence des lois limites s'explique physiquement par le fait qu'avec 
l'augmentation du nombre Re, les épaisseurs de la sous-couche visqueuse ten- 
sen vers zéro plus vite que l'épaisseur de la partie turbulente de la couche 

mite. 

En effet, l'équation du profil logarithmique des vitesses (VI.224) entraîne 
que pour y—6Ô et w, = Wœ 


vô/v = 0,111 exp [(0,4/C,,) 7]. (V1.261) 


d'où, en appliquant la relation (VI.219), on peut obtenir 


PERLES SD Een I. 
sen (gr)=oten(-2)"]. oi 


En utilisant la loi de résistance (VI.232) et les relations (VI.261) et (VI.262), 
on montre sans peine que pour Re*° — co 


Co + 0; E1 + 0; 1 —+ 0. 


ca peut montrer également que dans ce cas le coefficient f tend lui aussi vers 
zéro. 


Ainsi, pour Re->00 
1 


C = 
z — V4 5 | Vz à, (VI.263) 
) 


En développant la fonction ® = Z VC,#2 en série suivant les puissances 


du facteur perturbateur et en désignant la somme des termes de i = 2 à i — 
par A, on obtient 


Z = Z9 + AO VC, l2, (VI.264) 


Où Zo = 1 — 10, ce qui s'ensuit de l'équation (VI.257) écrite pour le cas de 
l'écoulement isotherme (p = ps; T = To et ŸY = 1). 

Pour Re + oo, CC}, 0; 1,0. Par conséquent, si la fonction AQ est 
finie, alors Zh._. . — 1. 
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D'une façon analogue on peut montrer que Zsp, … j —> 1: De cette façon, 


pour Re — o les équations (VI.257), (VI.259) se mettent sous la forme de ce 
qu’on appelle lois limites de frottement et d'échange de chaleur 


eff PTo RCE (VI.265) 


Poot 
| a 1/2 2 

v=[( (2) ! de |’. (VL.266) 
0 PoogE 


Pour obtenir leurs expressions sous la forme analytique, il convient de 


connaître la distribution des grandeurs p/p«, w, Ô, T, g dans la couche limite 
turbulente. A l’état actuel de la théorie de la couche limite turbulente les rela- 
tions analytiques exactes de ces grandeurs sont impossibles à obtenir. 

Pourtant, comme nous le montrerons par la suite, la forme de ces relations 
peut s’établir en partant de l'analyse générale des écoulements turbulents avec 
une précision suffisante pour les calculs pratiques. Pour ce qui est des distribu- 
tions de —t et q, elles peuvent s'obtenir à partir de l’analyse des conditions aux 
limites correspondantes [19]. 


Tofluence de l'allure non isotherme et de la compressibilité. Pour Pr=1 
la loi relative d'échange de chaleur (VI.259) devient 


1 = 
1/2 12 
vs=[ { (2) a0 |. (VI.267) 
Zs à | Pooq 


D'après Sp PcnAMoR adoptée, la distribution des flux thermiques 
à travers la couche limite ne dépend pas de l’allure non isotherme et de la com- 
pressibilité. On peut donc admettre dans l’équation (VI.267) [19] 

do = g = 1 — SET + 2ET + bird (1 — Er). (V1.268) 


Ici br = PpWp/(St P œw 0); Ÿ = (Tp — T}/(Tp — Tœ)- 
La ALT CAS de la densité est donnée par l'équation (VI.128) sous la 


condition que le gaz est parfait, alors que la pression à travers la couche limite 
reste constante 


P/P © = Ÿ + Aÿ + (4° — 1) w°. (VI-269) 


En portant dans (VI.267) les relations (VI.268), (VI.269) et en intégrant, 
on trouve 


1 L | 2(p*—1)+AY … 
(p* —1) Zs [aresin Va =D GTA AV 
AY 
V4 91) (+ Ab) + (Ab) 


En vertu de l'hypothèse adoptée de la similitude des champs thermique 
et de vitesses (Pr — 1), on observe l'analogie de Reynolds; les lois de résistance 
et d'échange de chaleur coïncident totalement, c'est-à-dire pour Pr = 1 


P = Ps. 


Si le nombre Pr 1. au lieu de l'équation (VI.270) on a deux solutions diffé- 
rentes qui correspondent aux cas ô- > 6 et Ôr < 6. 


Vs= 


— arc sin (VI.270) 
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En posant dans l'équation (VI.270) Zs = 1, On obtient la loi limite d'échan- 
ge de chaleur 


2 (p*— 1) + AY _ 
V 4(4*—1) (G%+ AV) + (AY) 
— arc sin | . (VI.274) 
V 4 (F*—1) (4°+AŸ)-+ (A4) 


Pour le domaine d'écoulement subsonique w* — 1, l'équation (VI.271) se 
met sous la forme 


Ys — [arc sin 


__—— 
(p*—1) 


2 2%) 
Ys= [—<—] : (VI.272) 
Vy+1 
Lorsqu'un courant supersonique contourne une paroi adiabatique AY = 0 
y in (LEE Joue V1.273 
s=[ arc sin (=) | Je — 1). ( .213) 


Influence du coulant de matière transversal. De nombreux problèmes 
pratiques d'échange de chaleur par convection peuvent envisager l'existence 
la surface d’un corps d'un courant de masse transversal (refroidissement po- 
reux par insufflation du gaz refroidissant, absorption du gaz à travers une surface 
perméable, condensation des vapeurs, combustion des revêtements calorifuges, 
etc.). 
Ecrivons pour ce cas la loi limite d'échange de chaleur (VI.266) sous la 
forme 


1 
À 
à VPo/P [Ysg/%ol /? 


En portant dans cette équation l'expression de q (VI.268), on trouve 


(VI.274) 


1 ET 
| dû AE [Ys+ebr0f (Er)] = 1. (VI.275) 
0 
D'une façon analogue on peut transformer la loi limite de frottement 
1 
| du] = LY + buf (E)] —1. (V1.276) 
Û 


L'intégrale de l'équation (V1.276) doit être finie. Etant donné que les quantités 
w et Ë varient de O0 à 1, le paramètre d'insufflation b (b+) doit également pos- 
séder une certaine valeur limite b,, telle que le coefficient de frottement s’annu- 
le. Ceci est possible lorsque la couche limite est repoussée à partir de la surface 
contournée par le courant insufflé. La valeur critique du coefficient de per- 
méabilité est donnée par l'équation (VI.276) pour Y = 0 


11 a — 
br= (| af} ue }°. (VI277) 
0 


*) La première fois cette formule a été obtenue par S. Koutatéladzé [18] 
pour le cas de l’écoulement du gaz dans un tube rugueux. 
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Dans ce qui suit nous allons nous borner à l'examen du cas f (£) = f (ër) 
et e = 1, c’est-à-dire du cas de la triple analogie, si les distributions des vites- 
ses, des températures et des concentrations à travers la couche limite sont iden- 
tiques. 

Puisque dans ces conditions les solutions des équations (VI.275), (VI.276) 
ont la même forme, il vient 


Vs (br) = Ÿ (b) = Ÿ (bp)- (VI.278) 

D'après la formule (VI.128), dans la couche limite homogène subsonique 
(avec e = 1) 

P œ/p = TITo = — (b — 1) ©. (VI.279) 


En portant cette expression dans l'équation (VI.276) avec e — 1, & = 1, 
et en intégrant, on obtient: 


pour ÿ < 1 
= [in Se Fi (VI.280) 
br = [ : DU FF. (VI.281) 

pour Ÿ > 1 
FT ['arctg Vi vete V _— F (VL.282) 


_ 4 2—Ÿ T2 | 
ber= [arc cos 5 1e (VI.283) 


Les formules (VI.280) et (VI.282) se prètent bien à l'approximation par la 
relation 


=. ( 1—b/ber )* 


Vy+1 


En vertu de l'égalité (VI.278), les lois des échanges de chaleur et de masse 
s’écrivent d’une façon analogue. Lors de l’absorption du gaz à travers la surface 
d'échange de chaleur le paramètre de perméabilité est pris avec le signe négatif. 

Pour les nombres Pr peu différents de l'unité, on peut introduire pour 
l’analogie de Reynolds une correction ordinaire Pr-,6 


St = (C;/2) Pr-0,6. 


(VI.284) 


Dans le cas d'une densité constante, les intégrales des (VI.274), (VI.276) ont 
la forme 


æ 2 
Ys=v= (1 : , (VI.285) 
RE À (VI.286) 


L’amenée du gaz hétérogène dans la couche limite provoque le processus 
de diffusion qui, à la frontière extérieure de la couche limite, fait changer la 


densité partielle du gaz insufflé de pp à 0. 
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Dans le cas de la triple analogie, le champ des concentrations de masse 
peut être associé à un champ des vitesses et de l’enthalpie par la relation de la 
forme 


(h* — hp}/(kœ — hp) = (pp — p'}/pp = ©- (VI.287) 


La densité partielle du gaz insufflé p” est liée à la constante de gaz du mélange 
par la relation connue 


R=£ER+te nr. (VI.288) 
P tP 
Ici, À, R’', R« sont respectivement les constantes de gaz du mélange, du gaz 
insufflé et du courant principal. 


De la sorte, compte tenu de la loi de conservation de la masse, on obtient 
R p° R' | 
EE : VI. 
a (= 1)+1 (VI.289) 
D'autre part, un mélange binaire des gaz parfaits vérifie la relation 
= — (VI.290) 


L'expression (V1.290), compte tenu des égalités (VI.287) et (V1.289), se transfor- 
me comme suit 


RCE (VL.294) 


Si le gaz de refroidissement est amené à travers une paroi poreuse, le 
courant de gaz insufflé j, est défini par la formule 


æ 
/ 


jp =Pp#p—=Phwn— D; Pp (< L (VI.292) 
L'équation (VI.287) implique que 
ôp” Ph ( IT ) 
td | =). VI.29 
y }, Do Ôy p ( 3) 


D'autre part, par définition, 


( OU x ] RS. 
0y /p 2VpPp jé 


_ dp"_\ _ _1 Cie, à 
D,.:Pp +) = Pr 5 -P Poo0o. à (VI.294) 


En écrivant la relation obtenue pour le cas de la triple analogie Le = Sc = 
— Pret en la portant dans l'équation (VI.292), on trouve 


Pr = Pr/Pp = b1/(1 + bi), (V1.295) 


_ __Pr'p 
où b, — Paoloocf/2" 


=) 
[EN 
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De cette façon, hr (VI.291) devient 


= E 7 [1 + (= . —1) 4) |. 


Dans le cas de l'insufflation subsonique du gaz hétéro Re (T= Te 
la résolution commune des équations (VI.288), (V1.289) et (VI.290) pour a 
amène la relation 


P/P œ = Y1 — (1 — 1) w, (V1.296) 
où 
Yi = Px/Pp- 
Cf 
CU 
1,0 
0 (0 
: des 


0,4 do | 
(e A p\ 
o de : 
0,2 * 0 © a 
Oo A 
1,0 2,0 3,0 1: D p 
ne, 


Fig. VI.36. Influence de l'insufflation du gaz étranger sur le coefficient de 
frottement de la plaque: 


calcul d'après lez équations: O, A, & — air-air (VI. sn CO — hélium-air (VI.280); 
8 — phréon-12-air (VI.282) 


Lorsque l'insufflation du gaz de même atomicité est non isotherme, l'expres- 
sion (VI.296) garde sa 2 si 


= D_{1+ ee (+—1)}. (VI.297) 


La relation (V1.296) est analogue à à (VI1.279) obtenue précédemment ; il s'ensuit 
que le paramètre critique d'’insufflation b,c<r, aussi bien que les lois relatives de 
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frottement et d'échange de chaleur peuvent être mis sous la forme des rela- 
tions (VI.280) et (VI.282), justifiées pour l'écoulement subsonique, si dans ces 
dernières Ÿ est remplacé par 11. 

La figure VI.36 compare les données expérimentales avec le calcul d’après 
les formules (VI.280) et (VI.282). On établit sans peine que dans les deux cas 
les courbes coïncident bien. 


$ VI.4. Méthodes de calcul de l’échange de chaleur 
dans la couche limite turbulente 


Ces méthodes sont au fond analogues à celles examinées dans ce 
qui précède et relatives à la couche limite laminaire, à cette diffe- 
rence près que dans l'intégration on applique les lois correspondantes 
d'échange de chaleur valides pour la couche limite turbulente. 


1. Résolution de l’équation de l'énergie 
de la couche limite turbulente à une surface imperméable 


Pour une couche limite plane et des vitesses subsoniques de l’écou- 
lement du fluide, l'équation intégrale de l'énergie s'écrit 
dRef® Ref” 4AT 
En utilisant la loi d'échange de chaleur sous la forme (VI.241) et en 
intégrant, on obtient 


Pi 


Ret* — 1 [sr B Re, | store (2) dX + 


AT 2 Pr°,°5 
X1 
+ (Re AT) [PE (VI.299) 


Ici Res = wo L/v est le nombre calculé d’après la vitesse du courant 


incident et la longueur caractéristique Z du corps; wo = Wax/Wgs 
la vitesse relative à la frontière extérieure de la couche limite; 
X, = z1/L, la dimension linéaire comptée à partir du point critique 
amont, où il existe une couche limite laminaire. 

La valeur du produit (Re7* AT)x, qui figure au deuxième mem- 
bre de l’équation (VI.299) est fournie par le calcul de la couche limi- 
te laminaire. La valeur locale du nombre St est donnée par l’équa- 
tion 


B Hp \®, 
Step Ve (—=) | (VI.300) 


fLoo 


p — StP o€ pU AT. 


Dans le cas où il faut trouver la distribution de la température 
de la paroi pour la loi donnée, d’amenée de la chaleur les méthodes 
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de calcul restent les mêmes que dans le cas de la couche limite lami- 
naire. Compte tenu de la loi d'échange de chaleur dans la couche li- 
mite turbulente sous des conditions « standard » (VI.241), l’expres- 
sion cherchée de AT devient 


Cp pl e Gp A" jtm) 
ss *i BlYs Pr°,25+m Re, 9 {| ho dx} | : (VI.301) 


EnTdéduisant cette équation on a supposé que la couche limite tur- 
bulente débute à partir du bord d'attaque (Rer* — 0 avec À = 0). 
Pour le contournement supersonique de la surface d'échange de cha- 
leur l’équation de l’énergie (VI.298) garde sa forme si on pose 
AT —— T5 — Th: Re’ = Pole OT. Ugo; Rer = Poll’ L {Use 
Le nombre Ref* s’obtient à partir de l’équation 


Reë* -- Lis Reso X 


| {y s(+ ln —_)"u u (1 —u2)/4- D ATim) dX + 


+ (Re* ATyn (VI.302) 


Ici la fonction Y 4 est définie d’après la formule (VI.253). 
Pour une couche limite symétrique à l'axe 


Rex … - — HT B Re, X 


Hp Ÿ 5 (1 Pr ue) D ATi+mDiim | dX + 
Ho 


m+ 1 
L(Rett. ATD)ER V0  (VL.303) 
où D = D/Lest le diamètre sans dimensions de la section transver- 
sale du corps, qui dépend de x. 

Dans le cas de l’écoulement du gaz dans une tuyère supersonique 


l'équation de continuité donne 


1/1) k—4 \0,5/ 2  \1/@-1) Fer 
U (1 — u?) | +1 ] (—) na (VI.304) 


où F!,- est la section critique de la tuyère ; F, la section de calcul 
de la tuyère. 


18—-012R89 
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Compte tenu de l’équation (VI.304) on tire de (VI.303) 


es _ 1 1+m 

ReTiüc — Arn _ RE B Res X 

à 4 

k—4 \05f 2 1/1) = is 
. ÿ vs | —— ) V ( k+1 | k+1 | D" AT ax - 
1 
+ (Reës ATD)R MR T,  (VI.305) 

où L=D, 


La valeur locale du nombre de Stanton et la valeur des flux ther- 
miques spécifiques sont déterminées par les formules 


B Hp \m. , . 
St- eme (2. ; (VI.306) 
Gp = St CpooP œÙ 00° (VI.307) 


Lorsque le contournement d’une plaque à température constante 
de la paroi fait apparaître sur le bord d’attaque une couche limite 
turbulente, on obtient à partir des équations (VI.298) et (VI.241) 


Res—[-r BY Resp |" (VL.308) 
py1/(m+1) 
St = ————"° Res "mr, (VI.309) 
open (Er pe 
( 2 Pr 


Avec m = 0,25; n = 0,75 et B = 0,0256, on a 
St =; 0,0288W°4Re;S"Pr-°:6. (VI.310) 


Lors du contournement d’un corps à bout obtus à température 
constante de la paroi (© = CX), on obtient 


Res | BRenp Vs | " ;  (VI.311) 
wi/(m+1) 
St = " (VL.312) 
2er tm mj(m+1) ? 
[Se Be X° Reo1p | 


où Resp = 


Pre : Won est la vitesse du courant incident. 
p 


En particulier, pour le contournement transversal d’une plaque 
C=1(sim—=0,25; B = 0,0256; n — 0,75) et 


St = 0,0375YS "Re; 5? X -0,4Pr-0,6. (VI.313) 
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Dans le cas où à la surface d'échange de chaleur est donnée la dis- 
tribution du flux thermique spécifique, la relation intégrale de 
l'énergie se ramène à la forme 


d (Ress AT) 1 IL 
dX dé Proc ho ÿ 


(VI.314) 


Pour les conditions aux limites Rer° — 0 avec XY — 0 et le cas 
de g,) = const, on a 


Rer’ — St Re, ;: (VI.315) 

St = 0,0288V£S Re; "Pr -°,6. (VI.316) 

Il s'ensuit qu’à la frontière extérieure de la couche limite le long de 
la surface contournée, à charge thermique constante, toute loi don- 
née de la vitesse justifie pour le calcul du transfert de chaleur la 
formule du contournement d’une plaque; il faut porter seulement 


dans les nombres St et Re les paramètres enregistrés pour la section 
donnée à la frontière extérieure de la couche limite. 


2. Résolution de l’équation de l'énergie 
de la couche limite turbulente à une surface perméable [19] 


Cette équation s'écrit 


d Re** Ref* dAT 
+ = Re; St (Fs—+ br). (VI.317) 


La fonction Ÿ, pour les vitesses d'écoulement subsoniques se cal- 
cule d’après la formule 


LE — LE (1 = br/brer)”, (VI.318) 
où W; est donnée par l’expression (VI.271) 
2 2 
sé ! V++1 | 


et brer, par les équations (VI.281) et (VI.283). 
Dans le cas général, l'intégrale de (VI.317) est de la forme 


ss _ (— 
Re = 7 {pos B Rec X 


brer 


X (a[v. (1 — br )°+ er | ATI+m aX + 
X1 


+ (Re AT) OT. (VL.349) 


18% 
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Les fonctions Wo (x), AT (zhetbr (x) étant données, calculons d’après 
de (VI.319) la distribution de la grandeur Ref* par rap- 
port à 

La distribution du nombre St local est donnée par l’expression 


St == LE (1 — b-/b Ter)” Sto ; (VI.320) 


la distribution du débit du gaz de refroidissement suivant la lon- 
gueur du contour, par 


Le _ = Stobr- (VI.321) 


Po 


Le paramètre de perméabilité b7=— SE qui figure dans les équa- 


tions (VI.318), (VI. 319) et (VI. 321) est déteeniins par la condition 
du bilan de chaleur à la surface d'échange. Les méthodes de défini- 
tion du paramètre de perméabilité pour les différents cas (refroidis- 
sement poreux, condensation, évaporation, combustion du revête- 
ment calorifuge, etc.) seront examinées aux $$ VI.7 et VIII.1. 

Le refroidissement poreux est largement appliqué dans le domaine 
d’écoulement des gaz à des vitesses supersoniques. Comme l’a montré 
N. Yaryguina dans son ouvrage [19], dans ce domaine les lois limi- 
tes de frottement et d'échange de chaleur peuvent être approximées 
par la formule 


FRERE 
Le «] 


VW WnY,, (VI.322) 


( | up, arctg Mo Vr(—1)/2, 
V1 / OMS VrŒ=DE 
V,=(—bbe); Der = UcroVu 


Y, — 


Le paramètre b..0 est déterminé par les formules (VI.281) et 
(VI.283). La valeur des flux thermiques spécifiques se calcule dans 
ce cas d'après la formule 


—= Stp © Cp (Tp — Th); (VT.323) 
k— 1 | 


où Ti=T,+r M. 


Les expériences établissent qu’à mesure que l'intensité d’insuffla- 
tion augmente, le facteur de récupération r diminue sensiblement. 
Pour évaluer cette action on peut utiliser la formule de Ÿ. Bary- 
chev [19] 


Prn—2 
1+b,  2(1+b?) (A+0,) TT 
ri—2 1 [ dr TE je (VI.324) 
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$ VL.5. Echange de chaleur sous l'écoulement forcé du fluide 
dans des tubes 


Dans toute sorte d'installations techniques le mouvement forcé 
dans les tubes est le mouvement principal. 

Dans la plupart des échangeurs de chaleur (chaudières, surchauf- 
feurs (de vapeur), condensateurs, éléments combustibles des piles 
atomiques, etc.) l’un des caloporteurs se déplace dans des canaux 


CSL LSS DSL SLT LT TEE ee. CC LA MP ORE 
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Fig. VI.37. Développement des couches limites dynamique et thermique dans 
le tronçon initial du tube 


cylindriques. Aussi, la connaissance des lois principales d'échange 
de chaleur dans le cas de tels écoulements est-elle impérative pour 
le calcul et l’étude de divers appareils d'échange de chaleur. 

Si les distributions de la vitesse et des températures du fluide à 
l'entrée sont uniformes, le long de la paroi du tube commencent à 
se développer des couches limites dynamique à et thermique A 
(fig. VI.37). L'épaisseur de la couche limite suivant la longueur du 
tube augmente pour couvrir finalement toute la section de passage. 

Suivant les conditions d'écoulement et d’entrée du fluide dans le 
tube, la couche limite peut être laminaire, turbulente ou mixte, 
étant composée des zones d'écoulement laminaire, transitoire et tur- 
bulente. 

Une fois que le fluide passe par la section où les couches limites 
se joignent, il s'établit dans le tube une distribution constante des 
vitesses, qui pour l’écoulement laminaire a la forme d’une parabole, 
et pour l'écoulement turbulent, d’une courbe convexe (fig. VI.38). 
La distance entre l’entrée et cette section s'appelle longueur d'éta- 
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blissement ou longueur du tronçon initial, ou encore longueur du tron- 
çon de stabilisation hydrodynamique l, ». 

En présence de l’échange de chaleur, à mesure que le fluide se 
déplace le long du tube, les couches voisines de la paroi s’échauffent 
ou se refroidissent. A l'extrémité 
amont du tube le noyau central du 
fluide garde la température qu'il 
avait à l'entrée et ne participe pas 
à l'échange de chaleur; la tempéra- 
ture change dans les couches d'une 
épaisseur À voisines de la paroi. Il 
se forme ainsi près de la surface 
du tube dans sa partie amont une 
couche limite thermique dont l’é- 
paisseur croît à mesure qu’on s’é- 
loigne de l’entrée. A une distance 
définie de celle-ci, appelée tronçon 
thermique initial Lin, les cou- 
ches limites thermiques se joi- 

| | | gnent, plus loin le fluide‘tout entier 
Fig. je A vilesseS  Darticipe à l'échange de chaleur, 
1 — écoulement laminaire : 2 — écou- et pour un fluide incompressible, 
lement turbulent avec !{, — const, le profil sans 
dimensions des températures 6 — 

= (t — th)/(to — tp) reste invariable suivant la longueur du tube. 

Dans le tronçon de l’écoulement stabilisé le coefficient de trans- 
mission de chaleur est défini ordinairement d'après la différence 


entre la température moyenne du fluide t, et la température de la 
paroi, c'est-à-dire 


cpräw 


Le fait que le gradient de température diminue plus vite dans le 
tronçon de stabilisation thermique que la pression thermique, 
entraîne que le coefficient de transmission de chaleur « = 
— —} (dt/dy)p/(to —tn) diminue en tendant vers une constante carac- 
téristique de l'écoulement établi (fig. VI.39). 

L'écoulement du fluide dans les tubes peut être laminaire ou tur- 
bulent. Le régime est défini par la valeur du nombre Re = wdiv. 

Si Re < Re,,,, l'écoulement est laminaire. Des explorations 
expérimentales multiples ont montré que pour un écoulement isother- 
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re 


me dans des tubes circulaires, Re,,, = 2300. Un écoulement turbu- 
lent évolué dans des tubes techniques s'établit avec Re > Re,,, = 
& 10. Pour Re,,, < Re << Re,,., le régime est instable, on dit 
qu'il est mixte ou transitoire. En régime transitoire la turbulence 
apparaît sur une certaine longueur du tube, puis le fluide, se dépla- 
çant suivant une allure turbulente. est emporté par le courant. La 


[e 4 


Vo, 


| 
ur 

il 

[P 


Fig. V1.39. Variation du coefficient de transmission de chaleur suivant 
la longueur du tube 


succession des régimes laminaire et turbulent se produit en inter- 
valles de temps irréguliers, sa caractéristique est donnée par le 
coefficient d'alternance y, qui indique la part d’un certain intervalle 
de temps pendant lequel en un point défini existe un écoulement 
turbulent. Pour un écoulement laminaire, y = 0; pour un écoule- 
ment turbulent, y —= 1 (fig. VI.40). 

La grandeur Re,, subit une forte influence de la forme du courant 
définie par la forme du tube. Ainsi, pour les convergents progressifs 
Re,-est plus grand que pour des tubes, et dans les divergents (diffu- 
seurs) il est plus petit. Pour des tubes droits à section carrée et rec- 
tangulaire les valeurs expérimentales de Re,,, déterminées d’après 
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le diamètre équivalent, sont proches des valeurs propres aux tubes 
de section circulaire. Les tubes dont les sections comportent des 
zones angulaires étroites rendent possible la présence simultanée des 
régimes laminaire et turbulent. Le nombre critique de Reynolds pour 
lequel l'écoulement reste laminaire suivant toute la section du cou- 
rant est alors sensiblement inférieur à 2300. Pour des tubes circu- 
laires incurvés la valeur de Re,, croît avec la diminution du rayon 
de courbure. Lorsque le fluide se déplace dans un tube incurvé, 
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Fig. VI.40. Relation entre le coefficient d’alternance y dans un tube et la 
longueur courante z pour de différents nombres de Reynolds 


chaque particule subit l’action de la force centrifuge qui dépend de 
la vitesse du fluide et du rayon de courbure du tube. Il en résulte 
une circulation transversale supplémentaire. Les expériences mon- 
trent que dans des tubes incurvés pour des D/d peu grands la quantité 
Re. est sensiblement supérieure au cas des tubes droits, ce qui 
s'explique par l’action stabilisante de la force centrifuge. Pour le 
domaine 3 < R/d < 200, on recommande de calculer Re,, d'après 
la formule empirique 


Reer — 1500 (R/d)-vs, 


où R est le rayon de courbure du tube. 

Dans le cas général, la rugosité de la paroï contribue au passage 
du régime laminaire au régime turbulent, en provoquant dans la 
couche laminaire des perturbations complémentaires. L'intensité de 
ces perturbations dépend des aspérités du profil. Comme le montrent 
les expériences, l’action des rugosités sur Re,, commence depuis la 
valeur Res = w,k/v, où k est la hauteur des aspérités du profil. 
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Dans les conditions de l'échange de chaleur l’écoulement d’un 
fluide peut différer sensiblement de l’écoulement isotherme, la valeur 
des propriétés physiques étant fonction de la température. Dans ce 
cas les nombres de Reynolds critiques se distinguent également des 
valeurs indiquées pour les écoulements isothermes. En particulier, 
lorsqu'un fluide se déplace dans un tube vertical à une allure non 
isotherme importante la distribution des vitesses et la stabilité de 
l’écoulement laminaire sont sensiblement influencées par les forces 
ascentionnelles. La figure VI.41 visualise la relation entre le nombre 


NOM I 


0 2 4 6 B 10 12 14 16 18 


Fig. VI.41. Nombre de Reynolds critique en fonction du nombre de Rayleigh 
pour la coïncidence des convections libre et forcée 


de Reynolds critique et le nombre Gr-Pr dans un tube vertical lors- 
que les directions des convections libre et forcée coïncident. La 
courbe montre qu'avec la croissance de Gr-Pr la valeur du nombre 
critique de Reynolds croît elle aussi, ce qui s'explique par le fait 
qu’avec l'augmentation de Gr-Pr le profil des vitesses dans la couche 
au voisinage de la paroi se trouve rempli. 

La valeur de Re,, est fortement influencée par la forme de l’en- 
trée. Lorsque celle-ci est bien arrondie et les perturbations sont ab- 
sentes, Re,, peut aller jusqu’à 4-10*. La longueur du tronçon d'’en- 
trée, où la perturbation initiale peut s'amortir ou croître, s’échelonne 
d’après différentes données de 50 à 130 d du tube. 

En étudiant l’échange de chaleur dans les tubes, on recourt sur- 
tout à deux méthodes d'exploration permettant d'obtenir les lois 
quantitatives. 

La première consiste à résoudre analytiquement le système d’équa- 
tions différentielles sous des hypothèses et des conditions aux limi- 
tes définies. La deuxième fait appel à la théorie de similitude et des 
dimensions, les relations de calcul concrètes s’obtenant par traite- 
ment criteriel des données d’expérience. 
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1. Echange de chaleur lors de l’écoulement laminaire forcé 
d'un fluide dans des 


Ecoulement isotherme. Examinons l’écoulement laminaire d'un 
fluide à propriétés physiques constantes dans les conditions de la 
stabilisation hydrodynamique. 

Pour le cas d’un tube circulaire et d’un écoulement établi l’équa- 
tion du mouvement est de la forme 


14 d dx \ _ dp 
2 er nr 2 (VI.325) 
Après une intégration double, on a 
d , 0] , 
dou RE r?+C,lnr-+.C.. {(VI.326) 


En utilisant les conditions aux limites sous la forme: pour r = 0, 
dw.'dr = 0; pour r = rs w, = 0, on trouve C, = 0 et C, — ES 
et la distribution des vitesses suivant la section en forme de para- 
bole 


Sp 


bi == Zur Vo). (VI.327) 
La vitesse moyenne du débit 
ro 
LL … r; dp 
pee | 2nur dr = — Du de (VI.328) 
0 


En portant les valeurs de dp/dx de (VI.328) dans (VI.327) on obtient 
w = 2w [1 — (r/ro}?]. (VI.329) 


Ainsi, dans l'écoulement laminaire, la vitesse suivant l’axe du 
tube est deux fois supérieure à celle de sa valeur moyenne. 
L'équation (VI.325) peut s’écrire 


2 (VI.330) 


Si par t on entend la contrainte tangentielle globale (t = 7, + tr), 
l'équation (VI.330) est justifiée aussi bien pour l écoulement lami- 
naire que pour l'écoulement turbulent. 

Puisque pour l'écoulement établi d’un fluide à propriétés physi- 
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ques constantes dp/dr = const, l'équation (VI.330) implique 
T/tp = ro. (VI.331) 


Dans les calculs hydrauliques, la chute de pression par unité de lon- 
gueur du tube s'exprime par la formule 


—dpidz = Epw?/(24), (VI.332) 


où & est ce qu'on appelle coefficient de résistance hydraulique. 
En portant dans (VI.332) la valeur de (—dp/dx) de (VI.328) on 
trouve que pour l'écoulement laminaire dans un tube circulaire 


E = G4/Re, (VL.333) 


où Re = wd/v. 

Actuellement on a établi les profils des vitesses de l'écoulement 
laminaire stabilisé du fluide dans les canaux à forme la plus variée 
de la section droite (tableau VI.9). 

L'équation différentielle de départ pour l’analyse de ce problème 
s'obtient à partir de l'équation de Navier-Stokes. Pour l'écoulement 
laminaire établi (dans la direction x) d’un fluide à propriétés physi- 
ques constantes et en absence des forces de masse, cette équation de- 
vient 


uVw = dp/dx. 


Si on admet que la dérivée dp/dx est constante suivant la section 
droite du tube, cette équation peut être résolue pour des tubes de 
diverses formes par des méthodes différentes, par exemple, numéri- 
ques. 

Dans la plupart des cas, la contrainte tangentielle varie suivant 
le paramètre du tube. Pourtant, si on calcule sa moyenne suivant le 
périmètre et si on l'utilise pour le calcul de la chute de la pression, 
alors le coefficient de frottement est donné par l’équation 


To — C;pw?/2. 


Les tubes à section en forme de triangle équilatéral vérifient la 
relation C,; Re = 13,33. 

Le nombre Re est déterminé d’après le rayon hydraulique du tube 
ro. Le déplacement du fluide dans des tubes incurvés donne ordi- 
nairement lieu à la formation d’un courant secondaire qui complique 
sensiblement le processus de transfert de l’impulsion. Pour un écoule- 
ment laminaire établi dans un tube circulaire dont l’axe forme un 
arc de cercle de rayon À, on propose pour le coefficient de frotte- 
ment l'équation suivante 


tn RTS cu50 
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Tableau V'I1.9 
Equations des profils des vitesses dans les tubes à section 
droite différente sous le régime laminaire de l’écoulement 


Forme de la section | Equation de w, 
ÿ 
C ie 2 
_S x sui) 
E 
Z 4 
Ap » L Tr ; Ta 2 2 
ÿ ve | Cé—r5 rs LL (15 | 
? 
z b, 
y wx = 2w (1— y?/b2— :?/b2) 
b, 
0 y co < : nas 
£ _ 164p D nu 7. b ET 
x EUTY LL) a m° n° ) 
z m=1,3,5 n—1,3,9 M (F h= 
z 
= (B+2)(2— y?) te 8 [ (4 Pr | 
0) y Le h® (B—2) tg°p hk a 
. À 1 
Zz 
2n 
3 
(s) y 
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Tubleau V'I.9 (suite) 


Forme de la section Equation de w, 


2 ( — cos 2p )— 16r5 (2Po)° se 
COS 2M ds 


= . MAY . NA 
co 00 n Sin SID —— 
16A pb? b a 
” nu > > m (n°—m°) (m°--n°) 
-m=1,3,95 n—=2,4,6 


. mi .  nñnz T1 
” m Sin ÿ sin 


L b b 
gr > > : n(m°—n®°) (m°-+n*) 


justifiée pour 11,6 < ReV/r,/R << 2000; C; est le coefficient de 
frottement dans un tube incurvé; C,4,, le coefficient de frottement 
dans un tube droit. 

Echange de chaleur dans un tube circulaire pour un écoulement 
hydrauliquement établi. Examinons l'écoulement laminaire établi 
d'un fluide dans un tube circulaire à température constante de la pa- 
roi suivant la longueur du tube. Le débit du fluide, la température 
de la paroi (t,) et la température du fluide à l'entrée du tube sont 
donnes. Le problème ainsi posé a été résolu par Nüsselt, guidé dans 
sa résolution par les considérations suivantes: 


1) on admet que l’échange de chaleur est stationnaire (= = 0) " 


2) on admet que le fluide est incompressible et que ses propriétés 
physiques sont constantes (c’est-à-dire ne dépendent pas de la tem- 
pérature) : 

3) on considère que dans le courant il n'existe pas de sources de 
chaleur interne et que la chaleur de frottement est négligeable; 

4) que le flux thermique le long du tube dû à la conductivité 
thermique du fluide est négligeable par rapport au flux de chaleur 
convectif. 

L'équation de l'énergie d’un fluide incompressible à propriétés 
physiques constantes en absence dans le courant de sources de cha- 
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leur et de dissipation de l'énergie s'écrit en coordonnées cylindriques 


ôt .__ dt , wy ôt 
RE eee 2 


<a (+++ ts LE). (VI.385) 


07° Ÿ r or | or 1 r°op* 
Pour un écoulement laminaire établi 
172008 — 2w (1 Ex r°/rs), et 77 == Ly = 0. 


En vertu de la symétrie axiale (0t/0@ —= 0*t/ôp* = 0) et de la der- 
nière condition (pour Pe => 10 d*t/0@° < ôt/0r), ainsi qu'en intro- 
duisant la nouvelle variable Ÿ — t —t,, écrivons l'équation de 
l'énergie sous la forme 


or r ôr a 


0°8 1 où CHERE 


(e dl tp a =) 
98 , 1 00 2, 90 
Re tTR or U—-R) x. (VI-386) 


Le problème se résout sous les conditions aux limites 


pou * =0eæ 0<R<1; 6 = 1; (VI.337) 
pour À >0 et R = 0 98/0R = 0: ! 
pour X >0 et R—106—0. } (VI.338) 


Cherchons la solution de l'équation différentielle sous la forme du 
produit de deux fonctions: 


6 (X, R) = œq (X) y (AR). (VI.339) 
En portant (VI.339) dans l'équation (VI.336), on obtient 
LA 1 ’ ’ 
ph'+—pé = (1— R?) Fp. 


En séparant les variables, on obtient deux équations différentielles 
ordinaires: la première 


dp/dX = —e*p (VI.340) 
avec la solution sous la forme 
q = Àe**; (VI.341) 


et la deuxième 
d* 4 d . 
CR + + et (1— R°) b= 0 (VI.342) 
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dont la solution a été proposée par Nüsselt sous la forme de la série 
p= D b,E", où E—er, 
n=0 


qui, portée dans (VI.342), donne 


D'n(n—1)0,8"2+ D nbgt (1 È) D BE": 0. 
n=0 n=0 n—= 


ou 


[e ®) 


D nb Si be — S nm 0. 


n=0 "  n=0 n:=0 


Transformons l'expression de façon que les exposants affectés à E 
de tous ses termes aient la même valeur x: 


D +2) but + D bb D he Et 0. 
k=-2 k=0 k= 2 


Ecrivons l'équation sous la forme 


DE 1 + (4be + bo) + (9b3+ b,) E + 


+ D [(E- 2 but 2£e | = 0. 


A 
hk=2 


Cette équation devant être observée quelle que soit E, les coefficients 
affectés aux termes comportant £ de degrés différents doivent être 
nuls, c’est-à-dire 


b,—0; He : be 0: 


z 


buts = TEL 21e — b;) 


pour # > 2, les coefficients affectés aux termes pairs s'exprimant à 
l’aide de deux coefficients pairs précédents, et aux termes impairs, 
respectivement, par deux coefficients impairs. La solution 1 (A) 
peut être mise sous la forme de la série où figure seulement ER à 
degrés pairs 


P(eR)= N. be, (eR}*", (VI.343) 
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où l’on convient que b, = 1 (n = 0); 
be = b0l4 = —1/4 (n = 1); 


1 1 
ben = Ge (= ben _ Ban) (r2>2). 


Sous une forme développée on peut écrire 


p(R)=1— L(eRp+ (+ LÀ) (@RX+... (VI344) 


E 


La série converge quels que soient eR et e. La constante € se calcule 

d'après la condition aux limi- 
tes (VI.338) (pour R = 1  — 
0) 


eu 4 (1 
Î— € + (+ 


r+)et+...=0. (VI345) 


Cette équation possède un 
nombre infini de racines €, ap- 
pelées valeurs propres. Nüsselt a 
calculé les trois premières raci- 
nes 


Axe du tube 


€o — 2,105 ; E] — 
_ 6,66; &, — 10,3. 


À chaque valeur de €, corres- 
pond sa fonction propre 
V (e,, Re,) = 1h (R). Les trois 
premières fonctions des valeurs 
Fig. VI.42. Courbes des fonctions f,} mentionnées €, sont visualisées 
sur la figure VI.42. 

La solution partielle de l'équation différentielle (VI.342) peut 

s'écrire 


6, =Ane Ta (R). 


La solution générale est la somme de toutes les solutions partielles 


= Ÿ Ae y, (R). (VIL.346) 
n=0 
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Dans cette équation les grandeurs inconnues sont À, qu'on peut 
calculer à partir de la distribution de la température à l’entrée. 
Ainsi, pour z = 0 6, (7?) = 1 et 


E, (R)= à Av, (R). (VI.347) 
Compte tenu de (VI.347) la solution de (VI.346) devient 
4 = A6Ÿo (R) + Arfa (R) +... + Ana (R) + ... 
. + AmŸm (À) + . 


Puisque #, et YA sont les solutions de l'équation, on peut écrire 


x (RE) +eiR(1— R°)Ÿ, =0: | 
VI.348 
(RS) Le R(1— RAY, —0. | 


Multiplions la première équation par 1. et la deuxième, par Ÿ,, 
et retranchons de la deuxième la première; il vient 


d dm d d n 
Pa (Re) ne (AR GR) + Che) RCE RE) tm 
Mettons le premier membre de cette équation sous la forme 


a LR Ge ) ] 


et intécrons-la par rapport à À de 0 à 1: 


1 


0 


Le deuxième membre de l’équation s’annule avec R = 0 et R =1 
du fait que 
a (1) = m (1) = 
On en tire la propriété d’orthozonalité 
1 
tot (1 — R2) dR =0 
v 


pour m # n, dont la prise en compte permet d'écrire 


1 
Ÿ O0 (AR) Yn (À) R(1— RE) dR 


À, -- = ——————— (VI.350) 
\n (À) R(I— RE) dR 
0 


19—1289 
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Avec 6 = 1 l'intégrale du numérateur est 


1 


(hCR)RA— RAR = (AE) oi (VI351) 
0 


et l'intégrale du dénominateur, 
Na= (HR) R(A—RE) AR. 
0 
qui peut se calculer en partant de l'équation (VI.349). 


Admettons que e est une grandeur continue qui tend vers €, ; 
alors, 


R (tn 4 
N,= lim { vtR(—R?)d4R= lim dR dR 


Fr Et” 
E-Ph Û F—-Eh n 


et après avoir calculé la limite de la forme indéterminée, on obtient 
1 


As fdrA-R)aR= [TE (E) |. (VL552) 


A En dAR dE 


Donc 


. 
A = — 2e, (+ } 


De - En, 


: (VI.553) 
où la dérivée (TE). 
(VI.344). 


Le calcul fournit les valeurs suivantes : 


est déterminée d'après l'équation 


Ao = 1,477; A = —0,810; À, = 0,385. 


La distribution définitive de la température du fluide est donnée 
par la formule 


Hi UN 4 y (on 9% _7 — 
tu 1h 4 À nn ro | exp En Pe d }. (VE.55 +) 
. n—=0 


Les valeurs de +, (R), €, et À, sont consignées sur les tableaux 
VI.10 et VI.11. La figure VI.43 reproduit la distribution de la tem- 
pérature suivant le rayon et la longueur du tube [les calculs sont 
faits d’après l'équation (VI.354)]. 
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Tableau V1.10 
Valeurs des fonctions propres 


1 

0,981845 0,8918091  0,73545| 0,531081|  0,302289 0,0748S1 
0,928893 0,604700!  0,152473| —0,233032 | —0,402601 | —0,321220 
0,845468 0,233857 | —0,315213| —0,359141|  0,04)543 0,289820) 
0,738094 | —0,109593 | —0,392085|  0,067932|  0,299074| —0,047638 
0,614599 | —0,342141 | —0,142342| 0,315072| —0,079733| —(0,205318 
0,483097 | —0,432182] 0,169685| 0,114169 | —0,255230 0,19749% 
0,351010 | —0,397629| 0,331488 | —0,196043 | —0,036100 0,103721 
0,224264 | —0,284494| 0,302723| —0,292241| 0,259184| —0,208931 
MD —0,141133! 0.162625 | —0,171621| 0,188173| —0,195217 

0 (U (0 (Q 0 


Ci] - D ] CT] D 1 


e + 


290990020200 
<O O0 1 On O1 En CO t0 — 


Tableau VI.11 
Valeurs propres 


n | En | F : \a Bh 
(0 2,104364 1,313586 +1,4764354 0,7487740 
I 6,6:9031 44 ,609460 —0,8061239 0,54382795 
2 10,673380 113,92104 —+0,5887621 0,4628610 
3 14,571078 215,24053 —0,4758504 0,4194184 
4 18,669872 348,56412 —0,4050218 0,38291919 
5) 22,669143 513,89004 —0,3557969 0,35868355 
6 26,668662 111,21793 —-0,3191690 0,33962210 
1 30 ,668323 940 ,54604 —0,2907358 0,32406215 
8 34,668074 1201,8754 —-0,2678911 0,31101395 
9 38 ,66:883 1495 ,2052 —0,2490625 0,2998%400 

10 42,66717134 1820,5355 —0,2332277 0,29012455 


Le calcul de grands n est difficile et à cet effet on utilise la solu- 
tion asymptotique qui permet de simplifier sensiblement la procé- 
dure 


e, = 4n + 8/3, (VI.355) 
An = (—1)"-2,84606e-7/*. (VI.356) 


Pour de petits À (près de l’axe du tube) 
Yn (R) = Jo (enR). (VI.357) 


19° 
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Pour des À moyens 
ee à LL 
7— CUS | = RV TR? +— arc sin R—+ | 


Ÿn (R) = V AenÀR (— RS 


(VI.358) 


Pour des À proches de l’unité (près de la paroi) 


Pr (R)= LA RCA" us | LS (1 Re |. (VI.359) 


Introduisons le parametre B, pour À = 1: 


dÿn — me — 1/3 
a ea = 1-01276e7 V7, (VI.360) 


Ba= —+ Aa 


La bonne correspondance des solutions exacte et asymptotique s'ob- 
serve pour ñn > 3. 


Fig. VI.43. Distribution de la température dans un tube d’après Nüsselt 


Pour une grande longueur réduite on peut garder seulement le 
premier terme de la série 


OR = Ait ()exn (265 +).  (VI.361) 


To 
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La température de masse moyenne du fluide 
ro 


tu .2rr dr, 


t — 


n 


ou, sous une forme sans dimensions, 


un 


ee 1 1 
6-2 2 | Ox,RAdR=4\O(1—R?) RaR. 


fo tp ! 


Portons l'expression (VI.361) de © dans la dernière formule pour 
obtenir 


| 
O4 5 4,exp | — 2; +) [he (R)R(1—RE)dR, 


n—t) 


ES D Hexp(—%i +),  (VI.362) 


to — tp +. Pe d 
n= 0 
où 
1 dYn 
Ba 3 4n | ar - 
Le coefficient de transmission de chaleur local est déterminé par la 
formule 
EE 
Œ — IEEE EL PAR 
tp—t t— th 


En introduisant le nombre de Nüsselt, on a 


Nu— 4 __ _ 2 2.) =2| 0 y t—tp | . 
À — 9 \ OR /rR=-1 | 0R t—th R-1 


È I 
D Bn exp ( — 2e +) 
EE — (VI.363) 
B 1 
D A exp (—2%i pr +) 


n 
n= |) 


L'analyse de la formule (VI.363) entraîne que 


pour z — 0, Nu — wo; 
pour x — co, Nu = ef;2 = 3,657 (VI.364) 
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et « dépend seulement de la conductivité du fluide et du diamètre 
du tube. La figure VI.44 montre que toute la longueur du tube 
chauffé peut être divisée en deux tronçons. Le premier est le siège 
où se forme le profil de la température (le nombre Nu décroit sui- 
vant la longueur); le deuxième est celui où la loi de la distribution 
de la température suivant le rayon ne change pas en fonction de la 
longueur (le nombre Nu garde une valeur constante). Le premier 


Nu 

80 ERRSSRRRRRRERERRRRRRRERRRREE 

60 EEE au RE RE TE 
En EE ii — D 

40m+t LIT A EE HE Aer ELE man 
A POP SE PTE = ET LATE 


RM EMMUU! UT 


LI NL CHE jé HULL 
un ee 
Fe mem mn em © = ARE — SE manss 


1 2 46810 10% Pe?/x 10° 


Fig. VI.44. Relation entre le nombre Nu et le groupement Pe © 


dans l'écoulement laminaire : 
1 — fente plane; 2 — tube rond; 3 — triangle équilatéral 


s'appelle tronçon thermique initial, le deuxième, tronçon d'échange 
de chaleur stabilisé. La longueur du tronçon thermique initial peut 
se calculer comme la distance de la section d’entrée à laquelle le 
nombre Nu prend à 1 % près la valeur constante. En vertu de l’équa- 
tion (VI.363) 


liunid = 0,055 Pe. (VI.365) 


Pour le nombre Re donné, la longueur du tronçon thermique ini- 
tial est définie par le nombre Pr. Pour les caloporteurs à métaux li- 
quides L,.1n ne dépasse pas quelques diamètres; pour les gaz, quelques 
dizaines de diamètres; pour les fluides aqueux, /,:, peut varier de 
plusieurs centaines à quelques dizaines de milliers de diamètres de la 
conduite. Il s'ensuit que dans les tubes des appareils d'échange de 
chaleur, pour les fluides à nombre Pr > 1, dans le cas de l’écoule- 
ment laminaire suivant toute la longueur du tube, l'échange de 
chaleur se poursuit dans le domaine du tronçon thermique initial. 
Pour le calcul pratique du transfert de chaleur l’utilisation de l’équa- 
tion (VI.363) est incommode. La solution (VI.363) peut être sim- 
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plifiée en y portant les valeurs asymptotiques dee,, B, et en rempla- 
çant la somme par l'intégrale. 


RE: _4 
Pour Te * 4 T 10 ; 
: Der À -1.3 . a 
Nu=1,077(—:2)7 1.7. (VL.366) 
et pour _ + > 1074, à +0,5 % pres, 


Nu = 3,655 + 0.2355/[ (-£ es 


ae \ T1 207 
Pe d p (572 en (VI.365) 
Le coefficient de transmission de chaleur intégral moyen s'écrit 

l 


a=— | a dx. 


L’équation du bilan thermique fournit pour un élément de tube d’une 
longueur dr 


ire t0bcn 00e; 
4 9 
_ Dr = 
à = uw dpcp dŸ __É u dpcp In LP xl 
ce Ai NS Gi TE ? 
Vo 
— ad 1 di, = 
Nu = = = ma à Pe—— In O7. 


En y portant © de l'équation (VI.362), on obtient 


1 d = 
Nu=—Pe+in[8 Y 


n=t) 


{2e +) |: (VI.368) 


LD 


Pour Pe [/d << 250 on peut à 4 % près utiliser l’équation d'’inter- 
polation 


—— 0,066 Pc d /! . 
Nu == 3 DB + pe diner : (\ [.369) 

En technique on a souvent à résoudre des problèmes d’échange 
de chaleur dans les conditions d’une densité constante du flux thermi- 
que sur la paroi; on y rapporte les échauffements électrique, radiatif, 
dans des piles nucléaires et des échangeurs à contre-courant, Îles 
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équivalents d'eau des caloporteurs étant égaux. Ce sont les cas pour 
lesquels on tire de l'équation du bilan thermique 


D (VI.370) 


— 9 


ou, sous une forme sans dimensions, 


de — pe ae (VI.371) 


où Pe = wd/a; t,, la température constante du fluide à l'entrée du 
tube. 

Pour la charge thermique donnée on cherche la température de 
la paroi et le coefficient de transmission de chaleur. 

Dans les conditions envisagées l'équation de l’énergie est de la 
forme 


d°0 1 9 | o) 09. = 


les conditions aux limites 

pour À=0, 0O<R<I 9-0; 

pour X>0, R=0 dO0R=0; (VI1.373) 
pour *>0, R=1 dO0R—12, 


— Lo 
Up d/? 


e 
l 
[re 
= 


où 0 — et Arr; 

Considérons la solution de ce problème pour un domaine éloigné 
de l’entrée du tube, où s'est établi le profil similaire de la tempéra- 
ture à coefficient de transmission de chaleur constant suivant la 
longueur. Dans ce cas on peut supposer que la température ©, quelle 
que soit la valeur de À, varie linéairement suivant la longueur du 


tube de même que 6; il vient 
0 = Ar + f(R), (VI.374) 


où À est une constante, et f (AR), une fonction inconnue. Pour con- 
firmer l'hypothèse, calculons À et la forme de la fonction f (R), et 
à cet effet portons (VI.374) dans (VI.372) 


EL 
dR 


dj 


(RS) — A(4— R?) R. 


En intégrant cette équation de 0 à R et en retenant que pour R = 0, 
df/dR =0,0on a 


dj'äR = A (R/2 — R/4). 
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La troisième condition aux limites de (VI.373) permet de deétermi- 
ner À — 2. La deuxième intégration donne 


f(R) = RY/2 — R4 + C. 


Par conséquent, 
6 = 2X + R°/2 — RYUS + C. (VI.375) 


La constante d'intégration C s'obtient à partir de l’équation (VI.371)} 
en calculant au préalable la température de masse moyenne d’après 
la formule 


| 
6 - 4 | O(1—R2?) RAR. 


Après l'intégration et après avoir porté © dans l'équation (VI.373) 
on trouve que C — —7/48. 
L'expression définitive du a de FRERES est de la forme 


= SI+TR TR (V1.376) 


De FO 


et, comme cas particulier, la température de la paroi 
CR : 11 11.377 
Op=OR1= 7 +7. (VI. 141) 

Calculons pour le cas envisagé le nombre de Nüsselt 


Nuy = —0— 
pb 


Ainsi, sous une charge thermique spécifique constante, dans une ré- 
gion éloignée de l'entrée du tube, la variation de la température de 
la paroi suivant la longueur est régie par une loi linéaire, et le Nüs- 
selt garde sa valeur constante. La comparaison des formules (VI.578) 
et (VI.364) implique que dans le domaine de l'écoulement établi, 
sous charge thermique constante, le Nüsselt est de 19 % supérieur à 
sa valeur qui correspond à la température constante de la paroi. 

Examinons le problème d'échange de chaleur dans le tronçon ther- 
mique initial pour q, = const suivant la longueur. 

Introduisons une nouvelle variable 


6, = 60 —0,, (VI.379} 
où ©, est une solution partielle pour le domaine d'échange de cha- 
leur stabilise défini par l'équation (VI.376). 

Le problème se ramène à l’intégration de UT 
9°9, I 
oR= R 


=(8,-8)71-%&4.36  (VI.378) 


(Vi.380) 
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sous les conditions aux limites 
X=0eæ  0<R<1; 6, — —(R°/2 — R*/8—7/18); 
X>0et R — 0; 06,/0R = 0; 
X &0et À — 1: 96,/0R = 0. } (VI-381) 


La solution peut s’obtenir par la même méthode que celle utilisée 
sous les conditions aux limites {, — const. Par conséquent, la solu- 
tion générale de 6, est d'une forme analogue 


6, = Ÿ A,Yy,(R)exp(—eiX), (VL.382) 
n=! 
OÙ En (2—=1, 2, 3, . . .) sont les valeurs propres; 1, (R), les fonc- 


tions propres; À,, les coefficients constants. 
L'expression définitive de la distribution de la température 
s'écrit 


4 T 1 o 
Rata 


| = 
> 
| 
sa 


+ > A,1, (R)exp ( — 2e; _ =) .  (VI.383) 


n—= {| 


Pour la température de la paroi 


a T . 
= ++ D Aotn(t)exp(—2ei +).  (VI.384) 
n- 
Les valeurs de e°,, #, (1) et À, sont consignées sur le tableau VI.3. 
La figure VI.45 visualise la distribution de la température du fluide 
suivant le rayon et la longueur du tube. 
Les valeurs locales du nombre de Nüsselt se calculent d’après 
l'équation (VI.384) 


d — 
Nu -= 12 — (6, —6)"1. 

à (tp—t) À (O9 ) 
En tenant compte de (VI.384), on a 


Nu — 1/3 + > AhV'n (1) exp — di +) . _(VL.385) 
n =! 


Pour des valeurs assez grardes du rapport r/d, la somme des termes 
de la série tend vers zéro et l'équation (VI.385) se transforme en 
(VI.378) obtenue précédemment pour le domaine d’échange de cha- 
leur stabilisé. 
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Après avoir calculé la longueur du tronçon thermique initial à 
partir de la condition Nu,…, , — 1,01 Nu, on obtient 


l…'d = 0,07 Pe. (VI.386) 


De Ia sorte, sous la condition g, = const, la longueur du tronçon de 
stabilisation thermique est de 27 % plus grande que la longueur 
analogue pour le cas de t, = const. 


Pour la longueur réduite + < 0.04. on peut déterminer à 


Pe 
+4 ‘o près le nombre de Nüsselt d’après l'équation d’interpolation 
Nu=1,81( +) (142 =). (VL.387) 


Si l’échauffement du tube commence depuis j’entrée du fluide 
où la distribution des vitesses est uniforme, le transfert de chaleur 


-1,0-0,5 0 0,5 1,0 0 0.05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 


Fig. VI.45. Distribution de la température suivant le rayon et la longueur 
d'un tube pour gL — const 


peut se calculer d’après la formule 


Boss (+2 JS] via 


où Nu), est le nombre local de Nüsselt calculé d'après les formules 
{VI.385) ou (VI.387). 

L'équation (VI.388) est vraie pour la variation des paramètres 
dans les limites 


101SE 0.064 et 0.7<Pr<105. 


Pour _— > 0,064 le profil des vitesses devient parabolique, et 
Nu —= Nu, 6. 
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On tombe souvent sur des cas où la densité du flux thermique sui- 
vant la circonférence du tube est différente, ce qui conduit à la 
surchauffe des secteurs isolés de la surface. Lorsque la densité du 
flux thermique sur la paroi suivant la longueur du tube est constan- 
te, l'équation de départ est la suivante 


1 (7 ot | dt a (72 ot _ ° dtm 19 
(rs) +— DE a pe a  (VI6) 


Elle est résolue par la méthode de la source thermique ou de la su- 
perposition. 

Lors de la variation en cosinus du flux thermique (de nombreuses 
distributions hétérogènes de la densité du flux thermique peuvent 
être approximées par les développements par rapport aux cosinus) 
q = 4 (1 + b cos œ), et le nombre de Nüsselt local 


Nu(g)=(1+ cos p)/(% + _ COS e) (VI.390) 


Si b = 0, Nu = 4,364. Suivant la valeur de b. le nombre de Nüs- 
selt peut prendre des valeurs quelconques, y compris Nu = «. Le 
coefficient de transmission de chaleur infini signifie que la tempéra- 
ture de la paroi est égale à la température de masse moyenne du 
fluide. 

Un grand intérêt pratique présente l'échange de chaleur dans un 
tube circulaire, la densité du flux thermique sur la paroi étant varia- 
ble suivant la longueur. L'équation de l'énergie (VI.372) étant li- 
néaire, sa solution pour le cas g, — const peut être extrapolée à 
une loi arbitraire de la variation de g, suivant la longueur, en appli- 
quant la méthode des superpositions. 

La relation donnée q, = f (x) peut être approximée par une ligne 
brisée; de plus. on admet que le flux thermique dans chaque tron- 
çon AË est constant (fig. VI.46). Chaque palier du flux thermique 
constitue le siège à partir duquel se développe le champ thermique 
décrit par l’équation (VI.383). 

L'équation de l'énergie (VI.372) étant lineaire par rapport à la 
température, le champ à distribution échelonnée du flux thermique 
sur la paroi peut être mis sous la forme de la somme des champs ther- 
miques des paliers isolés : 


X/AS 
P= BA O*(R, r)+ D) RÉ OR, z—E,), 
i=1 


où ©* est la solution du problème d'échange de chaleur pour Ip = 
— const (VI.383). En remplaçant les accroissements finis Ag,; par 
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dg, et en passant de la somme à l'intégrale, on obtient 
om O+(R, r)+-2 | MOO+(R, rt) dE. 
‘ » 


Divisons cette équation par la densité du flux thermique moyenne 
suivant la longueur 


X 


6 70 (R, x) + | HE 6 (R, z—t)dë,  (VI.391) 


4 


ou 


L 

t—t9 . — po _ l 

- : no op 7= | Qp(x) dr; L=s—. 
pan 0 


Pour R = 1 on obtient l’équation de la température de la paroi 
x 
Op = qm0* (2) + | MO} (x—E) a. (VI.392) 
0 Li 


Ecrivons l'expression de la température de masse moyenne du fluide 


D=-—-622 | gp (E) dé. (VL.393) 
1#R 0 


La valeur locale du nombre de Nüsselt est définie par la formule 


Nu = ad/h = gp/(Op — O). (VI.394) 


Les calculs montrent que les valeurs locales de Nüsselt dépendent 
sensiblement de la loi de variation de g, suivant la longueur du 
tube. Dans le cas où g, croît, le nombre Nu est plus grand, et lors- 
que g, diminue, il est plus petit qu'avec g, = const. V. Vilenski 
montre dans son ouvrage qu'avec r — œ le comportement de Nu 
est déterminé par le paramètre 


_ 1 dap(x) 
K=lim | dr |. 


Si Æ a une valeur finie différente de zéro, le nombre de Nüsselt 
tend vers une certaine valeur différente de Nu. pour g, = const. 
Mais si À = + o (c'est-à-dire la limite n’existe pas), suivant la 
longueur du tube le Nu croît ou diminue indéfiniment. 
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Un grand intérêt pratique présente le calcul d'échange de chaleur 
dans un canal annulaire. L'équation différentielle de l’énergie pour 
un tel canal est la même que pour un tube circulaire (pour le cas 


Gp = const) 
LÉ(H)-E(E) os 


Intégrons l'équation du mouvement 
h 2j, )_ ap 
Tr Ôr or = dr 

pour calculer le profil de la vitesse dans un canal annulaire 


==$(1-(2)+8m |, (V1.396) 


Ci; 


où B — s M=1+(r*) — B; = L’équation de l'éner- 
1 


gie se met alors sous la forme 


Let 2) fi-( sm ]Se (VL.397) 


Cette équation se prète aisément à l'intégration, et les conditions 
aux limites se calculent d’après les densités données du flux thermi- 


æ(x) 
Si Ps 
4 
4 
UE 
TT” 
PR l - 
| 
C € X 


Fig. VI.46. Illustration du problème de l'échange de chaleur pour une varia- 
tion arbitraire de qp 


que sur les parois du canal. Pourtant, il n’est pas nécessaire de ré- 
soudre l’équation de l’énergie pour chaque cas particulier. Sa linéari- 
té permet dans le cas de l’échauffement asymétrique du canal d’ap- 
pliquer la méthode de superposition pour trouver des solutions par 
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sommation d’autres solutions en conservant les conditions aux limi- 
tes. A titre de cas limite on peut envisager l'échange de chaleur sous 
l'écoulement laminaire entre des plaques parallèles; dans ce cas 


= 9.385 a 
Nu — 10,346 (Qi/ue) . (VI.3598) 
Pour l'échauffement d’une seule paroi g: = 0 et Nu = 5,385. Lors. 
que les densités du flux thermique sont égales sur les deux plaques, 
G2/q = 1 et Nu, = Nu, = 8,23. 

Les solutions de l'équation de l'énergie pour les tubes de section 
rectangulaire et triangulaire s'obtiennent par les mêmes méthodes que 
pour les tubes circulaires. L'’équation différentielle de l'énergie de 
départ est alors un cas particulier de l'équation 


dt o*t tu Oo! 
VU = 


La distribution de la vitesse se calcule en résolvant l'équation du 
mouvement 


uV°w = dp'dr. 


Les formules de calcul définitives du nombre de Nüsselt pour 


des canaux de différente forme sont consignées sur les tableaux 
VI.12 et VI.13. 


Tableau V1.1> 
Influence de la forme du canal sur la transmission de chaleur 


Diamètre | Domaine des 
Profil du canal équivalent D L Ve Nombre Nu 
Tube circulaire de diamètre D | D, =D > 12 1,61 (PeD,/L)!"* 
< 12 3,66 
Fente plane de largeur S D, 25 > 10 1,85 (PeD,/1)13 
< 10 7,50 
Triangle équilatéral de côté h | D, —0,58k > 7 1.5 (PeD,/h)!73 
<< 2,10 


Echange de chaleur dans le tronçon de stabilisation compte tenu 
de la chaleur de frottement. Considérons l'écoulement laminaire 
établi dans une fente plane. Admettons que le milieu en mouvement 
est incompressible, et les constantes physiques sont indépendantes 
de la température. 
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Tableau V1.13 


Influence de la forme du canal sur la transmission de chaleur 
dans le domaine de l'écoulement établi 


Variation de la 


Section du canal température de ja DOUPE Auteur du calcul 
paroi 
Tube circulaire de diamè- | Permanente 3,66 |Gretz, Nüsselt, 
tre D Varie linéairement| 4,36 |Ygl et Vergosson 
Fente plane chauffée des 


deux cotés (D; =2S) Varie lineairement | 8,24 Eret, Yansen 


Permanente 1,5 RE Haneman, 


Fente plane chauffée d'un | Permanente 4,86 |Elser, Yansen 
côte Si ue Ne ES DE 28) Varie linéairement 5,40 
Triangle équilatéral (D, — | Permanente 3,1 Migai 
= 0,58 A 
€ nt 
Triangle  isocele D; = l'ermApente 
… 2h : | 
1+ y/(h/L}—1 
à angle fs au sommet, degrés 
20 DT Migaï 
40 3 U 
80 3,9 
au) 3,7 
100 3,8 


Dans ces conditions l’équation totale de l'énergie pour l’écou- 
lement plan établi est de la forme 


(2 oi) Lu où | + ( Ù EAU 20 
ECh ZX Qr 7 1 or" FT 


] + u Diss Fkt (w,. w,), 
la direction de l’axe des x coïncidant avec la direction du courant, 
et de l’axe des y, normale aux parois de la fente. 

Pour un écoulement établi on adopte 80/07 = 0 et 9*9/07° — 0 
dans tout le champ w,, = 0, ce qui fait disparaître également les dé- 
rivées ôw.l0x, Ôw ,/0y et Ow 6x, et simplifie la fonction dissipative 
jusqu’à l'expression u (0w,/0y)°*. D'autre part, ici w, = w; par con- 
séquent, pour les conditions envisagées, l'équation de l’énergie se 
ramène à la forme 


ÀA0°0/0y* = —u (ôw/9y)}°. (VI.399) 
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Pour la vitesse on adopte Ia distribution 
= a de 


où 2S,est la largeur de la fente. 
L'examen en commun des équations (VI.399) et (VI.400) amène 


1TT= —9 NE À (VI.401) 


Si la température des parois de la fente est différente, les condi- 
tions aux limites de (VI.401) deviennent 8 = Ÿ, pour y = —S et 
Ÿ — 9, pour y = $. 

La distribution de la température vérifie alors la loi 


1 L 3 ae y* 
DU) = + (O4 02) — 7 (did) + Hw(i—L). (VILA 


Ici le dernier terme détermine la variation de la température condi- 
tionnée par la chaleur de frottement qui se superpose sur le phéno- 
mène propre de la conductivité thermique. 


Le flux thermique sur les parois est q = —àÀ (e , Où 7» est la 


normale à la paroi, la direction positive étant considérée celle de 
la paroi vers le fluide. 
Pour la paroi inférieure Ÿ = Ÿ, et 


qd 3e (VI.403) 
pour la paroi supérieure Ÿ = Ÿ, et 
q=—n its (VI.404) 
Le flux thermique global à travers les deux parois 
= Gt a=6 (VI.405) 


Le flux de chaleur de la paroi chaude Ô, à la paroi froide (6) peut, 
sous l’action de la chaleur de frottement, être inversé près de la pa- 
roi chaude (g, => 0) de façon que celle-ci absorbe également la cha- 
leur. Cet effet apparaît sous la condition 


Euuwt/À > (03 — 0). (VI.406) 


Dans le cas g, = 0 l'apport de la chaleur à la paroi inférieure g, 
devient double. Si la température des deux parois est la même 
(9, = 2), d’après la relation (VI.402) la distribution de la tempé- 
20—1289 
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rature s’établit suivant une parabole du quatrième degré. La tem- 
pérature maximale sur l'axe du canal est définie par l’équation 


A (VI.407) 
indépendamment de sa largeur. Si la paroi inférieure est calorifuge, 


les conditions aux limites de (VI.401) s'’écrivent 8 = 8, pour y — 
= + $S et dû/dy = 0 pour y = —S. La solution devient alors 


D (y)— 0, = (5-4 LL), (VI.408) 


Pour les conditions envisagées la figure VI.47 montre la distribution 
de la température suivant la hauteur de la fente. 


# : 
TN 


b) = 1,0 MSN 
1 2 8 4 5 6 7t-t, 
W£/X 
a) 0 0,25 0,5 0,75 1,0 À 


Fig. VI1.47. Distribution de la température dans une fente plane compte tenu 
de la chaleur de frottement: 
a — parois conductrices de chaleur; b — paroi inférieure calorifuge 


La température de la paroi calorifuge (ce qu'on appelle tempé- 
rature adiabatique de la paroi) se calcule d’après la formule 


taa = tpe + 6uwt/. (VI.409) 


Fe Echange de chaleur dans un tube circulaire sous l’action cumu- 
lée de la convection forcée et naturelle. Considérons l'écoulement 
établi du fluide dans un tube circulaire vertical sous une charge 
thermique constante suivant la longueur du tube (fig. VI.48). Admet- 
tons que les propriétés du fluide sont constantes. Admettons égale- 
ment que la variation de sa densité en fonction de la température est 
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linéaire et n’est prise en ligne de compte que dans l’équation du 
mouvement lors du calcul de la force ascensionnelle. Le mouvement 
du fluide dans le tube est assuré par la 
convection forcée et naturelle. Dans le sys- 
tème des coordonnées de la figure VI.48, le 
système d'équations initial est de la forme 


: dt , 141 dœ@\. 
x = a ( mt —) :  (VI.410) 


Op d°w> 1 OÙ > : 
ne des 0 
(VI.411) 


Op : 
de — 0; (VI.412) 


p=pplÂ—$Bt—4,)l (VI.413) 


Pour la région de la stabilisation thermique 


et hydrodynamique, on a Fig. VI.48. Illustration 

: ou ponte de l'échange 

0tl0x = 29p/(pChWro) = const = À. nes A un 
(VI.414) forcée et libre 


Transformons les équations de départ en t - 
et (VI.414) P n tenant compte de (VI.413) 


dr r dr + Fa D; (VI.415) 
__1 {dép ; d'wx . 1 de, 
Bo ( one) + v (Di de) 0, (v1.446) 


OÙ D —1{— 1»; V = UP» 


Le problème se ramène à résoud i 
| em re ces équations sous i- 
tions aux limites q les condi 


pour r—0 20 _p zx 


dr dr 


pour r=rs Ÿ—=0 w,=0: 
| (VI.417) 


La solution exacte du problème a été obtenue par G 

La figure VI.49 représente la distribution des Vitesse Pa mt 
ratures dans les conditions d’un écoulement ascensionnel dans un 
tube chauffé. Lorsque le nombre de Rayleigh est nul (Ra = Gr-Pr) 

le profil de la vitesse est parabolique. L'augmentation du nombre Ra 
20e 


308 ÉCHANGE DE CHALEUR PAR CONVECTION (CH. VI 


traduit la croissance de la vitesse près de la paroi et sa diminution au 
noyau du courant. Lorsque le nombre Ra = 630, la vitesse sur 
l'axe devient nulle et l'augmentation ultérieure de Ra témoigne de 
l'apparition d’un courant dirigé dans le sens opposé. 


2,8 


2,4 


2,0 


Li 


+ + 


INECRE 
IRPNER 
'eam'\ 


NET 


1,6 


1,2 


MATIN 
LA) 


10000 17 


mm | 


° 


1,0 0,5 O0 0,5 1,0 1,0 0,5 (e) 0,5 1,0 


Fig. VI.49. Distribution de la vitesse et de la température suivant le rayon d’un 
tube pour de différents nombres de Rayleigh (0t/9x > 0) 


La figure VI.50 visualise la variation du nombre de Nüsselt en 
fonction du nombre Ra. Avec Ra —> 0, Nu — 4,36. Comme le moOn- 
tre la figure, les résultats du calcul théorique s'accordent bien avec 
les données expérimentales. 

B. Pétoukhov et autres dans leur ouvrage [27] proposent l’équa- 
tion suivante suggérée par le traitement des données expérimentales 


Nu (148) (VI.418) 


Nu 
où Nu, est le Nüsselt pour le cas de l'écoulement visqueux à propriétés 
constantes 


D 


a — Bd'A : _ & äqp . 
7 46va ? dX  pcpud | 


R 
B=LÈ+ 78X/*: X < 0,07, 
B=60; X:>0,07, 
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ns. He 
| NMEBRRNEE 


2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 4,5 5.0 5,5 6,0 7,0 8,0 


Fig. VI.50. Relation entre le nombre Nu et le nombre Ra dans l'action com- 
mune des convections libre et forcée [O — expérience ; = — calcul d'après 
la formule (VI.418)]: 

1— 0t/0x> 0; 2 — 0t/0x<0 


Fig. VI.51. Lignes de courant dans la section d'un tube horizontal dans l'ac- 
tion commune des convections libre et forcée 
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Tous les paramètres physiques du fluide sont choisis suivant la 


température de masse moyenne ? dans la section du tube donnée. 
L'équation (VI.418) est vraie dans la région 


250 << Ra < 8-10°; Re T Re. ; 3-10: TI < Lar: 
4 Pr <6 


lorsque pour g, = const les convections forcée et libre coïncident. 
L’interaction des convections forcée et libre dans un fluide se dépla- 
çant dans un tube horizontal produit un courant hélicoïdal complexe 


Fig. VI.52. Distribution de la température (a) et du nombre Nu local (b) sui- 
vant le périmètre du tube: 


valeurs: pi 103 1—0,435 2— 0,75, 3 — 1,2, 4—-2,3, 5-1, 6 —6; 7 — 9,5 


(fig. VI.51). La symétrie de la distribution des vitesses et des tem 
pératures est alors compromise. Il s'ensuit que le Nüsselt varie non 
seulement suivant la longueur, mais aussi suivant la circonférence. 
La figure VI.52 fournit les données sur la distribution de la tempéra- 
ture de la paroi et du nombre de Nüsselt publiées par B. Pétoukhov 
et A. Poliakov [27]. Pour la région de l'écoulement établi (avec 


» 
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X > 1,7-10-) et des valeurs de Nüsselt moyennes suivant le péri- 
mètre, ces auteurs proposent la formule 
 —. Ra 4 10,045 


cBqpd' 


où Ra — | 
vai 


2. Echange de chaleur dans la condensation en film 
d'une vapeur fixe lors de l’écoulement laminaire 
u film sur une plaque verticale 


Avec Re >> 2000 l'écoulement laminaire d'un fluide dans un 
tube devient instable et turbulent. L'’intensité des transferts de 
l'impulsion, de la chaleur et de la masse suivant le rayon du tube 
croît sensiblement. C'est pourquoi dans les calculs d'échange de 
chaleur et-de masse, lorsqu'il s’agit de l'écoulement d’un fluide 
dans des tubes, il faut en premier lieu déterminer le régime. 

En considérant les forces appliquées à un cylindre élémentaire de 
rayon À sous l’action de l'écoulement stabilisé du fluide dans la 
région du courant établi, on obtient à partir de la condition de leur 
équilibre 

—nkR° dp/dx = 2nRT. (VI.420) 


On en tire que la contrainte tangentielle appliquée à la paroi du tube 
vaut 


Tp — TS. de = re) TS 9 (VI.421) 


où £& est le coefficient de résistance sans dimensions défini par la re- 
lation 


É— "DO TE (VI.422) 


Les premières données expérimentales sur les coefficients de résis- 
tance, pour l’écoulement d’un fluide dans des tubes lisses ont été 
obtenues par Blasius et généralisées par la formule empirique 


E — 0,3164 (Rep) 1/4. (VI.423) 


La figure VI.53 montre que cette formule est valide jusqu’à Re L << 
<< 10°, alors que pour des valeurs plus grandes de Re, les données 
d'expérience s’écartent sensiblement de la formule de Blasius. 
D'après les expériences, pour un écoulement turbulent, la distribu- 
tion des vitesses suivant le rayon du tube est assez bien décrite par 
la relation exponentielle 


— (A | (VI.424) 
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où y est la distance de la paroi; y = r, — r. L’exposant r dépend 
du nombre Re, et augmente avec l'augmentation de Reynolds. Pour 
Rep = 105, r = 1/7. Lorsque la distribution des vitesses est expo- 
nentielle (VI.425), la formule de la vitesse du débit s'écrit 


ue 1 

w w 2n2 
mn € ve PR = TE 
La figure VI.54 montre la relation entre w/w, et le nombre de Rey- 
nolds. Comme le montre la courbe, avec la croissance de Re, le 


100€ 

, : 

B0E—— on Te Er Eee pt 

7,0 

REINE NE RER ER RELNR ann? 

D A EE RE A EE 

2,0 DR URI R RRI 
RL RER BEI RME 

en SÇQ 

NT Pb DE TT 

RONA Na PER SNIERRE SEE 

"RE: de 

de Ban. PAL AE 

. CEE EST 

A pe 2 2 Fer ni ERP 7 al 

08 tt Lt il LL 

. RAT PAU NS LE TO es D ES RS RE DR SE LE 


10° 2 4 6 810* 10° 10 Re=wD/v 10 


Fig. V1.53. Loi de la résistance pour l'écoulement dans un tube lisse: 
1 — écoulement laminaire (VI.333): 2 — écoulement turbulent (VI.423): 3 — écoulement 


turbulent (VI.433) 
profil des vitesses devient de plus en plus compact et avec Re, = 
= 408, w/w, — 0,9. 

On peut montrer que la loi de résistance de Blasius (VI.423) 
correspond à la distribution exponentielle des vitesses avec x — 1/7. 
En portant dans la formule (VI.421) la valeur de E tirée de la for- 
mule (VI.423), on obtient 


Tr = 0,03325pwHztir-14, (VI.425) 
En introduisant la vitesse de frottement v, = VT»/p et en adop- 
tant w/w, = 0,8, ce qui correspond à Rep = 10° et r = 7, on ob- 


tient 
Wo/Ve = 8,14 (yv,./v)M7. (VI.426) 
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La relation (VI.426) doit être justifiée pour une distance quelconque 
de la paroi. Il vient, alors, que 


wlv, = 8,74 (yv,/v)1 (VI.427) 
est précisément la loi exponentielle de la distribution des vitesses. 
Avec les variables o et n cette loi devient 
p = 8,74n1f7. (VI.428) 
Un résultat analogue a été obtenu par l’analyse de la couche turbu- 
lente sur une plaque plane. 


3,0 3,4 3,8 4,2 igRep 


Fig. VI.54. Rapport entre w/w, et Re,: 
© — expérience; ———— — calcul d’après la formule (VI.424) 


La formule (VI.428) généralisée aux nombres de Reynolds quel- 
conques est de la forme 


p=C(n) CUVE, (VI.429) 
où le coefficient C dépend de n: 
n | 7 8 | 9 | 10 
C | 8,74 | 9,71 10,6 | 11,5 


La loi universelle de la distribution des vitesses lors de l'écoulement. 
turbulent du fluide dans un tube peut s’obtenir en appliquant Ia 
théorie semi-empirique de Prandtl. Comme on l’a montré au $ VI.3, 
cette loi est de la forme 


o = 2,5 In y + 5,5. (VL.430} 
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La vitesse moyenne de l'écoulement turbulent d’un fluide est déter- 
minée par la formule 


Ro-7 
= de 5 De (R _ 
w— 2nR | 5,5+2,51n æ (Ro R)|d4R 
=v* (1,74+2,5 In 5% … (VI431) 
En tenant compte que 


v, = VTp/p = wV ES, (VI.432) 
on obtient pour ce cas la loi de résistance logarithmique 
AV E = 2 1g (ReV Ë) — 0,8. (VI.433) 


La figure VI.53 rend évident que cette loi correspond assez bien aux 
données expérimentales dans toute la marge des variations du nom- 
bre de Reynolds. 

Tant que l'épaisseur de la sous-couche visqueuse reste plus gran- 
de que les aspérités de la surface, la résistance hydraulique des tubes 
rugueux s’avère pratiquement la même que celle des tubes lisses ; mais 
lorsqu'elles sont commensurables, dans la sous-couche apparaissent 
des perturbations susceptibles de la détruire. Dans ce cas les contrain- 
tes tangentielles turbulentes sont transmises à la paroi du tube à 
l’aide des contraintes de pression sur les aspérités, et le coefficient 
de résistance cesse de dépendre du nombre de Reynolds. 

La figure VI.55 fournit les données sur les coefficients de résis- 
tance hydraulique lors de l’écoulement du fluide dans des tubes 
d’acier industriels. 

Pour le calcul de l'échange de chaleur par convection lors de 
l'écoulement d’un fluide dans des tubes, il faut connaître la distri- 
bution des vitesses suivant le rayon du tube. 

La figure VI.56 compare les profils des vitesses logarithmiques 
(VI.430) avec les données expérimentales. 

Les courbes montrent que près de la paroi le profil linéaire est 
valide; avec les variables universelles ce profil est de la forme 


® = "1. (VI.434) 
Pour des n > 30 le profil logarithmique (VI.430) est assez bien justi- 


fié. Dans le domaine intermédiaire (5 << n << 30), les points expé- 
rimentaux sont assez bien généralisés par la relation 


p=5inn— 3,05. (VI.435) 


Le calcul de l’échange de chaleur en recourant aux relations (VI.434), 
{VI.435) et (VI.430) donne des résultats satisfaisants pour le do- 
maine Pr << 20. Pour les valeurs du nombre de Prandtl plus gran- 
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des, le schéma du courant à trois couches ne satisfait déjà plus et il 
faut appliquer des profils des vitesses plus compliquées, par exemple 


+ 7,8 [1—exp ( 1) — TL exp (—0,33n) |. (VI.436) 
où R = r/ro. 


La formule de Reichardt (VI.436) décrit par une relation unique 
tout le profil de la vitesse depuis la paroi jusqu’à l’axe du courant. 


NON SNS EN MNRAULES ES 


800 
HE 1000 


10152 3 456810 10° Rep 


Fig. V1.55. Coefficient de la résistance des tubes d'acier techniques 


Echange de chaleur par convection dans un fluide se déplaçant 
par écoulement turbulent établi dans un tube circulaire. Envisageons 
le problème sous les conditions suivantes: 1) la densité du flux 
thermique est constante suivant la longueur du tube (g, = const); 
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2) l'écoulement et l'échange de chaleur sont quasi-stationnaires, 
c'est-à-dire les paramètres moyennés ne changent pas dans le temps; 
3) le liquide est incompressible et ses propriétés physiques sont cons- 
tantes; 4) le courant est stabilisé hydrauliquement, c’est-à-dire 
Lx = f (R) ; w, = 0 et les couches limites thermiques se rejoignent; 

5) la variation de la densité du flux thermique le long de l’axe est 


laminaire amortissante 


100 


Fig. V1.56. Distribution de la vitesse dans l'écoulement turbulent d’un liquide 
dans un tube 


négligeable par rapport à sa variation suivant le rayOn ; 6) les sour- 
ces de chaleur internes sont absentes (gy = 0), et l'émission de cha- 
leur provoquée par la dissipation de l'énergie cinématique est né- 
gligeable. 

Pour les conditions données, l’équation de l'énergie est de la 
forme 


OT _ 1 6 
PC plz De + à (rg), (VI.437) 


où 
q = pc, (a + €) TO. (VI. 438) 
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La variation de la température de masse moyenne du fluide sui- 
vant la longueur du tube se calcule à partir de l'équation du bilan 
thermique 


PCprow 
d’où 
SP _ 29 VI.439 
dz Pcprow ) 
Cherchons la solution de l'équation (VI.437) sous la forme 
T (a R) = T,\ (x) + T, (R). (VI.440) 


En portant (VI.440) dans l’équation (VI.437), on obtient 


= RG@+e) 2 ]}, 


le premier membre de cette équation dépend seulement de zx, 
et le deuxième membre, seulement de À, ce qui n’est possible que 
dans le cas où 


0T,/ôx = ÔT/ôx = const. 


Conformément à (VI.439), on a 


T1, Op OT mp (VL.441) 


De la sorte, lorsque l'échange de chaleur est stabilisé et g, = const, 
à toute distance de la paroi, y compris sur la paroi, la température 
change linéairement. En portant 07/0x de (VI.441) dans (VI.437), 
on obtient une équation différentielle ordinaire 


2ÆR= (RS). (VI.442) 


L'intégration de cette équation sous la condition qg = 0, lorsque 
R = 0, permet d'établir 


R 
4 2 {us 
= | Æ RAR. (VI.443) 
Compte tenu de l'équation (VI.438), on a 


R 
Ju) RER (VL.444) 
5R À (+ey/a)R 
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En intégrant cette expression de 1 à R, on obtient 


R 
1 \ (w,/w) R dR! 
gpD 


T, —T=— T TP = dR, (VI.445) 
d & Prt V =). 
où + = et Pr: =. est le nombre de turbulence de Prandtl. 


Caleulons le coefficient de transmission de chaleur d’après la 
formule 
a = Qhl(T, — T). 
Par définition, 
1 
Ts À (To—T) 22 R dR; (VL.446) 
w 


0 


en portant dans cette équation T, — T de (VI.445), on obtient 


PTE Zap? | u ao, (VL.447) 
0 
où 

R = 

1 | (wx/0) RdR R 
0 [73] D 

u—= | __________. JQ—= | =E\RGR: Q=\<RAR. 
P : , ? 
HR (it +) r Fe) s 


Intégrons par parties l'équation (VI.447) pour obtenir 


To Te PE {[uOjt — Q du}, 
0 


ou 
R ® 
opt Gub)RaR) 
Tp—T =" GR, (VI.448) 
g (1+ Prt +) 
d'où 
1 (| À (0) R 48)" 
dR. (VI.449) 


ere 


1+ Prt + 
L'équation (VI.449) porte le nom d’intégrale de Lyon. 
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Dans la partie principale du courant turbulent le profil des vi- 
tesses est sensiblement rempli, et en première approximation on 
peut adopter w,/w = 1. nee 


=2/| WE) ; (VI.450) 


Utilisons cette formule pour le calcul du transfert de chaleur 
lors de l’écoulement du fluide à grands nombres Pr. Comme le mon- 
trent les expériences, pour les milieux à Pr => 1, près de la paroi, 
où la variation de la température est la plus brutale, le nombre de 
turbulence Pr, = 1. Dans ce cas le courant de fluide dans le tube 
peut être divisé par convention en trois régions: noyau turbulent, 
où le frottement est défini seulement par le brassage turbulent ; la 
couche intermédiaire, où les frottements moléculaire et turbulent 
sont commensurables ; la couche visqueuse, où le frottement molécu- 
laire est dominant. Les données expérimentales montrent que l’épais- 
seur de la couche visqueuse est faible et on peut admettre dans ses 
limites que £* — 1. La couche intermédiaire n’est que de peu plus 
épaisse que la couche visqueuse. 

Ainsi, pour Pr > 1, la formule (VI.450) entraîne 


Ÿ2 Ë: 1 
ë3 dÈ E3 dE dè —{ È 
Voici les relations de calcul pour chacune des trois régions envisa- 
gées : 

4) pour le noyau turbulent: 


OKSEKE; MDU; w=vy (c, 


"sy \,. 
v } \ 
rene )=; pe = PAU 
et compte tenu de (VI.432) 
He xRe)/ 2 (1—5)8; 
2) pour la couche intermédiaire 


LG; wœu,(C,+-5in LE); 


dw T at pa . 
TU HUE Pi Meg HE Pay — RH: 


ne 


ht , ne 
, œ*x Re 35 ? 
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3) pour la couche visqueuse 
v? 
SES; Sp; w= y. 


Calculons chaque intégrale de l’équation (VI.451) en retenant que 
n = Re 4/32 (1 — E): 


ês 
[SE Es dé -| E3 d£ 1 | 
: Prat PrzRe Vt/32(1—E)  PrxRe VC/32 
o Re ee 1 ny 2)\2_ n 32 
x [ne V art V À) 14 €] 
Avec Re > 10* à 2 % près 
Es _— 
JS (in fe +) (VI.452) 
J Pruyn  PrxRe V 5/32 "2 32 2/J° 
Ensuite, 
Er &t 
| __ ES dE = | 63 dE 
: A+ Prut/u : Prx Re y£/32(1—È)—(Pr—1) 
EE 1H PT (Te 1), ei {4,1 22 
=rrves DTEPrm— ti) e V &/32 (2: |, 
Pr—1 
où z— 1— 


Prx’Re VOS È 
Pour Re>> 104 à 1% près 


Î E3 di 1 14 Pr (x'ne—1) 


SN 7 .45 
1+ Prut/u Prx’ Re V£/32 1+ Pr(xn1—1) ° (VI:459) 


E2 


En adoptant n: = 30 et n, = 6, on trouve que x’ — 0,20. 
En portant les valeurs Fr intégrales dans (VI.451), on obtient 


Nu — _ Ref(Pr, Re), (VI.454) 
où 
f(PrRe) — 
_— x V 8/X Pr 


Se HE | 
_Re_ 4 Lx) it Pr (net) VS C | ue 
Das VO ste Epron-n * Fr Re 32.) 1 Pruuk 
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Avec Præ1, 
1 


dé es _ M 32 = 
Pope 0 Re V + (VI-455) 


> 


61 


et après le remplacement des x, x”, n, et n, par leurs valeurs numé- 
riques, il vient 


f (Pr, D SE ET à PTE TT ETES (VL.456) 
+ msi os pr 
DT = 4+0,2 Pr di 


Pour les milieux à Pr = 1, f (Pr, Re) = 1. Les valeurs de f (Pr, Re) 
de certains cas sont consignées sur le tableau VI.14. En admettant 


Tableau VI.14 


Influence des nombres de Prandti et de 
Reynolds sur l’échange de chaleur 


{ (Pr, Re) 
Pr 
Re = 104 Re = 105 
1 0,99 0,995 
2 1,33 1,63 
5 1,78 1,78 
10 2,10 3,10 


que dans la sous-couche visqueuse u,æ Bv,py‘/y5, on obtient 


l — M: 
1 32 _._— 
| ET = + dn/(1 + Prf/nin*) — 


res 


a (in ni+an, V2+a° 


_ _ É 2 arctg UV? VL.457 
Re VE ni—am V2+a Féartg ei ): L 


un 


où «= n°/(B Pr). 


Portons cette expression dans (VI.456) pour obtenir 


f(PrRe)= — : £ En : " , 
e r(xne— 1), 
se ++ in RE Pr Gen 1) Pro (Pr) 


21—1289 
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puis introduisons les valeurs numériques de x, x”, M1 et n-: 


0,14 Y/ÿ PrRe = 
NE à (VI.458) 
In 760 Fins pr +24 Prœ(Pr) 
où 
| n+am V2+a , 
Pr 4 — In  — 
PO (I Een Vaas 


+ 2 arctg ue ] .. (VI.459) 


Lorsque les valeurs de Pr sont modérées, la conductivité thermi- 
que turbulente dans la couche intermédiaire est relativement peu 
grande, et on peut utiliser le schéma du courant turbulent à deux 
couches. Pour ce cas, avec n, = 11,6 = n, et @ (Pr) = 1, 


Nu 14 VEPrRe (VI.460) 
In Re V &/290 + 4,6 Pr 


Cette formule peut être utilisée pour les gaz et les liquides non mé- 
talliques avec Pr < 5. 
Pour Pr — c 


Nu — TT v + . a—+ 0 : 
p (Pr) —+ 2x (1024Bn, Pr)" !’*. (VI.461) 
c'est-à-dire 
B = 0,03 et n = 6, Nu = 0,035 Pr'A ReV/&. (VI.462) 


La formule (VI.462) peut être utilisée pratiquement avec Pr => 100. 
En tenant compte de la relation (VI.433) 


In (ReVE) = 1,13/VÈ +1 


la formule (VI.458) peut être mise sous la forme 


: CPrkRe 
20 Vi[f(Pr)—1]+8 ? ) 


où 


f (Pr) =0,356 In enr +0,426Pro(Pr), (VI.464) 


de plus, ÿ (1) = 1. 
Si dans la formule (VI.449) on utilise le profil des vitesses dans 
le sens de Reichardt (VI.335), comme l'ont fait B. Pétoukhov et 
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V. Kirillov [27], les résultats des calculs se prêtent assez bien à la 
génération par les formules 
pour 0,7 << Pr << 200 


: t PrRe 


Er VI.465 
36 VE (Pr 8—1)+8,5 À ) 
pour 0,5<< Pr< 200 
; 0,023 Pr Re°,s 
Nu —1+244Re-01(Pr/—1) x (VI.466) 
Dans le domaine 0,5 << Pr << 2,5 la formule 
Nu = 0,023 Pr°,4 Ref,s (VI.467) 


donne des résultats satisfaisants. 

La figure VI.57 compare les données expérimentales avec les re- 
lations obtenues. On en tire que, pour des calculs techniques d’échan- 
ge de chaleur par convection, lorsqu'il s’agit des liquides non métal- 
liques, on peut recommander la formule (VI.466) pour Pr << 200 et 
la formule (VI.464) pour Pr > 200. Pour les gaz et autres milieux 
à Pr Æ& 1, on peut profiter de la formule (VI.460). 

Pour les caloporteurs à Pr 1, les processus moléculaires de 
conductivité thermique prennent de l’importance également dans la 
partie turbulente de la couche limite. Les nombres Pr des métaux 
fondus sont de l’ordre de 10-* et moins. 

Les gaz fortement ionisés ont un Pr < 1. Pour ces milieux, même 
à la frontière extérieure de la couche intermédiaire l'intensité de 
transfert turbulent de la chaleur est sensiblement inférieure à la 
conductivité thermique moléculaire. Pour ce cas on peut se borner 
au schéma du courant turbulent à deux couches et écrire la formule 
(VI.450) sous la forme 


&l 1 
Nu 22 (| asc tieæ)", (VI.468) 
n $1 


où P=exPeVt/32. 
Dans le cas limite, avec Pr—0 et g,— const, 


Nu=2((5æ&)"=8 (VI.469) 
0 


Si on utilise la formule plus exacte (VI.449), en y portant la loi 
exponentielle de la distribution des vitesses à r — 1/7, on obtient 


Nu = [2 | — (1,22 Jr” dR ] R |" —6,8 (VI.470) 


324 ÉCHANGE DE CHALEUR PAR CONVECTION [CH VI 


Les calculs pour le cas T7, = const donnent Nu = 5,2 à 5,5. De cette 
façon dans un courant turbulent établi, pour Pr — 0, le nombre de 
Nüsselt tend vers une valeur constante. 


l | En 
Nu É 


10° 


10° 


1 10 10° 10° Pr 

Fig. VI.57. Influence du nombre de Prandt] sur l'échange de chaleur turbulent 
convectif : 

calcul: J — d'après la formule (VI.466); ----2 — après la formule (VI.461); 


.. — domaine des données expérimentales 


Pour les calculs techniques de transfert de chaleur aux métaux 
liquides on peut recommander la formule obtenue par V. Soubbotine 
et ses collaborateurs : 


Nu = 5,0 + 0,025 Pets, (VI.474) 
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qui généralise bien les données expérimentales dans la marge 
10° << Pe << 10* et 10* < Re < 5-10%. 


Echange de chaleur et résistance du fluide à propriétés physiques 
variables lors de son écoulement turbulent dans des tubes. Exami- 
nons l’échange de chaleur par convection dans le courant turbulent 
d’un fluide incompressible se déplaçant dans un tube circulaire sous 
les mêmes conditions, à l’exception de l'hypothèse sur la permanence 
des propriétés physiques. 

Dans ce cas le système d'équations différentielles initial est de 
la forme 


(1) 4 9 m 
PWx = + [Ra] ; (VI.472) 
G] ® 1 0 
où g — (À + pce) 2: T = — (u + pe) Te; k est l’enthalpie et 


0, C»» LU et À, les fonctions données de la température. 
B. Pétoukhov et V. Popov ont obtenu dans leur ouvrage [29] 
les formules analytiques du problème envisagé, qui s'écrivent 


Di 1 R dR 
ap x _ 
T,—T= Àp À (1 Pr € mL (VI.474) 
Rp F Prt +) 
TA R 
p°"o 
F Hp \ Gundren SR: (VI-475) 
Es 
1 ( Oz RAR) 
1 Cpp mn P&Æx 
Na À —— "08; (VI.476) 
Nup Cp h Cpp (: Pr € 
Àp Cp is Prt +) 
1 Re : . R 
LR 2 ES D SEE e 
8 Pp (| mme A) RAR, (VI477) 
où 
ad qpD qpCpD 
N = 
“D À (Tp—T)Âp (kp— À) Àp 
—_ Th 
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Lorsque les propriétés physiques sont constantes, le système d’équa- 
tions (VI.474)-(VI.477) se ramène aux équations correspondantes à 
ces cas obtenues précédemment. 

Ce système se résout par des méthodes numériques en recourant 
aux calculateurs électroniques, et les résultats terminaux dépen- 
dent essentiellement des formules retenues pour les coefficients du 
transfert turbulent (e/v). Ces formules étant semi-empiriques et la 
question de l’influence des propriétés variables sur les lois du trans- 
fert turbulent n'étant pas assez explorée, les résultats des calculs 
doivent être comparés aux données expérimentales. 

Pour le cas d'écoulement des fluides aqueux, le nombre de Nüs- 
selt est influencé surtout par la viscosité variable du fluide. La for- 


O0, 
0,08 0,105 0,2 0,30,4 0,6 081 1,5 2 3 4 56 810 15 20 mm 


Fig. VI.58. Influence de la viscosité variable sur le transfert de chaleur dans 
l'écoulement turbulent d’un fluide: 
— calcul d’après la formule (VI,478); © — expérience 


mule de B. Pétoukhov s'accorde bien avec les données expérimen- 
tales [27] 


Nu/Nu, = (up/ur)". (VI.478) 


Lorsque le fluide est chauffé, (m/ur) << 1, nr = —0,11; lorsqu'il 
est refroidi, (U)/ur) >> 1, nr = 0,25. Le nombre Nu, se calcule d’après 
la formule de la température de masse moyenne (VI.465), les pro- 
priétés physiques du fluide étant choisies d’après cette température 
dans la section donnée du tube. L'équation (VI.478) est vérifiée dans 
la marge de variation du rapport u./u. de 0,08 à 40; du Re, de 104 
à 1,25-10° et du Pr, de 2 à 140. 

La figure VI. 58 compare les données expérimentales avec celles 
de calcul d’après la formule (VI.478). Lors de l'écoulement des gaz 
dans le domaine des paramètres d’état distant de la courbe de satu- 
ration, le'gaz peut être considéré comme parfait. Dans ce cas sa den- 
sité est liée à la pression et à la température par l’équation de Clapey- 
ron-Mendéléev p = p/RT. Nous avons montré au chapitre IV que 
les autres paramètres physiques du gaz dépendent surtout de la tem- 
pérature, et ces relations peuvent être traduites par les expressions 


A = (TT) 5 Who = (T/To) 4; Cplepo = (T/To)*e, 
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OÙ 0: Lo: Cho Sont les valeurs des paramètres physiques à une certaine 
température T,; r;. nr, n.. les constantes qui dépendent de la na- 
ture du gaz et de l'intervalle des températures. 

De la sorte, l'influence sur l’échange de chaleur de la variabilité 
des paramètres physiques du gaz se manifeste par la variation de la 
température suivant la section de la couche limite. 

Si on utilise l’analogie entre le problème externe et interne, en 
identifiant l'épaisseur de la couche limite lors du contournement 
d’une plaque au rayon du tube lors de l’écoulement d’un gaz dans 
un tube, l’action exercée par l'allure non isotherme sur l'échange de 
chaleur par convection peut être assez bien évaluée par la formule 
limite de S. Koutatéladzé et A. Léontiev [191]. 

Pour l'écoulement établi du gaz dans un tube, le nombre de 
Stanton est défini par la formule 


a  _— 
CpPw (T —Thp) 


Dans le cas du problème externe, le nombre de Stanton se calcule 
d’après les paramètres de la frontière extérieure de la couche limite. 
Respectivement, le nombre de Stanton St, relatif au tube, et établi 
d’après les paramètres sur l'axe de ce dernier, est associé au nombre 
St par la relation évidente 


— To—T 
a Powo 0 P ni 


En adoptant l'hypothèse de la similitude dans la distribution des 


vitesses et des températures excédentaires suivant le rayon du tube, 
c'est-à-dire 


(T — TT — T,)-= wlws, 
on obtient que 


1 
re Le pu 7 
TE 2 RAR, (VL.480) 


où À = R/R+. 
Lorsque la loi de la distribution des vitesses est exponentielle et 
compte tenu de l'équation de Clapeyron-Mendéléev, on a 
1 


| 2 RaIR= (+), (VL.481) 


Pou5 


où ÿ = T',/T, est le facteur de température. 
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Introduisons les paramètres sans dimensions 


1 
_ a ; 7 9 
h=\ EE RAR ; (VI.482) 
1 
_ Pw, 2 W 
= [2% (1) RAR. (VL.483) 


Alors, on tire des équations (VI.482) et (VI.483) 
TT — TMTo — Ty) = fs (VI.484) 


d’où l’on obtient le rapport entre = T,/T, et = T;/ Ts. D'autre 
part, compte tenu de (VI.241), pour le nombre St, on peut écrire 


A 
Sto= pa Ve (VL.485) 


où Res — pwôt"/u et be = [2/(V b + 1)F. 
Etant donné que 


— ô** a 
Reÿ* = Rep Le nn | (VI.486) 
0 


où Re — pwD/u, compte tenu de (VI.482), (VI.483) et (VI.467), 
on obtient 


Nu = 0,023Reÿ°Pr°r6p-0,37. (VI.487) 


La figure VI.59 compare les données expérimentales avec les calculs 
suivant la formule (VI.487). 

Dans la théorie d'échange de chaleur par convection une place 
particulière revient aux processus qui marchent sous des pressions 
supérieures à la valeur critique, et aux températures voisines de la 
valeur critique ou pseudo-critique (c'est-à-dire à la température qui 
correspond au point de la capacité calorifique maximale sous une 
pression constante). L'intérêt de ce problème, surtout dans l’éner- 
gétique, est dû à la conception des piles nucléaires et la construction 
des groupes de chaudières, dans lesquelles le caloporteur est l’eau 
portée à des paramètres supercritiques. 

Les propriétés physiques de la matière dans la région voisine des 
valeurs critiques dépendent sensiblement de la température et de 
la pression ; or, lorsqu'il faut généraliser les données d'expérience 
sur l'échange de chaleur, ceci conduit à des complications importan- 
tes. Il existe actuellement un assez grand nombre d’ouvrages rédi- 
gés à partir de la pratique expérimentale sur le transfert de chaleur 
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dans la région envisagée, mais les complications mentionnées font 
qu'il n'existe pas de méthodes sûres et générales pour calculer les 
échanges de chaleur dans ces conditions. Pour la région « des gaz », 
lorsque la température maximale de la couche limite est supérieure 


10° 2 4 6 8 10° Re 


Fig. VI1.59. Influence de l'allure non isotherme sur le coefficient de transmis- 
sion de chaleur dans l'écoulement stabilisé du gaz dans un tube cylindrique: 
——— — calcul d’après la formule (VI.487); © — expérience 


à la température pseudo-critique, des résultats satisfaisants sont. 
fournis par la formule limite de S. Koutatéladzé et A. Léontiev [19] 


Nup= 0,023Rep°Prûst | 2)" (VL.488) 
V pipp+1 

La formule empirique de E. Krasnochtchékov et V. Protopopov 

[29] résume les données expérimentales sur l’eau et le gaz carbonique 
à 20 % près 

Nu = Nu, (u/up)t (GA )-58 (c,/c,)%55 (p,/p)"(c,/c,)",  (VI.489) 

où Nu, se calcule d’après la formule (VI.465) ; c, = (k»—h1)/(Tp—T) 

est la capacité calorifique intégrale moyenne du fluide ans l'intervalle 


des températures de T à T.. 
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Pour l’eau à 1,02 < p/p,, < 1.45 m = 0,3; pour le gaz carbo- 
nique avec 1.02 < p/pa. < 5,3 m — 0.35 — 0,05 p/pa. L'exposant 
n dépend de T,/T,, et T/Ts (fig. VI.60). La formule est justifiée 


1,0 1.2 1.4 1.6: 1.8 2.0 2.2  TJT, 
Fig. VI.60. Relation entre l’exposant nr dans l’équation (V 1.489) et la tempé- 
rature 


pour l’échauffement du fluide à g, = const dans la marge 2-10* < 
< Rep < 8-105; 0,85 < Pr << 5,5; 0,09 < pp/n Li; 0,02 < 
< CplCn < 4. 

L'écoulement d'un fluide dans des tubes se poursuivant à des 
allures proches des valeurs critiques peut donner lieu à des régimes 
d'échange de chaleur dits « altérés » qui s'accompagnent de sursauts 
assez brusques de la température de la paroi chauffée. Le mécanisme 
des régimes « altérés » n’est pas très clair; il est associé à l’influence 
des forces d’Archimède et des accélérations du courant sur l’inten- 
sité du transfert turbulent de la chaleur. 

Influence de la rugosité sur l'échange de chaleur lors de l'écou- 
lement turbulent d’un fluide dans des tubes droits, incurvés et à 
section droite non circulaire. Par surface rugueuse on entend une 
surface dont les aspérités sont sensiblement inférieures à l'épaisseur 
de la couche limite ou du rayon du tube (pour l’écoulement établi). 
L'aspérité exerce alors une action directe sur l’écoulement du fluide 
seulement dans la couche visqueuse ou intermédiaire. Divers « tur- 
bulisateurs » (ailettes spéciales, pièces incorporées, transporteurs à 
vis, générateurs de tourbillons, etc.) déclenchent des perturbations 
du courant tout entier. 

On distingue la rugosité naturelle, conditionnée par le processus 
de fabrication des tubes et les conditions de leur exploitation, et 
artificielle, établie spécialement à la surface du tube (filetage, saillies 
et rainures transversales, bosses, etc.). Dans lecas général, la rugo- 
sité est caractérisée par la profondeur et le pas des aspérités du pro- 
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fil. Dans les calculs techniques, pour l’évaluer, on emploie la notion 
de profondeur équivalente de rugosité K4. C'est la profondeur des aspé- 
rités de sable à laquelle le tube possède la même valeur du coeffi- 
cient de résistance hydraulique. Pour la rugosité artificielle réalisée 
à l’aide de grains de sable de même dimension adhérant l’un à l’au- 
tre, fixés à la surface du tube (aspérité de sable) X4, = Æ, où À est 
le diamètre du grain de sable. 

Le transfert de chaleur à une surface rugueuse est plus intense 
qu’à une surface lisse; ceci est dû à une intensité accrue du trans- 


8 10? 


Fig. VI.61. Relation entre le coefficient d'efficacité des tubes rugueux 
et A'£ pour de différentes valeurs de Pr 


fert turbulent au voisinage de la paroi. Le renforcement du transfert 
ie chaleur s'accompagne de l’augmentation de la résistance hydrau- 
ique. 

L'efficacité de la surface rugueuse peut être évaluée d’après la 
formule 


__ Nu-/Nu 
1 TE 0400) 


où Nu,, Nuiet &,, 61 sont les nombres de Nüsselt et les coefficients 
de résistance des tubes à surface rugueuse et lisse pour les mêmes 
valeurs des nombres Re et Pr. 

La figure VI.61 visualise la relation entre le coefficient d'effi- 


= . Re VA d'une 


part et le nombre de Prandt|, de l’autre (291. Es partant de ce 


graphique, si on connaît &], a et X:, on peut calculer le transfert 
de chaleur à une surface rugueuse 


e Ld » e Lé 4 
cacité net le paramètre derugosité Ki— 
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Dans de nombreux cas pratiques le fluide se déplace dans un tube 
dont l’axe forme des arcs de cercle. C’est le cas où apparaissent des 
forces centrifuges qui compliquent le mouvement du fluide en lui 
communiquant une allure hélicoïdale (fig. VI.62). Il en résulte que 
les coefficients de transmission de cha- 
leur locaux du côté extérieur de l’arc 
de cercle s'avèrent plus grands que du 
côté intérieur. Les conditions envisagées 
justifient l’analogie de Reynolds, c’est-à- 
dire 


St-Pr9,6 — &/8,  (VI.491} 


= ty [Re (r/R)1%; (VI.492) 


Fig. VI.62. Ecoulement dans 7, est le rayon du tube; R,, le rayon de 

un canal coude la courbure (coude) de l’axe du tube; 

bar. le coefficient de résistance hydrau- 

lique du tube droit défini par la formule (VI.423). La formule 
(VI.492) est vérifiée pour Re (r,/R) > 6. 

Dans le cas de l'écoulement turbulent, le calcul de transfert de 
chaleur dans les tubes de section non circulaire peut parfois se faire 
d’après les formules obtenues pour les tubes circulaires (formu- 
les (VI.465), (VI.467)], si dans les nombres réduits Nu et Re on uti- 
lise comme dimension caractéristique le diamètre équivalent 


ds = 4f/P, (VI.493) 


où f est la section droite du canal ; P, le périmètre mouillé de la sec- 
tion droite, indépendamment de la partie qui échange la chaleur 
avec le fluide. 

Le calcul à l’aide de d4 est une méthode approchée, surtout lors- 
que les nombres de Prandtl sont petits. Pour obtenir des résultats 
plus exacts, on recourt à l’équation de similitude de l'échange de 
chaleur obtenue pour le profil donné de la section de passage du ca- 
nal. Ainsi, lorsqu'un fluide aqueux se déplace dans des canaux à sec- 
tion droite annulaire, les coefficients moyens de transmission de 
chaleur de la surface interne du tube peuvent se calculer d’après la 
formule de V. Issatchenko et N. Galine [14] 


Pr; \0,25 0,18 

rs 0,8 0,4 Î , ds , - 
Nuyag = 0,017Ref Pr} ( Pr ] (&) .. (VL.494) 
Ici la grandeur déterminante est la température moyenne du fluide 
dans le tube et dé = d, — d;, où d, est le diamètre interne du canal 
annulaire ; d,, son diamètre externe. La formule (VI.494) est vraie 
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pour da/d, = 1,2 à 1,4; l/d = 50 à 460; Pr, — 0,7 à 100. Dans des 
canaux de section triangulaire l'écoulement d’un fluide fait naître 
des courants turbulents à grande échelle qui compliquent sensible- 
ment le processus d’échange de chaleur. Les méthodes de calcul pour 
ce cas sont décrites dans [28]. 

Echange de chaleur lors de l’écoulement turbulent dans le tron- 
çon initial du tube. Le passage du régime laminaire dans la couche 
limite à l'écoulement turbulent marche de la même façon que dans 
le cas d’une plaque plane. Si la couche limite turbulente commence 
à croître à partir de la section du tronçon initial du tube, le calcul 
de l’évolution des couches limites dynamique et thermique se fait 
d’après les formules obtenues au $ VI.3 pour le contournement exté- 
rieur des corps. La différence consiste dans le fait que lors du con- 
tournement extérieur la vitesse du fluide à la frontière externe de la 
couche limite est une valeur donnée, alors que pour les conditions 
envisagées elle est un paramètre à établir. Son calcul se fait d’après 
une équation complémentaire de la permanence du débit du fluide 
le long du tube. 

Considérons l’écoulement dans le tronçon initial d’un tube cy- 
lindrique, la distribution de la vitesse et de la température à l’en- 
trée du tube étant uniforme. L’équation de la continuité peut alors 
s’écrire 

Ro 
PoiPoi = 2 | pwRdR = const. (VI.495) 
0 


où Po et wo, sont la densité et la vitesse du fluide dans le tronçon 
initial du tube. 

Pour un tube cylindrique, l'épaisseur de déplacement se calcule 
d’après la formule 


5 = (1 — ti ) (1— F ] dy. (VI.496) 


Alors l'équation (VI.495) s'écrit 
Poiwn = PoWo (1 — 25*/R:), (VI:497) 


où p, et w, sont la densité et la vitesse du fluide dans le noyau du 
courant pour lequel on admet que l'écoulement est potentiel. 

Pour le cas de la densité constante de la couche limite turbulente 
le paramètre de forme est H — Ô*/6** — 1,3. 

La formule (VI.497) entraîne 


Re** — Re,, (w, — 1)/5,2, (VI.498) 


où Lo — Woo: 
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La relation intégrale des impulsions (VI.59), la loi de frottement. 
(VI.233) et l’équation (VI.498) composent un système d’équations 
fermé dont la solution analytique (avec m —=.0.,25 et B = 0,0256} 
est de la forme [19]: 


2,88 L4 Do 19025 — In WE ae 
(50 —1)5— V2 (w9—1)0:25 +1 


—V Zarctg PE 9,3 Mo OT (YI.499) 


1— (59 —1)0:5 9 Reÿ;"° 


En connaissant le rapport de w, à z, calculons les valeurs locales de 
Re**, et à partir de l'équation (VI.233), le coefficient de frottement 


C, = 0,0256/(Re**) 0,26. (VI.500} 


La longueur du tronçon initial se calcule d'après la condition 
d’intersection des couches limites. Dans ce cas 6 — À, et o*/R, — 
— 0.097. L’équation (VI. 497) entraîne que 


wo = (1 — 26%/R,)-1 = 1,24. (VI.504} 


L'équation (VI.500) peut être approximée avec une précision suffi- 
sante par la relation bien simple 


D = 1,18x/Re0,25. (VI.502) 


Alors, compte tenu de (VI.501), on obtient la formule de la longueur 
du tronçon initial 


r = 1,3Re0.25. (VI.503) 


Dans le cas d'écoulement du gaz à des vitesses subsoniques à l’en- 
trée, mais dans les conditions sensiblement non isothermes, la for- 
mule (VI.503) devient [19] 


Z/Reg25 = (0,8 + 0,5)/p0.2. (VI.504) 


Pour calculer les valeurs locales des coefficients de transmission 
de chaleur, intégrons la relation de l’énergie de la loi de variation 
de la vitesse à la frontière externe, déterminée par la formule (VI.502). 
L'’équation (VI.63) amène 


Re** = {SE Rens Ï ATH, de}. 


2Pr" (VI.505) 
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Compte tenu de (VI.502) pour le cas T, = const, on obtient (en 
adoptant m — 0,25 et B/2 = 0,0128) 


25 


4j}.  (VL507) 


<'R°° 
Re Rens {ns 11,18" 


Pr0.7s 


Appliquons la loi d'échange de chaleur (VI.241\ pour obtenir 


SE — —_— (VIL.508)} 
Rel"° [4 18% 00: 4 [P2pre 
ou 
r92: 
” 1.148 ° °: | 
Nu, = 0,02 Re; ;' ” Pro _ QE. à (VI.509) 
| E g"/Feui=1 Jo.2 


Cette formule permet de calculer les coefficients de transmission de 
chaleur local dans le tronçon initial du tube lors du développement si- 
multané des couches limites dynamique et thermique à la tempéra- 
ture constante de la paroi. 

Cependant, en utilisant l’équation (V1.505). on peut obtenir l'é- 
quation de calcul pour n'importe quelle loi de variation de la tem- 
pérature de la paroi suivant la longueur du tube. 

En particulier, pour le cas g, = const, l’équation (VI.60) per- 
met de tirer 


Re** = StRe, = StRe,wur. (V:.510): 


Compte tenu de la loi d'échange de chaleur, on obtient 


St — 0,0128 
[St Res wyz]0,*s Pr 0,55 É 
ou 
Gt — 00505 __ (VI.511} 
[Renwez]2Pro 
Par conséquent, 
_. x 180 Re 
Nup = 0,0305 Reÿ;'*Pr0.4 —— : (VI.512) 


(z/Re9:"°)0-* 


Il convient d'indiquer que les formules obtenues sont justifiées dans. 
la marge des nombres de Prandtl de 0,5 à 200. 
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$ VI.6. Echange de chaleur lors du contournement 
transversal des tubes 


La conception des échangeurs thermiques tubulaires, largement 
appliqués en technique. impose la connaissance de la loi d'échange 
de chaleur par convection lors de l’écoulement normal à un tube ou 
à un faisceau de tubes. 

Considérons les particularités du contournement transversal 
d'un tube circulaire unitaire par le courant d’un fluide incompres- 
sible. D’après les expériences, il se forme à la partie frontale de la 
surface du tube une couche limite laminaire dont l'épaisseur croît 


Pt 
PÉTER LISE 
— Er 4 CHE 
ss FR pas 2 
— LS a. SR — 
Te EST RhKRLLET 
Re — NZ 
a) 6) 


Fig. VI.63. Contournement d'un cylindre lors du décollement des couches li- 
mites laminaire (a) et turbulente (b) 


progressivement. Lors du contournement de la partie d'attaque d’un 
cylindre, la pression dans le courant extérieur tombe (dp/dx << 0), 
alors que la vitesse dans la direction du mouvement augmente et les 
particules de la couche limite, malgré l’action freinante des forces 
de viscosité, poursuivent leur mouvement le long de la surface. Dans 
la partie amont du cylindre, la pression du courant extérieur croît, 
les particules de la couche limite, sous l’action des forces de viscosité 
et du gradient de pression positif, décélèrent, et à partir d’une cer- 
taine section du courant, se déplacent dans le sens inverse en formant 
des tourbillons qui se détachent périodiquement de la surface pour 
être emportés par le courant (fig. VI.63). Le point de décollement de 
la couche limite laminaire se trouve à peu près à un angle ® = 82° 
et dépend peu du nombre Re. Dans ce cas 45 % de la surface du cy- 
lindre seulement sont contournés par le fluide sans se décoller. Un tel 
régime est observé avec des Re allant de 9 à (2 ou 5)-105. Avec l’aug- 
mentation ultérieure du nombre de Reynolds, la couche limite la- 
minaire devient turbulente, et le point de son décollement se déplace 
en aval du courant jusqu’à des ® = 110 à 120°, et près de 65 % de 
toute la surface du cylindre sont baignés sans décollement. 
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L’allure du contournement d’un tube circulaire détermine éga- 
lement la distribution des coefficients locaux d'échange de chaleur à 
la surface (fig. VI.64). Le transfert de chaleur atteint la valeur maxi- 
male à la génératrice d’attaque du cylindre (® = 0) où la couche li- 
mite est mince. La valeur du coefficient de transmission thermique 
diminue suivant la surface du cylindre du fait que la couche limite 
croît et avec @ = 90 à 100° atteint le minimum. La partie aval du 
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Fige VI. Variation du transfert de chaleur suivant la circonférence d’un 
tube pour de différents nombres Re: 
1, 2, 3 — données expérimentales 


tube est le siège où la couche limite se désagrège et le coefficient de 
transmission de chaleur croît de nouveau. Jusqu'au point de décolle- 
ment de la couche limite le transfert de chaleur local à la surface du 
cylindre peut se calculer analytiquement d’après les formules des 
$$ VI.2 et VI.4. Le calcul analytique des moyennes des coefficients 
de transmission de chaleur est pratiquement impossible du fait que 
les conditions de l’écoulement du fluide dans la partie aval sont 
très compliquées. Aussi recommande-t-on d'utiliser à cet effet les 
équations de similitude de l'échange de chaleur. 

Les données les plus sûres sur les moyennes des coefficients d’échan- 
ge de chaleur pour le contournement transversal d’un cylindre sont 
obtenues par Joukaouskas et ses collaborateurs [13]. 

Les résultats du traitement des données expérimentales à la lu- 
mière des critères sont visualisés sur la figure VI.65. 


Les données expérimentales se prêtent bien à la généralisation par 
les formules pour Re = 5 à 1000: 


Nura = 0,5RefSPr£:58 (Prs/Pr))035, (VI.513) 
22—01289 
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pour Re!a = 410$ à 2-10° 
Nura = 0,25Re%#Pr9:13 (Pr;/Pr,),*5. (VI.514) 


Dans le calcul des nombres caractéristiques la dimension détermi- 
nante retenue est la température moyenne du fluide. 


serres | ||] | [1 |: Le 
le 


Fig. VI.65. Transfert de chaleur moyen dans un cylindre contourné transver- 
ement : 
— calcul d’après les formules (VI.513) et (VI.514): O©O — expérience 


Les formules (VI.513) et (VI.514) sont vérifiées pour le cas de 
l'écoulement normal à la génératrice du cylindre. Si l’angle ÿ entre 


0,6 
NS 
ÿ, degrés 
90 70 50 30 10 
Fig. VI.66. Influence de l'angle d'attaque sur le transfert de chaleur dans un 
cylindre 


la génératrice et la direction du courant diminue, le transfert de 
chaleur moyen, lui, diminue également. Cet effet peut être pris en 
compte par l'introduction dans les formules (VI.513) et (VI.514) 
du coefficient de correction £y = @y/@&ope. La figure VI.66 visualise 
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le rapport entre le coefficient e% et l’angle . Dans le domaine de 
de 30 à 90°, on peut appliquer la relation approchée 


Ep = 1 — 0,54 cos° Ÿ. (VI.515) 
Les échangeurs tubulaires sont réalisés généralement sous 1læ 
forme de faisceaux de tubes. Leur arrangement dans le faisceau peut 


être leplus varié. Les plus fréquents 
sont les arrangements en quin- a) Pret = 


conce ou en ligne (fig. VI.67). 
Le contournement du tube dans E © ©Q Q O- 
le faisceau se distingue du cas < | 

d’un tube unitaire du fait que dans © O © © © 


ce processus intervient la disposition D. : 
des tubes l’un près de l’autre. Lors- o O © O 
que le contournement d’une rangée 60000 


isolée est transversal, les tubes | 
voisins forment des rétrécissements © © OO O O 
qui modifient le champ des vitesses  Rangées 1 2 3 4 5 
par rapport à un tube unitaire. 
Le point de décollement de la cou- LE ee  . 
che limite se déplace le long du = | | 
courant. Les tubes placés dans la s eo ° à O- 
deuxième rangée et les rangées a" O- LL & 
qui suivent se retrouvent dans le O- &. 
sillage tourbillonnaire produit par © ; © : © 
les rangées précédentes, ce qui in- <5- 
tervient, naturellement, dans les ©- © 
coefficients de transmission de cha- Or: © | 
leur. De multiples données expé- ©@- | ©- © 
rimentales sur les coefficients Rangées 1 2 3 5 
moyens de transmission de chaleur 
dans les faisceaux de tubes obte- pig. V1.67. Arrangement des tubes 
nues par À. Joukaouskas et ses colla- dans des faisceaux: en ligue (a) 
borateurs [13] et traitées à la lu- et en quinconce (b) 
mière des critèressont visualiséessur 
la figure VI.68. Les formules de cette figure sont justifiées pour les 
rangées en profondeur, c’est-à-dire pour celles où le courant est de- 
venu hydrodynamiquement stable. Pour température déterminante 
on retient celle du courant d'impact; pour longueur caractéristique, 
le diamètre du tube; pour vitesse de calcul, celle de la section de 
passage minimale du faisceau. 

Pour des faisceaux à nombre de rangées inférieur à 20 il faut tenir 
compte de la diminution du coefficient de transmission de chaleur 
dans les premières rangées par rapport aux rangées en profondeur 


Nu, = C,Nu 25>-20° 
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Les valeurs du coefficient C. peuvent être fournies par la figu- 
re VI.69. 

Dans la conception des échangeurs il faut déterininer l’organisa- 
tion optimale du point de vue des frais d'installation et d’exploita- 
tion. La perfection de la surface d'échange de chaleur peut être 


Fig. V1.68. Transfert de chaleur dans le contournement transversal des tubes 
d’un faisceau en quinconce (a) et en ligne (b), 


Nuüf CRem 
ET 
Ses Prp | 0.25 “ 
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caractérisée du point de vue énergétique par le rapport de la chaleur 
transmise par la surface d’échauffement donnée et l'énergie absorbée 
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pour surmonter la résistance 
E = aFAt/(QyAp), (VI.516) 


où Q- est le débit volumique, m/s. 
Pour la chute des températures At = 1 °C, on a 


E = aFlfwAp = «le, 


où le paramètre & est la quantité d'énergie nécessaire pour surmonter 
la résistance revenant à une unité de la surface d’échauffement. 


Re. 
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Fig. VI.69. Correction pour le nombre de rangées dans le calcul du transfert 
de chaleur d'un faisceau 
—Cn ligne; ————— — cn quinconce 


La figure VI.70 consigne les résultats des calculs de l'efficacité E 
des faisceaux de tubes d’un diamètre de 19 mm contournés par un 
courant d’eau à la température de 20 °C. 

La figure VI.70 montre que pour les nombres Re de 5-10° à 5-10 
l’arrangement en ligne des tubes est plus efficace que celui en quin- 
conce. Bien que le transfert de chaleur suivant le premier mode dans 
ce domaine est inférieur à celui du deuxième, l'efficacité du premier 
est plus élevée par suite des pertes hydrauliques plus faibles. Pour 
des Re plus grands, l'efficacité du transfert de chaleur s’uniformise 
et l’arrangement en quinconce des tubes dans le faisceau devient quel- 
que peu plus efficace, le paramètre déterminant dans ce domaine 
étant le pas des tubes. 

L'efficacité de l’émission de chaleur Æ£ caractérise le processus 
d'échange de chaleur seulement du point de vue énergétique. Lors 
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Fig. VI.%0. Efficacité du transfert de chaleur d’un faisceau de tubes en quin- 
conce (a) et en ligne (b) en PERREes DOME de Reynolds et la distance entre 
es tu 


du choix d’un échangeur, il faut tenir compte également d'autres 
impératifs, et rien que l’examen cumulé des frais d'exploitation et 
d'installation rend possible le choix de la version optimale. 


$ VI.7. Méthodes de la protection thermique des corps 
contre l’action du courant d’un gaz à enthalpie élevée 


La tendance principale du développement de la technique énergé- 
tique est l’augmentation des températures et des pressions maximales 
des caloporteurs et des fluides moteurs. Dans les installations éner- 
gétiques les températures maximales du gaz dépassent sensiblement 
les températures admissibles des matériaux dont sont construites 
les veines des machines thermiques. Dans ces conditions, le système 
de refroidissement acquiert une importance notable pour la fiabi- 
lité des pièces des machines thermiquement chargées et leur fonc- 
tionnement sans aléas. 

En technique, les systèmes de refroidissement par film liquide 
ou par paroi poreuse trouvent une application de plus en plus large. 
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1. Echange de chaleur par convection en présence 
es rideaux de gaz 


Pour protéger la surface du corps contre l’action de la chaleur 
d’un courant de gaz à enthalpie élevée on recourt largement en tech- 
nique actuelle aux rideaux de gaz. Le gaz refroidissant est amené à 
la surface d’échange de chaleur et, en se propageant le long de cette 
dernière, forme un rideau. Il arrive qu'un tel rideau assure une pro- 
tection thermique aussi bien que chimique. 

Les figures VI.71, a-c schématisent les versions principales des 
rideaux de gaz. Ces versions rendent également possibles leurs com- 


8) 
4 P, Wo,To 
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Fig. VI.71. Versions des rideaux de gaz 


binaisons différentes. Par exemple, le refroidissement par film large- 
ment appliqué dans les moteurs-fusées à combustible liquide est 
combiné au refroidissement récupératif ordinaire de la paroi. La 
veine du moteur-fusée à combustible solide est exécutée ordinaire- 
ment sous la forme de tronçons couverts de revêtements calorifuges 
différents ; dans ce cas le rideau de gaz se propage Île long de la sur- 
face avec le flux transversal de la substance. 

Le paramètre déterminant de l'intensité de l'échange de chaleur 
en présence de rideau de gaz est ce qu'on appelle son efficacité 


0 = (To — Tp)/To — Ti): (VI.517) 


où Ty lp et Th Sont respectivement les températures du courant 
d’amenée, de la paroi calorifuge et du gaz refroidissant. 
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De la sorte, en présence d’un rideau de gaz, son efficacité déter- 
mine la température de la paroi calorifuge 


Ts Ts OT, =T,) (VI.518) 


Nous montrerons dans ce qui suit que la connaissance de cette 
température est également nécessaire pour calculer dans ces condi- 
tions l'échange de chaleur. 

Dans le cas plus général de l’écoulement d'un gaz compressible 
soumis à des réactions chimiques l'efficacité du rideau de gaz se 
calcule à partir des enthalpies totales 


6 = (ko — hp}/(Ro — hpr)- (VI.519) 


Pour déduire la formule de l'efficacité, examinons le contourne- 
ment longitudinal d’une surface plane par le courant d’un fluide 


T,=t(x) q,=0 


Fig. VI.72. Rideau de gaz 


incompressible à paramètres physiques constants (fig. VI.72) [191]. 
Le tronçon de longueur x, est refroidi, et la température du mur dans 
la section x, est égale à T',., le refroidissement du mur dans cette ré- 
gion pouvant être assuré de la manière la plus différente (évacua- 
tion de la chaleur par la paroi du mur, insufflation du gaz refroidis- 
sant par une paroi poreuse ou une fente, refroidissement par film 
liquide, etc.). Dans le domaine z > z,, le mur est thermiquement 
isolé et sa température change le long de la surface en s’approchant 
de la température du courant incident. L’échange de chaleur radiatif 
est négligé. 

Pour le domaine z > z,, gp = 0, l'équation de l'énergie (VI.60) 
s'écrit 


dReï” , Ref” d(AT) 
a Om = + 0, VI.520 
dz AT az ) 


son intégration de x, à x permet d'obtenir 


Re%*AT = RextAT.. (VI.521) 


$ VI] MÉTHODES DE LA PROTECTION THERMIQUE 345 


En introduisant le Paramètre d'efficacité, il vient 
6 = RT/Reï, (VI.522) 


où Refi est le nombre de Reynolds dans la section 2:. 

Bien entendu, l'équation (VI.521) est également vraie pour le 
cas pou général, si au lieu des températures on utilise des enthalpies 
totales. 

Si pour z > z, la condition T, = Th, = const était vraie, le 
nombre de Reynolds suivant l’épaisseur d'énergie (Re7%) se calcu- 
lerait d’après l’équation 


CE er EL 


Ref = | (Rein + ÆEipRe,, [5]. (VI.523) 


#! 


1 


Pour la couche limite à la surface calorifuge avec x > x, il faut 
que soient respectées les conditions suivantes 


pour y= 0 Qp = 0 on : 
aT (VI.524) 
pour y = Ôr g—=0 y — 0e 


De la sorte, à l’intérieur de la couche limite la température est 
nivelée seulement sous l'effet du brassage moléculaire et turbulent 
et de l’aspiration du gaz à partir du courant extérieur. Ce brassage 
est le plus intense au voisinage de la paroi, où la dérivée dw./ây 
est maximale. Il en résulte que le profil des températures se déforme 
de façon que le domaine 0T/ôy Æ 0 (ou à T = T, = const) croît 
continüment par rapport à x. En même temps l’insufflation du gaz à 
partir du courant extérieur fait que la température de la couche limi- 
te s'approche de la température 7,, c'est-à-dire 


pour oo, T—>T,—+ To (VI.524) 
Par définition, l’épaisseur d'énergie est 


&5— [2e (1-77) à. 


Par conséquent, à la surface calorifuge 


pour z—>00 ÔT —+ | Te dy. (VI.525} 
(l 
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Introduisons le coefficient B — 7/67 qui vérifie les condi- 
tions aux limites: pour z —+ x, B —+ 1 et pour z —+ oo f —+ p,,,.,, où 


Brmax À Do, dy ) Pre (1— — 7 )dy- (VI.526) 


Pour une couche limite laminaire 
o = W,lwo = 2(E — ES) + Et; Brux — 6,0, où E — y/6. 


Dans la plupart des cas pratiques, le rideau de gaz est utilisé 
dans le domaine des grands Reynolds et dans la couche limite tur- 
bulente. Alors, en adoptant © — w, = Ë!/7, on obtient Bnax — 9,0. 

Compte tenu des équations (VI.522) et (VI.523) et de la condition 
d’après laquelle pour z—>00 $ = fB,,,., on obtient la formule de 
l'efficacité du rideau de gaz 


e— [1+ 8 (ms )“ Ê Re |. (VI.527) 


ReTi 


Pour la couche limite laminaire (m — 1, B/2 = 0,22) 


e=f1 +04 À Re, |". (V1.528) 


X1 


Pour la couche limite turbulente (m — 0,25; B/2 = 0,0128) 


_fyr 02% (po, dl | 
6=[1+ nd Re, az | (VI.529) 


En particulier pour le contournement d’une plaque plane (Rez = 
= const): 
pour une couche limite laminaire 


10,6 — 0,5 2 
x : VI: 
O— [1+ TT Ress | (VI.530) 


pour une couche limite turbulente 


o=[1+ 0 Ress], (VI.531) 


[ReTi)::2° 


où Resx = PoWo (7 — Ti)/Ho- 
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x 


Si on introduit Reï. = | Re.dz, les formules (VI.530) et(VI.534) 
x1 
peuvent être extrapolées au cas d’une loi arbitraire de la variation 
de la vitesse le long de la surface du corps. 
En particulier! pour une vitesse variant suivant une loi exponen- 


tielle. Lo= zx", on obtient 
Re, = Res (2*t — 1)/(n + 1), (VI.532) 


où TZ = 2 À Le ro Do = WoW. 
Alors pour une couche limite laminaire l'efficacité du rideau 
de gaz s’écrit 


| | 10,6 zn+1— 4 1-0,5 


et pour une couche limite turbulente 


_f4. 0,254 zn+1—{ 1-0,8 _ 
6 — [t+ mes Re, — | : (V 1.534) 


Les formules (VI.533) et (VI.534) impliquent que l'efficacité 
diminue pour des courants accélérés (dw,/dr > 0; n > 0) et aug- 
mente pour des courants ralentis (dw,/dr < 0; n << 0). 

La formule (VI.527) peut être extrapolée également à l’écoule- 
ment d’un gaz compressible. Compte tenu des équations (VI.302) 
on obtient 


O=[1++(1-m)pnè Y Rez dz le 


,  (VI.535) 


0 
Le ph | 


(Ress ,jm*i 
où 
2arctg (M, V0,5r(k—1)) 12/7 up \" 
y — RS SP —— : "I. 
enr V0,5r(k—1) ] LLo0 | (VI.536) 
Ÿ=To/TS. (VI.537) 


Déduisons les formules de l'efficacité du rideau de gaz schématisé 
par la figure VI.73. 
La relation intégrale de l’énergie pour une surface perméable 
avec T, = const 
Re _gir (VI.538) 
dRe, ‘Jp: d 
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ap 


PoZocp (To—Tp) » el I — JpCp (Th = À ), 


En retenant que St — 
on obtient 


d ReT” —. 7 
= (A+ Ki), (VI.539) 


où K1 = (Ty — T'To — Tr): 


Wo To Wo 


Fig. VI.73. Rideau de gaz à secteur poreux 


Par conséquent, lorsqu'on insuffle le gaz refroidissant par une 
plaque poreue 


Refi = Re’: (1 + X), (VI.540) 


X1 


où Rey — = | Îp Az. 


0 

Dans le cas d’une insufflation critique 7” = T,,; À = 1 et 
Rey! = Re»: 

Les formules de l'efficacité des rideaux lors de l’insufflation du 
gaz par une paroi poreuse, compte tenu des équations (VI.527)"et 
(VI.540), s’écrivent 

pour une couche limite laminaire 


10,6 0,5 
É [4 + AO | Redz |"; (VI.541) 
pour une couche limite turbulente 
0,254 ‘ —7-0,8 
O — [1 TR G+AITS \ Re, dx | (VI.542) 
1 


Les figures VI.74 et VI.75 comparent les résultats obtenus d'après 
la formule (VI.542) avec les données expérimentales de différents 
chercheurs. 


& VI.7] MÉTHODES DE LA PROTECTION THERMIQUE 349 
oo 


Æ> Pour l'écoulement du gaz compressible on obtient compte tenu de 
(VI.535) 


7. » nl 
| 0,25 RevoŸ11 ()" | VuU ile 
1 
= |1+ A+ Ki) Rep” | 
(VI.543) 


où l’indice « 00 » se rapporte aux paramètres de freinage. 


10° 


REC 
CAO 


2 4 6 8 10 


Fig. VI.74. Efficacité d’un rideau de gaz à secteur poreux (w, = const): 
— calcul d'après la formule (VI.542); © — données expérimentales [19] 


Pour l'écoulement du gaz dans une tuyère supersonique on ob- 
tient à partir de l’équation de l’énergie d’une couche limite symé- 
trique à l’axe 


(VI.544) 
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Compte tenu de l'équation de continuité de la tuyère 
DU, (4 — U?)UR-D = DU (14 — U*)HË-D  (VI.545} 
on a 


o={1+ Yu (Dy"- dx}. (VI.546) 


0,25 Reoo T1 (Up1/Hoo)°»*5 
(1+ K,)1:25 Rei 5 D1,25 \ 
» 4 


En connaissant la relation entre le diamètre de la tuyère et, par 
suite, le nombre M, et la longueur x, on calcule la variation de l’ef- 


Fig. VI.75. Efficacité d'un rideau de gaz à secteur poreux dans le cas de gra- 
dient de pression longitudinal: 


x 
— calcul d’après la formule (VI.542) A= |Rex dx,/ÎRe,, (1 Kb: 


Î 
QO — données expérimentales [19) 


ficacité du rideau suivant la longueur de la tuyère. Puisque dans 
la partie supersonique de la tuyère Vu << 1, l’équation (VI.546) 
entraîne que l'efficacité du rideau dans le cas d'un gaz compressible 
est plus élevée que dans celui d’un fluide incompressible. 

La figure VI.76 compare les données expérimentales fournies par 
un Courant supersonique avec les calculs effectués d’après la for- 
mule (VI.543) pour le cas du contournement d’une plaque plane 
(U = const). 

Examinons un rideau produit par l'insufflation du gaz refroidis- 
sant par une fente (fig. VI.77). On adopte que les paramètres physi- 
ques des gaz principal et insufflé sont constants et identiques. 
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Dans la région 0 << z< zx, la plaque est contournée seulement 
par le gaz insufflé et la Éd de la plaque est égale à celle du 
gaz, c’est-à-dire T, = T;. Dans la section z = x, s’amorce 
la constitution de a me limite thermique sous l'effet du brassage 
du gaz de rideau avec le courant principal. 

En utilisant les relations connues pour les jets turbulents [2], 
on peut adopter pour le domaine w, << w, 


ZS = (0,107 + 0,037w,/&,)-1 (w, + w)/(w, — w,). (VI.547) 


Dans certains cas on peut négliger la région x;, c'est-à-dire poser 
z—,& zx et obtenir par là même une certaine marge d'efficacité. 


Fig. VI.76. Efficacité d'un rideau de gaz dans un courant supersonique de gaz: 


1 — calcul d’après la formule (VI.543); 2 — calcul NES ti la formule (VI.542): 
© — données expérimentales [1 


La figure VI.77 implique que pour la section zx; 
ô 


{ cpuTdy = cpu T6 + cpowoTo (Ô — S);  (VI.548) 
0 


Ô 
| owdy = puuiS + pou (8 — S). (VI.549) 
(1) 


Par définition, l'épaisseur d'énergie 
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et pour la section z = z,, où TZ}, — T,1, compte tenu des équations 


{VI.548) et (VI.549), on a 


PoWoAT0ri = | pw (To — T) dy = ToouuS + 


+ Topo&o (Ô — S) — Topowo (Ô — S) — pusS Ts = 
— (To — T;) PaSe (VI.550) 
Par conséquent, 
ReT! —= ow1S/Lo — Re ge (VI.551) 


Ainsi, l'efficacité du rideau de gaz produit par l’insufflation par 
une fente du gaz refroidissant se calcule d’après les formules : 


Fig. VI.77. Schéma d’un rideau de gaz à fente 


couche limite laminaire 
! 10,6 * -0,5 : = 
O -- [1 es (Res)? Reë | ; (VI.552) 


couche limite turbulente 
0=[1+ SRE Re. |". (VI.553) 


La figure VI.78 compare les données expérimentales obtenues 
par divers chercheurs avec la formule (VI.553). 

Pour le cas du contournement d’une surface curviligne par un 
courant de gaz compressible, on a 


ed x LL 2 


0,0468%%%5%e1 (Hp1/H00)°1?* Revo | Pat (—U2) ED az Los 
O — | a . 
és (Rest 


(VI.554) 
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Il convient de noter que toutes les formules de l'efficacité du 
rideau peuvent être extrapolées à l’insufflation du gaz différent de 
celui du courant incident. Dans ce cas l'efficacité se calcule d’après 
les enthalpies du gaz 


= (hs — R5)/(ho — hp). (VI.556) 


Pour Sc = 1, + distributions des enthalpies et des concentra- 
tions totales du gaz insufflé doivent être semblables; donc 


8x = (ko — h$)/(ho — hp) = Co — Cpl(Co — Cp) 
(VI.557) 
CS = Co — On (Co — Cpr}r (VI.558) 


où CY est la part de la composante insufflée sur la paroi calorifuge ; 
Ch: la part de la composante insufflée dans la section x; de la paroi. 


D'où 


ne Se 
LT. 


Fig. VI.78. Efficacité d’un rideau de gaz pour l'insufflation par la fente: 
— calcul d’après la formule (VI.553); © — données expérimentales [19] 


La figure VI.79 compare les calculs des parts du gaz insufflé 
sur la paroi avec les données expérimentales. 

Pour calculer la température de la paroi calorifuge lors de l’in- 
sufflation du gaz étranger, écrivons l'équation de la capacité ther- 
mique d’un mélange binaire des gaz sur la paroi 


Chp ee Ch sCP + Cho (1 EE Ch) — Cho GE (Cps ou Cho) Cr: 
(VL.559) 
L’équation (VI.556) entraîne 
23-1289 
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On en tire compte tenu de (VI.559) 
To—Tÿ _ On(croTo—CppiT pa) —(Cpp1— cpu) TaCÿ 
To—Tp1 [cpo+ (cpp1—cpo) CE1 (To—Tp1) 


Dans le cas d’insufflation du gaz étranger par une fente tangen- 
tielle C, = 0, Con = 1; Ti = Ts; Cpp1 = Cps: 0n obtient en ap- 


à, = .  (VI.561) 


Rs. “EP UE 

RE EX” “I ER 

ii 1 Po 
Be 


Sn = EE 
se Ne 
HRRÈRE EE —— 
LIT “opseh RIT 
HI TE LI 


nu 
CIPER IL 


DB —t— + + 
——t— << — a 


6 a JT Re 
EE DEN E [LL a DT 


—— ERA 
NE M M HE LE Œuu) 
Co ai 
10 4 6 8 10 Reax Ê à 


71,2 
A 


Hs 


Fig. VI.79. Efficacité d'un rideau de gaz lors de l’insufflation du gaz étranger: 
————— — calcul d'après la formule (VI.562): ©, @ — données expérimentales [19] 


pliquant l’équation (VI.561) 


Ohcps 9 
Sa On (cps—Cpo) + Cho” en 


La température de la paroi calorifuge se calcule d’après la for- 
mule 


# 6 
T5 = To —@: To—T)= To ge ren Uo— Ti). 
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De cette façon, lorsque la capacité thermique du gaz refroidissant 
croît, les autres conditions étant égales, la température de la paroi 
calorifuge baisse. 

Généralement, le rideau de gaz s'emploie avec le refroidissement 
usuel et il faut savoir calculer les coefficients de transmission de 
chaleur locaux et les flux thermiques pour ces conditions. 

L’équation intégrale de l'énergie pour le domaine x > x, peut 
s'écrire 


dldx {(T, — T5) 87 + (T5 — To) Ori) = 
— Qp/ECpPoWor (VI.563) 


ou 
ôr 
sx __ | Pw T—T" : . 
[ee (Eas css 
Ô 
pe in) 
T1 | Pot (TT, CE (VI.565) 
0 


T$ est la température de la surface calorifuge ; 7”, la température de 
la couche limite au point donné à la surface calorifuge. 
En vertu de l'équation (VI.520) 


d # TT =eC 


Par conséquent, 


dRe**  Re**  J{AT» 
— _ << — = Re; St. (VI.567) 
où Sto = Qp/(CoPoWwoAT*); AT = Ti — T,; Ref = pou 07" /Ho- 

Ainsi, pour la surface d'échange de chaleur en présence d'un ri- 
deau de gaz la relation intégrale de l'énergie conserve la forme usuel- 
le, si au lieu de AT on porte AT* = T, — Ti et si on calcule l’é- 
paisseur d'énergie d’après la formule (VI.565). 

Adoptons l’hypothèse de la loi d'échange de chaleur sous la 
forme (VI.241), justifiée également pour les conditions envisagées 
si 6** se calcule d'après l'équation (VI.565), et St, d’après l’équa- 
tion (VI.567), c'est-à-dire 


St = + (Reï*) "Pre. (VI.568) 


23* 
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Compte tenu de (VI.568), l’intégrale de l’équation de l’énergie s'écrit 


Â x 
+ __ TT _(m+1) 8° [ Res … d To—Tp les _ 
Re [ee | PR. To—Tpi SE 
X1 


#s\m+i 1/(m+1) 
+ (Rex*)"* . …. (VI.569) 

Les équations de © permettent d’après l'équation (VI.569) de 
calculer Ref* et d’après l'équation (VI.568), les valeurs locales du 
critère de Stanton. La valeur des flux thermiques locaux vers la paroi 
est déterminée par la formule 


I = CpoPoWo (TS — Th) Sto, (VI.570) 


où 75 = To — 0 (To — Tm) et l'efficacité du rideau 6 est donnée 
par 1 Lormule (VI.554). 


2. Refroidissement par paroi poreuse 


C'est le mode dans lequel le gaz refroidissant pénètre dans la 
couche limite à travers une surface perméable. Si l’agent de refroi- 
dissement est un liquide, le mo- 

Qe = = Xn $ .=am-T,) de est dit par suage ou transpi- 

ration. Dans le cas du refroi- 
dissement par paroi poreuse, le 
débit du gaz par rapport aux 
autres modes d'établissement 
des rideaux est minimal. 

La figure VI.80 schématise 
les flux thermiques dans le cas 
du refroidissement par paroi 
poreuse. 

Le flux thermique émanant 
du gaz chaud est transmis à la 
surface du matériau poreux pour 
se propager à l’intérieur du ma- 
Fig. VI.80. Flux thermiques sché-  tériau en fonction de sa conduc- 
matisés dans Île refroidissement tivité thermique. Le gaz refroi- 

PES dissant, en passant par le maté- 

riau poreux, accumule cette 

chaleur et s’échauffe jusqu’à la température de la paroi. Le bilan 
thermique de la surface d'échange de chaleur peut donc s’écrire 


Qp = ipCp (Tn — T). (VI.571) 


Considérons le cas de la donnée des paramètres du gaz principal, 
du gaz refroidissant et de la température de la paroi (fig. VI.81), 


à CP°Tp 


} 
SCT 
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alors qu'il faut déterminer le débit du gaz refroidissant nécessaire 
pour assurer la température imposée de la paroi. 
L’équation (VI.571) implique que 
bra = (To — Ty)/Tp — T°) = 1/K, (VI.572) 
ou 
Kbr = Ye. (VI.573) 


Par conséquent, pour une couche limite plane l'équation de l’éner- 
gie se met sous la forme 


dRef* n Re?* 207 
dz AT 


Re; St AE ae. }. (VI.574) 
Compte tenu des équations (VI.574) et (VI.241), on a 


AT my (= =) dx + 


Cu, ÿ | 


1 -|- 
{ee = BRe, | 


2 Pr”1 


PA 
© 


+ (Ref* AT, (VI.575) 


La loi relative d'échange de chaleur Y, se calcule d’après les 
formules (VI.280), (VI.282). 


Fig. VI.81. Illustration du calcul du refroidissement poreux 


Le débit du gaz refroidissant à travers la paroi poreuse se trouve 
d’après la formule 


pb — Po&oSto VF sbr; (VI.576) 
B Le ++ 
;  Re5" = Re (+2) | 


où St, = PR CNET Resee Pr 
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Pour le domaine des vitesses subsoniques de l’écoulement du gaz, 
T;, et T” étant constantes et les conditions aux limites Re7* = 0 
pourz —=0,ona 


Reg = {By (EE) Res, d, dx .  (VL577) 


2 Pr"1 K 


OP 4 | 


. —\1/(m+1) 
&} 


Dans ce cas la formule du débit du gaz refroidissant est de la forme 


: B \1/(m+1) 
ir = (+) 


d' 


sx 1/(m+1) 


Low ReLo ocre br, 


x , (VI.578) 


= 
L Pr"1/4+m) [(1+m) (4+br.) Î . dzl m/(m+1) 
0 


et pour le contournement d’une plaque plane (&, — 1) 


pes 
Le. 


1 +l)wyi +1 


x . (VI.579) 


Pr'1/(1+m) [+ m) (1 br zI"/(m#1) 


Pour une couche limite laminaire B/2 = 0,22 et m = 1. Pour 
une couche limite turbulente B/2 — 0,0128 et m — 0,25. 

Il s'ensuit de la formule (VI.579) que pour maintenir constante 
la température de la paroi poreuse le débit du gaz refroidissant doit 
diminuer suivant la longueur de la plaque : pour une couche limite 
laminaire Îp 1%, et pour une couche limite turbulente, ÿ, — 
TT: 


Pour la loi exponentielle de la variation de la vitesse (Lo mm TZ"), 
on a 


B ne Lo 
L 


= (+ 
z(n-m)/(1+m) Re!/( HMS CPE pe 


Cd 


(VIL.580) 


m m/(1+m) 
Prt/(t+m) | En (1 + br) | 
Au voisinage du point d'attaque (7 = 1) pour une couche limite 
laminaire j, = const et pour une couche limite turbulente, j, — x°.f. 
En connaissant le débit du gaz refroidissant ÿ,, la température de 
la surface d'échange de chaleur T, et la température initiale du gaz 
T', on calcule sans peine la distribution de la température suivant 
l'épaisseur de la surface de la paroi poreuse. 
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$ VI.8. Echange de chaleur dans l’écoulement 
des gaz raréfiés 


Le développement de nouvelles branches de la technique, surtout 
dans le domaine cosmique, a accru l’intérêt porté à l'exploration des 
processus d'échange de chaleur dans les gaz raréfiés, lorsqu'il faut 
prendre en considération la structure discrète du gaz. Il en est ainsi 
dans le cas où la densité du gaz 
est si faible que le libre parcours ; Ig À. m 


moyen des molécules Z est com- 
mensurable avec la dimension 
linéaire caractéristique Z du 
corps ou du processus (épaisseur 
de Ja couche limite, onde de 
choc, coup de bélier, diamètre 
du canal. etc.). 

La théorie cinétique des gaz 
enseigne qu'il existe le rapport 
suivant entre la viscosité du 
gaz et le libre parcours 


Fig. VI.82. Variation de la longueur 
de parcours moyenne des molécules 


u = 0,499p Di (VI.581) de l'air avec l'altitude 


D'autre part. la vitesse moyenne des molécules v est associée à la 
vitesse du son a par la relation 


v = VS8/n V plp = aV S(xh), (VI.582) 
où k = CplCy. 
Donc, 
1,255 V'k.a 
A — 


i— (VI.583) 


Le libre parcours moyen des molécules de l’air dépend de l’alti- 
tude. Comme le montre la courbe de la figure VI.82, à une altitude 
de 80-10* m le libre parcours moyen des molécules est d’environ 
25 mm; dans ces conditions, si la dimension caractéristique du corps 
est de même ordre, l'air ne peut déjà plus être considéré comme un 
milieu continu. 

L'équation (VI.583) entraîne que 


l Î 


5 L 


M 


Re: (VI 84) 


ER UE 
a L ôÔ 


os 


Le 
5 — 


Pour Re € 1 on a L/ô & 13 donc 
U1ô = M/Re. (VI.585) 
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La théorie de la couche limite laminaire entraîne pour de grandes 
valeurs de Re que L/8 = V Re. Par conséquent, 


118 — M/V Re pour Re 5 1. (VI.586) 


Le rapport //6ô — Kn s’appelle nombre de Knudsen. 

Lorsque le libre parcours moyen / est petit mais non négligeable 
devant la dimension du corps ZL ou l'épaisseur de la couche limite 6, 
l'écoulement du gaz près de la paroi est dit glissant. A ce type d’écou- 


4M 1/5 - 10 145 -1 1/5 0.01 
RER IRON emI 
mp Let e 


ei EE 
SES tNE. PE 
RS a SR RENAN 
rue mere DEN AREE 


2 = [e) L 2 . 4 5 6 7 IgRe 


Fig. VI.83. Domaines de l'écoulement du gaz: 


1 — écoulement moléculaire libre; 2 — écoulement avec glissement; 3 — dynamique ordi- 
naire du gaz 


lement correspond l'intervalle 0,01 << Z/6 << 1. Ce domaine est dé- 
limité sur la figure VI.83 en coordonnées M et Re par les courbes 
1/6 = 1 et 1/5 — 0,01. 

A droite de la courbe //ô — 0,01 repose le domaine aérodynamique 
ordinaire qui justifie les hypothèses sur le milieu continu. 

Si le libre parcours moyen est bien plus grand que les dimensions 
du corps, on est en présence d’un écoulement moléculaire libre défini 
sur la figure VI.83 par la relation /[/L = M/Re >> 10. Les collisions 
des molécules entre elles font que dans cette région la variation de la 
quantité de mouvement des molécules est bien inférieure à la varia- 
tion due aux impacts des molécules avec la paroi ou la surface du corps. 
C’est pourquoi pour calculer les forces et les flux thermiques, il suf- 
fit d'envisager ici les impacts du flux des molécules à des vitesses 
et des énergies distribuées conformément à l'équilibre thermique 
dans le flux libre, c’est-à-dire à la distribution de Maxwell. Dans la 
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région entre l'écoulement moléculaire et l'écoulement glissant les 
impacts entre les molécules et les collisions des molécules avec la 
paroi présentent le même intérêt. 

Chaque région de l’écoulement impose ses méthodes à elle de cal- 
cul de l’échange de chaleur. 

La complétude de l’échange d'énergie entre les molécules et la 
paroi est caractérisée par le coefficient d’accomodation thermique 


a — (4 — e)/(e1 — ep), (VI.587) 


où e,et e, sont les flux d'énergie des molécules incidentes et réfle- 
chies ; e,, le flux d'énergie qui serait évacué de la paroi avec l’échan- 
ge d'énergie complet. c’est-à-dire sous la condition que l'énergie 
des molécules réfléchies correspond à la température de la paroi. 

L’échange de l'impulsion est caractérisé par le coefficient d’ac- 
comodation de l'impulsion tangentielle 


ô = (à, — A9)/à 4, (VL.588) 


où u,et u, sont les vitesses tangentielles des molécules incidentes et 
réfléchies ; #, la moyenne de la vitesse tangentielle. 

Si o = 0, la réflexion des molécules par la paroi est totalement 
spéculaire; si o — 1, elle est diffuse. La densité du flux thermique 
d’un écoulement moléculaire libre se calcule d’après la formule 


Im.i = à (ei — ep). (VI.589) 


Dans un gaz monoatomique la surface perçoit seulement l’éner- 
gie de la translation. Donc, 


+ + +00 


& = Econet = À À | —muwv,f dv, du, dv,, (VI.590) 


e 
—®Ù — © —- © 


où c'est la vitesse totale de la molécule dans l’espace ; m, sa masse; 
f, la fonction de la distribution des vitesses. 
Pour la distribution d'équilibre, maxwellienne, des vitesses on a 


p (vx —w sin 0) “+ (ry +w cos 0)°-. CC? 
= orne 0 [RE , (VI591) 


où w est la vitesse du courant non perturbé. 

Pour les gaz multiatomiques, il convient de tenir compte de l’éner- 
gie interne des molécules. Le flux de leur énergie interne vers la sur- 
face 

pe es (VI.592) 


2 
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où j, = (5 — 3k)/(k4 — 1) est le nombre de degrés de liberté; W,, 
le nombre de molécules incidentes par unité de surface par unité de 
temps 


+ +00 +00 
Nu= | | À'usfdv, dr, dv. (VI.593) 
Ainsi, pour les gaz multiatomiques, 
ere, ei: (VI.594) 
On peut montrer que le flux d'énergie des molécules du gaz mul- 
tiatomique réfléchies par la paroi 


ep=(4+;) MEN, (VI.595) 


En portante;ete, dans (VI. 589) et en admettant que l’accomodation 
de |” énergie est la même suivant tous les degrés de liberté, on procède 
ensuite à l'intégration de l'expression pour obtenir 


RAT ; k k+1 T 
Gun. ape V & A ÉD rm rt een 
x fexp(—Ssin6)? +V/xsS sin 6 [1<+erf (S sin 8)]| — 


—+ exp (—Ssin6)®), (VI.596) 


où S = wy/V 2RT, = MV k/2; 6, l'angle d'attaque. 
Pour S > 1, c'est-à-dire pour la région des vitesses hypersoni- 
ques, 


à S ç:! | _k— 1 Tp 7 
An aporrè sin © | | — TD 7, Je (VL.597) 


On en tire pour qm.1. = 0 
TT & 2kl(k + 1). (VI.598) 


De la sorte, dans un flux moléculaire libre le facteur de récupération 
ne dépend pas du coefficient d'accomodation. Dans un flux hyper- 
sonique d'un gaz raréfié la température de la paroi calorifuge est 
supérieure à celle de freinage adiabatique. La connaissance de la 
grandeur 7% permet de juger de la direction du flux thermique. Si 
T,< Tps le flux thermique est absorbé par le corps. Pour T, > T5, 
le corps transmet la chaleur au courant de gaz incident. Cette con- 
clusion est vraie seulement pour le cas de l'échange de chaleur par 
convection. Or, dans les conditions réelles du déplacement des corps 
dans une atmosphère raréfiée il convient de tenir compte du rayonne- 
ment par la surface du corps dans l’espace ambiant. 
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La figure VI.84 visualise la relation expérimentale entre le fac- 
teur de récupération et le nombre de Knudsen lors du contournement 


d'une plaque et d'un cylindre par l'air {r = (r—rj)/{rn 1 — ri); 


‘0,6 


Le 
[7 Limite expérimentale — flux laminaire Hi 
0 dr] 


0,12 0,20 0,40 0.801,2 2,0 4,0  8,012,0 Kn 


Fig. VI.84. Relation entre le coefficient de restitution et le nombre de Knudsen 


on admet que r; — 0.94]. D'après la courbe, le régime moléculaire 
libre survient avec Kn > 10. 

Pour un corps subissant un refroidissement intense (S 5 T,/T) 
et une accomodation totale (& — 1) on tire de la formule (VI.597) 


q= + pou sin ©. (V1.599) 


Cette valeur limite du flux thermique constitue la moitié de l’éner- 
gie dissipée qui revient à l'unité de surface et qui se calcule d’après 
la résistance du corps dans un courant à grands nombres M. 

En intégrant l'équation (VI.596) par rapport à la surface du corps, 
on peut obtenir l'expression du flux thermique global vers le corps 
d’une forme quelconque. 

La figure VI.85 consigne les résultats de tels calculs pour l’angle 
d'attaque nul lors du contournement d’un cylindre, d’une sphère 
et d’une plaque plane. En ordonnées, on a porté le paramètre 


SE  — 
PSE ET re TT» (VI.600) 


où F est la surface totale du corps. 
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En abscisses on a porté le paramètre S — M k/2. 

D'après les courbes, à partir de S = 3, pour un cylindre, une 
sphère et une plaque plane perpendiculaire au courant la loi d’é- 
change de chaleur ne dépend pratiquement pas du nombre M et le 
flux thermique est défini par les paramètres y, et wo. 

Pour le coefficient d’accomodation & égal à l’unité les valeurs 
limites du nombre de Stanton dans le cas de l’air sont : pour une pla- 


B,St 


1 2 3 4 5 6 7S 


Fig. VI.85. Echange de chaleur dans un cylindre (/), une sphère (2) et une pla- 
que plane (3) dans un flux moléculaire libre 


que normale au courant St — 0,435; pour une sphère St = 0,275, 
et pour un cylindre (à axe perpendiculaire au vecteur de la vitesse) 
St = 0,22. 

Pour une plaque parallèle au courant, la valeur limite du nombre 
de Stanton dans le cas de très grandes vitesses tend vers zéro en vertu 
de la formule af St — 1/(V 2kaM). Pour un gaz fixe (S = 0), on 
tire de l'équation (VI.596) pour des corps convexes 


k+1 TRT 
Gm.1. — XPCy + V JA 


(Te=T;). (VI.601) 


Ainsi, du point de vue de calcul, le régime moléculaire libre est 
relativement simple, mais il présente des difficultés sérieuses pour 
la détermination du coefficient d’accomodation «. 

Pour les formules où il figure, il ne peut être déterminé que par 
expérience. Il dépend de la nature du gaz et de la surface, siège de 
l'accomodation, ainsi que de la température et de la pression. Ma- 
lheureusement, les données expérimentales sont contradictoires et 
pas assez sûres. Les expériences ont permis d'établir que le coeffi- 
cient d’accomodation dépend des conditions dans lesquelles se trou- 
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vait la surface avant l'expérience, ce qui rend bien plus difficile la 
généralisation des données obtenues. 

Dans le domaine de l'écoulement glissant on enregistre à la sur- 
face du corps des sauts de vitesse et de température. Pour illustrer 
cet effet, considérons l'écoulement du gaz entre deux plaques se dé- 
plaçant parallèlement l’une à l’autre (ce qu'on appelle le courant de 
Couette). 

Dans le courant moléculaire libre (fig. VI.86) (M/Re est grand) 
les molécules passent d’une paroi à l’autre sans entrer en collision. 


Fig. VI.86. Ecoulement du gaz avec glissement entre deux plaques: 


a — écoulement moléculaire libre: db — écoulement dans le domaine du continuum: 
c — écoulement avec glissement 


La vitesse moyenne des molécules est 4/2 et leur température moyenne, 
si les deux plaques ont le même coefficient d’accomodation, est 
(Ts + T2. 

Dans le domaine du continuum (M/Re est très petit) la distribution 
de la vitesse et de la température entre deux plaques est linéaire 
et aux surfaces des plaques les conditions aux limites observées sont 
celles de l’aérodynamique ordinaire (conditions de « collage »). 
Pour des valeurs intermédiaires de M/Re comprises entre 0,1 et 10, 
on adopte qu'entre les plaques les variations des vitesses et des tem- 
pératures sont continues, mais cette continuité est violée près de la 
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paroi par l'apparition, comme dans le courant moléculaire libre, 
des sauts de vitesse (glissement) et de température. 

La théorie moléculaire cinétique des gaz donne, au facteur proche 
de l’unité près, la valeur du glissement et du saut de la température 
au voisinage de la paroi: 


— 20 — ? 


) + (TL):  (WIL60) 


AT TD FC), (VI.603) 


Q 
Ps 
(SF RSS 
& 


2—a@ k 
La Quantité =, eo 
Le deuxième terme de l’équation du glissement exprime l’action 

exercée par l'écoulement thermomoléculaire : le mouvement du gaz 

dans la direction de la montée de la température. 
Comme il fallait s'attendre. au voisinage de la paroi les sauts sont 
proportionnels au libre parcours moyen / et aux gradients des vitesses 


et des températures sur les plaques. Avec les grandes pressions / étant 
petit, on peut négliger aussi bien le glissement du gaz sur la paroi 
que le saut de température, ce qui justifie l’hypothèse du collement 
du gaz à la paroi adoptée en dynamique des gaz usuelle. 

Pour des Kn > 0,01, les équations (VI.602), (VI.603) peuvent 
être introduites dans les conditions aux limites des équations de 
Navier-Stokes et de l'énergie, et le problème peut alors être résolu 
en calculant les coefficients de frottement et d’ échange de chaleur 
par les méthodes ordinaires examinées dans ce chapitre. . 

En particulier, pour le cas du contournement d’une sphère, on 
peut avancer l’hypothèse que sous le régime glissant l’échange de 
chaleur entre le gaz et la sphère de rayon R est le même que dans un 


courant continu entre le gaz et une sphère de rayon R — L. Cette 
hypothèse implique que le saut de température produit une résis- 
tance thermique supplémentaire et réduit le coefficient de transmis- 
sion de chaleur. 
La formule de calcul est de la forme 
APRES Nu , 
Nu 1+EM Nu,/Re Pr . (VI.603) 
La figure VI.87 compare les données d'expérience avec le calcul 
d’après la formule (VI.604) pour un coefficient de saut £ = 3,42. 
La courbe continue correspond au calcul pour le domaine du conti- 
nuum, la courbe interrompue, au régime moléculaire libre, les lignes 
en pointillé visualisent la valeur du nombre Nu en fonction du nom- 
bre Re pour de différentes valeurs du nombre M. On voit qu'avec 


s'appelle ne du saut. 
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l'augmentation du nombre de Reynolds l'influence du nombre M 
diminue. 

L'affaiblissement du transfert de chaleur sous l'effet d’un saut 
de températures est largement utilisé en technique dans la création 


ee CIE 
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Nu 
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Fig. VI.87. Echange de chaleur dans une sphère pour un courant subsonique de 
gaz raréfié 


de l'isolation à vide. En particulier, dans la technique cryogenique 
on recourt largement à l'isolation multicouche par le vide et l’isola- 
tion par le vide et poudre. La conductivité thermique efficace des 
meilleurs isolations multicouches atteint sous une pression infé- 
rieure à 0,133 Pa une valeur de l’ordre de 10-* W/(m.K). 


CHAPITRE VII 


ÉCHANGE DE CHALEUR PAR CON VECTION NATURELLE 


$ VII.1. Echange de chaleur par convection naturelle 
dans un grand volume 


La convection naturelle apparaît dans le champ des forces de 
masse extérieures dont la nature peut être différente. Dans un cas 
particulier, ce champ peut être le champ gravifique de la Terre. 
C'est un cas très fréquent qui s’appelle convection thermique gravi- 
fique. 

Le champ gravifique de la Terre exerce une action sur le mouve- 
ment du fluide seulement en présence dans le courant de surfaces 
libres ou de distribution irrégulière de la densité. En absence de sur- 
faces libres et avec une distribution régulière de la densité, la force 
de pesanteur appliquée à un élément de volume extrait du fluide 
est équilibrée par la force d’Archimède d’expulsion et peut ne pas 
être prise en compte. 

Dans le cas général, lorsque la distribution de la densité est irré- 
gulière. l’action de la pesanteur n'est pas équilibrée par la force 
d’'Archimède. A la différence des écoulements convectifs forcés 
dont la présence est conditionnée par des causes extérieures, les 
courants convectifs naturels ou libres sont dus exclusivement à la 
différence des densités liée à l'inégalité du champ thermique dans 
le liquide ou le gaz. 

L'action des forces de masse extérieures dans les équations du 
mouvement d'un liquide visqueux est traduite par les termes pg., 
og, et p£g:, où p est la densité du fluide, dans le cas général, fonction 
de la température et de la pression, et g,, g,, g., les projections du 
vecteur accélération du champ des forces de masse sur les axes des 
coordonnées. Dans l’exposé qui suit par champ des forces de masse 
extérieures nous entendrons le champ gravifique de la Terre. 

Dans ce cas la force de pesanteur par unité de masse F sera égale 
a l'accélération de la chute libre g. 

Pour introduire dans l’équation du mouvement la force ascension- 
nelle, transformons les deux premiers termes qui figurent dans le 
deuxième membre de cette équation. Pour l’équation relative à la 
projection sur l’axe des x on obtient 


to e) 
PFx— = (p — Po) 8x — (Ex) , (VIL:1) 
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où F, est la projection de la pesanteur sur l’axe des x; p,. la densité 
à une certaine température constante T7, en un point fixé du courant. 

En admettant que les variations de p et 7 sont petites par rap- 
port à leurs valeurs absolues, on peut admettre 


P — Po = —Bp (T — To), (VIL.2) 


. : (5) » est le coefficient de dilatation volumique dufluide. 

Le terme p,g. de (VII.1) peut être mis sous la forme p,g,; = 
— 0pa/ôx, où p, désigne la pression hydrostatique calculée sous la 
condition qu’en tous les points du volume la densité du fluide est 
constante et égale à 0,. En notant la différence p — p, = p,. après 


des transformations élémentaires de (VII.1) on obtient 
PFx — 0plôz = —g;Bp (T — To) — 0p1/0x. 


Ici le terme —g,fp (T — T,) est la projection de la force ascen- 
sionnelle rapportée à l’unité de volume de la particule du fluide 
sur l’axe des zx. 

On admet que la densité du fluide qui entoure la particule de 
densité o est partout constante et égale à p,. 

Au lieu de Bp il est plus commode d'utiliser la quantité B,o, = Bo 


_____ 4 [9 \ __ const _ 1 {2 \ 
B — ; TT = et B,=— (+ ],=const. 


Etant donné que p varie peu avec la température, on adopte 
souvent que le coefficient f est constant et égal à la moyenne dans 
l'intervalle donné des températures. 

D'une façon analogue on introduit l’expression de la force ascen- 
sionnelle dans les équations du mouvement relatives à la projection 
sur les axes des y et des z. 

L’écoulement par convection naturelle est très fréquent dans la 
nature et en technique; il s’observe, par exemple, lorsqu'on chauffe 
une plaque verticale, un cylindre horizontal ou un corps de forme 
quelconque. 

Si un tel écoulement apparaît dans un grand volume, ses pro- 
priétés sont, généralement, identiques à celles que possède une cou- 
che limite. Celle-ci est une couche relativement mince adhérente à 
la paroi. où est enregistrée une variation brusque de la vitesse et de 
la température et qui porte le même nom de couche limite que dans 
le cas du déplacement forcé du milieu. Les propriétés propres à 
cette couche sont particulièrement manifestes lorsque la conductivité 
thermique et la viscosité du fluide sont faibles. A titre d'exemple de 
tels milieux on peut mentionner l’air et l’eau. 


24—1289 


370 ÉCHANGE DE CHALEUR PAR CONVECTION NATURELLE ICH. VII 


Si dans le cas du mouvement forcé d’un fluide à propriétés phy- 
siques constantes *) son champ des vitesses ne dépend pas du champ 
thermique, alors, dans les conditions de convection naturelle, le 
champ des vitesses intervient directement dans la distribution de 
la température et de la densité. 

Ceci est dû au fait que la force ascensionnelle qui est à l’origine 
du mouvement libre, dépend de la différence des températures au 
point donné et en un certain point fixé du courant. 


1. Plaque verticale 


L’écoulement dans une couche limite sous une convection natu- 
relle sur une plaque chauffée peut être rendu visible par diverses 
méthodes optiques. À cet effet on oriente parallèlement à la surface 
émettrice de chaleur un faisceau lumineux qui, en passant par la 
couche limite chauffée, donne sur l'écran placé derrière le corps une 
image strioscopique permettant de juger de l'épaisseur de la couche 
limite thermique et du coefficient de transmission local. 

L'image strioscopique apparaît sous l'effet du gradient de den- 
sité dans l’ambiance du corps. L'écart des rayons est proportionnel 
au gradient de densité à la surface du corps et, par suite, au flux 
thermique. 

En plus de la méthode strioscopique de l’étude des écoulements, 
on recourt largement à la méthode fondée sur l'interférence de la lu- 
mière. Les figures VII.1, a et b représentent les clichés de la couche 
limite thermique sur une plaque verticale chauffée et dans une cavité 
annulaire dans les conditions d'une convection naturelle obtenus 
par la méthode des bandes d'’interférence. Le dépouillement d'un 
tel interférogramme permet d'enregistrer non seulement des résul- 
tats quantitatifs, mais aussi des résultats qualitatifs suffisamment 
précis. En particulier, les mesures interférométriques renseignent 
sur l'allure des isothermes, des champs thermiques et des coeffi- 
cients de transmission thermique locaux. 

Suivant les dimensions de la plaque, la différence de sa tem- 
pérature et de celle du milieu ambiant, les propriétés physiques du 
liquide ou du gaz entourant la plaque, l'écoulement dans la couche 
limite qui contourne la plaque (dans les conditions de la convection 
naturelle) peut être laminaire ou turbulent. 

Les mesures interférométriques ont montré que lors de la convec- 
tion naturelle sur une plaque verticale le passage du régime lami- 
naire au régime turbulent survient avec Ra, >> 0,7-109, où Ra, 


*) En plus de la convection, lors du mouvement forcé et libre du milieu, 
une convection mixte est également possible, dans laquelle Ja forme naturelle 
s'accompagne de la forme forcée. 
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est le nombre de Rayleigh égal au produit du nombre de Grashof 
Gr, par le nombre de Prandtl Pr: 


Gr, = 88 (Th — Ti)/\*; Pr = vla = uc,/à. 


Ici x est la coordonnée longitudinale comptée à partir du bord infé- 
rieur de la plaque verticale dans le cas où 7, > T5, et à partir du 
bord supérieur de la plaque dans le cas où 7: > T,; g, l’accéléra- 
tion de la chute libre; 7, et Tr, la température de la surface de la 


Fig. VII.1. Couche limite thermique sur une plaque verticale chauffée (a) et 
dans une cavité annulaire (b) 


plaque et la température du courant de fluide non perturbé respec- 
tivement ; ju, À et c,, la viscosité dynamique, la conductivité ther- 
miqueet la chaleur spécifique sous la pression constante ; =—° () , 
le coefficient de dilatation volumique du milieu ambiant de la pla- 
que (pour un gaz parfait, = 1/T;); p, la densité; v = p/0 et a — 
= /(c,p), la viscosité cinématique et la diffusivité du milieu. res- 
pectivement. 

Ainsi, dans la couche limite, suivant la valeur de x dans de diffé- 
rentes zones de la même plaque l'écoulement peut être aussi bien 
laminaire que turbulent. 

Le transfert de chaleur par une plaque verticale dans les condi- 
tions de la convection naturelle a été soumis par de nombreux savants 
à une étude expérimentale ou théorique. 

Pour la description mathématique du phénomène on peut uti- 
liser les équations du mouvement et de l'énergie avec des simplifi- 
cations caractéristiques des courants dans la couche limite. Ces 


o'+ 
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équations connues sous le nom d'équations de la couche limite des 
courants stationnaires à convection libre s’écrivent 


w.Ow.l0x + w,0w,/0y = vO?w,/0yÿ° + gp (T — Tr); (VIL3) 
ôw./0r + ôw,/0y = 0; (VIL.4) 
w,.OT/0x + w,0T/0y = a0°T/ôy°, (VII.5) 


où &w. et w, sont les composantes du vecteur de la vitesse dans le 
sens des axes zx et y, l’axe des zx étant dirigé le long de la plaque, et 
l’axe des y, perpendiculairement à cette dernière. 

A la différence du cas de l’écoulement purement forcé, les équa- 
tions (VII.3)-(VII.5) possèdent un terme qui rend compte de la force 
ascensionnelle gB (T — T;) présentant la différence entre la force 
d’Archimède du déplacement et la force de pesanteur. 

Dans ce qui précède nous avons montré, en déduisant les équa- 
tions de la couche limite (cf. chapitre VI, $ 1), que la pression p 
dans le sens de la coordonnée y normale à la plaque ne change pra- 
tiquement pas, et on peut admettre qu'elle est égale à la pression hors 
de la couche limite. Puisque loin de la plaque la pression est égale à 
la pression hydrostatique p, dans la section donnée x, nous avons 
p (x) = p, (x). Donc, pour une plaque verticale, p, = p — p, = 0 
et 0p,/0x —= 0. Pour cette raison dans (VII.3) nous avons omis le 
terme 0p,/0x apparu dans l’équation du mouvement après l’introduc- 
tion de la force ascensionnelle. 

Pour le domaine laminaire, la solution analytique du système 
d'équations de la couche limite a été obtenue par E. Polhausen qui 
a montré qu'après l'introduction de la fonction de courant respectant 
les conditions 


TT w, = 0f/0y, w, = —01/07e (VII.6) 


Les équations aux dérivées partielles (VII[.3)-(VII.5) peuvent être 
ramenées à deux équations différentielles ordinaires. Appliquons à 
cet effet la transformation de similitude suivante: au lieu des va- 
riables indépendantes x et y, introduisons une nouvelle variable 
n = Cy/x!!#, et au lieu de la fonction de courant inconnue #, une 
nouvelle fonction inconnue 


fn= sr, 


C=Vge(Tr — Tr) /(GV°T 1). (VII.7) 


Alors, dans les nouvelles variables les composantes du vecteur 
vitesse &, et w, s'expriment de la façon suivante: 


x == AValEC®f, w, = NCr-UA (nf! — 3f). 
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En portant ces expressions dans les équations (VII.3)-(VII.5) et en 
introduisant le rapport sans dimension des températures 6 — (T — 


— T:)/(Tp — Tr), on obtient deux équations différentielles ordi- 
naires pour le calcul des fonctions inconnues f (n)et @ (n) 

f' +3ff—2(f)} — 0 =0; (VII.8) 

9'" + 3Pr/0” = (0. (VII.9) 


Le système d'équations (VII.8) et (VII.9) est résolu pour les 
conditions aux limites du I-er ordre 


uw, =0. w,=0. T=T, pour y=0; 
Ur = 0, w,=0. T=T; pour y = 0, 
qui, avec les nouvelles variables, deviennent 
f{n)=f (im =0 6(n)=1 pour n =0; 
fn —=0, 6(n)=0 pour n = oc. 


Le passage ultérieur aux fonctions inconnues précédentes uw. w,,.T, 
et aux variables indépendantes x et y permet de calculer les champs 
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Fig. VII.2. Relation entre f’ et n pour de différents nombres de Prandtl 


des vitesses et des températures dans le milieu liquide et le gaz qui 


entoure la plaque. 
Les solutions de ces équations pour des nombres de Prandt]l 


différents sont visualisées par les figures VII.2 et VII.3. 
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Ces courbes sont applicables aussi bien au refroidissement de la 
plaque (T, > Tr) qu'à son échauffement (T,< Ti). 

On tire des solutions mentionnées que l’épaisseur des couches 
limites dynamique et thermique est proportionnelle à x1/. 


Fig. VII.3. Relation entre Ÿ et n pour de différents nombres de Prandt]l 
0,3 


Fig. VII.4. Comparaison des résultats de la résolution avec les données expé- 
rimentales 


L'expérience confirme les calculs théoriques (fig. VII.4, VII.5). 

D'après la distribution des températures dans la couche limite 
il est aisé de calculer la quantité de chaleur transmise par la pla- 
que au fluide, puisqu’en vertu de la loi de conductivité thermique 
de Fourier 


Gp = —à (TO), (VIL.10) 
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où 9, est la valeur locale de la densité du flux thermique à la surface 
de la plaque qui dépend de x; À la conductivité thermique du milieu. 

D'autre part, en vertu de la loi de refroidissement de Newton 
suivant laquelle la densité du flux thermique est proportionnelle à 


1,0 
OÙ FERRER 
TT sp 
É ce Na oe pi A X = E | 


Théorie 
Pr=0,73 


Fig. VII.5. Comparaison des résultats de la résolution avec les données expéri- 
mentales 


la différence des températures de la surface du corps solide et du 
milieu ambiant, 


Ip = Cx (Tp — Tt), (VIL.14) 


où &. est la valeur locale du coefficient de transmission de chaleur. 
En passant de T au paramètre sans dimension 6, l'expression (VII.10) 
permet de tirer 


Qp = —ÀCx-Vt (dO/an), (Ty — Ti). (VII.42) 


Les solutions des équations (VII.3)-(VIL5) sont représentées 
sous la forme de tableaux [36] dont on tire que pour l’air (d@/dn),, — 
— —0.508. Les relations (VII.11)-(VII.12) permettent d'obtenir 
l'expression pour calculer la valeur locale du nombre de Nüsselt 
sur la plaque 


Nu, = 0,359 Gr!/*, (VI1.13) 


où Nu, = a,t/h; Gr, = gap (T, — Tr)/x°; a, la valeur locale 
du coefficient de transmission de chaleur. 
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La formule (VII.13) entraîne que «&. — 1/x1/* et décroît dans le 
sens du mouvement du milieu. 

Au besoin on peut calculer la quantité totale de la chaleur trans- 
mise par la plaque au milieu ambiant 


Q=b qp dz == 0,508 + + bIS/ÉCR (T,—Ti), 


où b est la largeur; A la longueur de la plaque (le transfert de cha- 
leur est pris en compte d’un seul côté de la plaque). 

En introduisant la notion du coefficient de transmission de 
chaleur moyen on obtient 


Q=a(Tp — Ti) bl = bà Nu (Tr — Ti), 


où a est le coefficient de chaleur moyen suivant la surface de la pla- 


que; Nu, le Nüsselt moyen égal à «//À. Introduisons le nombre de 
Grashof (Gr;) et remplaçons C par sa valeur tirée de (VII.7) pour 
composer l’équation de similitude du calcul de la chaleur transmise 
par la plaque à l’air: 


Nu = 0,478 Gr!/!, (VI1.14) 


où Gris = gif (T, — Tr)/\° (TT, = const). 

Les données suivantes en de juger de l'influence du 
nombre de Prandtl sur l’intensité du transfert de chaleur dans les 
conditions de la convection naturelle laminaire (ici Ra, = Gr,Pr 
est le nombre de Rayleigh établi d’après la dimension déterminante l): 


Pr 0,003 0,03 |1 100 | 1000 


s | 10 


oo |0,0 oz 


Nu/Raj/* |0,182|0,228 | 0,242 | 0,280 06 |o,sss 0,568 | 0,62 ose | 0,665 


Les cas limites qui correspondent à Pr —0 et à Pr — ont 
été également mis à l’étude. Il s’est avéré que.pour Pr —+.0 
Nu/(GriPr°}4 = 0,80, et pour Pr ©, Nu/(Gr;Pr)/* = 0,67. 

Le problème examiné peut également être résolu par la méthode 
approchéeides relations intégrales. 

Cette méthode permet d'obtenir la relation suivante: 


1/5 
Nu = 0,508 | (Gr.Pr)/#, (VIL.15) 


qui pour 10-°< Pr<< 10% s'accorde à 10 % près avec la solution 
exacte. 
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Le problème de la convection naturelle sur une plaque verticale 
peut être résolu également dans le cas de la donnée à la surface de la 
plaque du flux thermique constant 


Gp = —À (ÔT/ôy), = const, 


alors que la température de la surface est inconnue (conditions aux 
limites du II-e genre). 

Sous ces conditions, le système d'équations différentielles aux 
dérivées partielles (VII.3)-(VII.5) peut être ramené par la substitu- 
tion des variables suivante à deux équations différentielles ordinai- 
res : 

CiiT=T)à  - 
ni: fers 00=- HG, (VI46) 


où 


À 


Galet" tn à (VIT.17} 


Avec les nouvelles variables, compte tenu des relations (VII.6} 
et (VII.16), les composantes du vecteur vitesse vont s'écrire 


we CCan85f (ns y [nf’(n)—4f(n)l. (VII18) 
En portant les équations obtenues dans le système (VII.3)-(VII.5), 
on obtient deux équations différentielles ordinaires 
f"—3(f)} + 4ff" — 6 = 0; (VII.19} 
0°’ + Pr [48'f — 6f’] = 0, (VII.20) 
qui peuvent être résolues numériquement sur un ordinateur. 


Avec de nouvelles variables, les conditions aux limites du sys- 
tème d’équations (VII.19), (VII.20) deviennent 


f=0, f—0, 6°—=1 pour n —0; 
f=0, 9 =0 pour n = oc. 

Il est commode de généraliser les résultats de la résolution du 
système d'équations (VII.19), (VII.20) sous la forme des formules 
suivantes 
51/5qpzO (0) . 

2 (Gr#)4/o ? 


Ti (VII.21) 


, | 5 
Nu, = — 56 (Cr) ; (VII.22) 


où Gr$ = EME est le nombre de Grashof local modifié; © (0), 


la température de surface de la plaque; Nu, = «,r/À. 
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Les valeurs de la fonction 6 (0) qui dépend du critère Pr: 


Pr 


0,1 | Î | 10 | 100 
4 (0) | —2,1507 | —1,3574 | —0,76746 | —0,46566 


Ce problème, tout comme le précédent, peut être résolu par la 
méthode approchée des relations intégrales. La résolution approchée 
permet d'obtenir la formule: 

P 1/5! 
Nu,=0,616| = | '(GriPr)"*, 
qu'il est commode de comparer à la formule (VII.15) des conditions 
aux limites du I-er genre. 

En posant dans (VII.22) x = //2 et en retenant que dans ces 

conditions g) = x (T, — Tt)y», on obtient 


— 91/5 15/4. , 
Nu — [ — 55607 | Gri/i, (VII.23) 
Ici Z'est la longueur de la zone de la plaque verticale à régime lami- 
naire dans la couche limite; (7, — Tr)12, la différence des tempé- 
ratures dans la section x = [/2; &, le coefficient de transmission 
de chaleur défini par la différence des températures (T, — Ti)yos 
Nu = ol/à, Gri = gBlS (T, — Tihrrlvt. 

La comparaison de la grandeur Nu/(Gr,)!/+ fournie par la formu- 
le (VII.23) et obtenue par la resolution du problème aux conditions 
aux limites du II-e genre (g, = const), avec la valeur de Nu/(Gr,)!/4 
qui correspond à la solution exacte du problème de convection natu- 
relle sur une plaque verticale sous les conditions aux limites du I-er 
genre (T, — const) est très suggestive. Cette comparaison est donnée 
par le tableau VIÏI.1. 


Tableau VII.I 


Influence des conditions aux limites sur l’échange de chaleur 
dans la convection naturelle 


Ku Ku | Nu Nu 


Pr (Gr)1/3 (Gr)i/4 Pr (Gr/)174 (Gr,)1/4 
(ap = const) Th = const) (4) = const) (Th = const) 
U,{ 0,224 0,219 40 1,11 1,10 


1 0,543 0,535 100 2,07 2,67 
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Les données du tableau VII.1 impliquent que le groupement sans 
dimensions Nu/(Gr,)!/4, établi d’après la différence des températures 


(Ty — Trhyp pour g, = const, est proche de la valeur de Nu/(Gr;)/* 
calculée pour les conditions T, — const. 

Les solutions obtenues sont strictement vraies seulement lors- 
que la différence des températures (T, — T';) est faible, puisqu'on 
a admis dans les calculs que les propriétés physiques du gaz ou du 
liquide sont constantes. La résolution des équations (VII.3)-(VII.5) 
ne tient compte que de la dépendance de p (7) dans le terme tradui- 
sant la force ascensionnelle. 

La variation des paramètres pu, À, c,, p et B avec la température 
dans les conditions d'une grande différence des températures de la 
plaque et du milieu conduit dans la couche limite à une modifica- 
tion notable des profils de température et de vitesse. 

Avec les propriétés physiques variables dans le cas d’échauffe- 
ment ou de refroidissement de la plaque, les autres conditions étant 
égales. les flux thermiques ne sont pas identiques. 

Pour les propriétés variables du liquide ou du gaz les équations 
de la couche limite deviennent 


dur ) of, dx \, 
pu, TE + pu, = gore) + (ue): (VIL.24) 
Ô d : 
AT , o0T d T : 
pe (eu) = (A). (VIT-26) 


Ces équations, tout comme pour le cas des propriétés physiques 
constantes, peuvent être ramenées à deux équations différentielles 
dont la résolution est une tâche bien plus simple par rapport à la 
résolution d’un système d'équations aux dérivées partielles. 

Les conditions aux limites de ce système ne se distinguent pas 
de celles relatives au cas envisagé précédemment des conditions phy- 
siques constantes. Si on admet que le gaz possède des propriétés qui 
vérifient les relations 


up = const, pÀ = const, c, — const, p = p/(RT), (VII.27) 


alors. pour des propriétés variables le système d'équations diffé- 
rentielles ordinaires est identique au système obtenu dans ce qui 
précède pour des propriétés constantes (VII.S), (VII.9). De la sorte, 
toutes les solutions du système (VII.8), (VII.9) deviennent valides 
pour le gaz aux propriétés (VII.27). 

L'analyse de l'influence sur l'échange de chaleur de la variation 
des propriétés physiques avec la température, fondée sur les résolu- 
tions sous des hypothèses simplificatrices (VII.27), ainsi que sur l’in- 
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tégration numérique immédiate du système correspondant d'équa- 
tions différentielles ordinaires avec la conservation de tous les ter- 
mes, a été réalisée par Sparrow et Gregg. Dans le cas général on a 
supposé que la relation entre À (T) et u (7) vérifie la loi de Suther- 
land, c’est-a-dire 


à = ATSEUT + Aj)et nu = uTY/(T + 4.), (VII.28) 


et que la variation de la capacité calorifique avec la température est 
linéaire. Dans les formules (VII.28) À, et 4, sont des constantes qui 
dépendent du genre de gaz; À, et u,, la conductivité thermique et la 
viscosité dynamique pour Ô °C. Pour l’air. par exemple, 4, = 201 K; 
Aa = 110.4 K ; ko = 0.254-10-°W/(m.K); po = 1.46-10-5 N -s/m°. 

En comparant les résultats d’un grand nombre de résolutions 
obtenues pour des propriétés constantes et variables, on a montré 
que l'influence de la relation entre les propriétés physiques et la 
température du gaz peut être évaluée avec une précision suffisante 
par l’artifice d'introduction d’une certaine température détermi- 
nante 


Tim Ti 0387, 17.) 


pour laquelle les paramètres p1. À. c, et Pr doivent être portés dans 
les formules (VI1.13) et (VII.14) relatives au cas des propriétés 
constantes. On admet alors que le coefficient de dilatation volumique 
B = 1/7T;. et que le nombre de Prandtl varie de 0.7 à 1. 

D'une façon analogue on a montré que pour le mercure il convient 
d'adopter comme température déterminante la grandeur 


Ty = Tp— 0,38 (Tp — T1), 


à laquelle se rapportent tous les paramètres physiques, y compris 
le coefficient B et le nombre Pr. 

Les résultats obtenus ont été confirmés expérimentalement et sont 
justifiés dans la marge des températures importantes pour Ja pra- 
tique. 

Pour le calcul du transfert de chaleur d’une large plaque inclinée 
à l’air (Pr = 0.73) il existe la formule: 


Nu = 0.48 [(14 + cos ç)/2] Gr'i. (VII.29) 


e” BE; Nu-+ est le Nüsselt moyen; 7, la 
longueur de la plaque ; œ. l’angle entre la surface émettrice de chaleur 
inférieure de la plaque et la verticale. La formule (VII.29) est vraie 
pour 105 << Gr; << 10° et 0 << g< 90°. Avec q = 0 la plaque est 
verticale; avec @ — 90°. elle est horizontale (la surface émettrice 
de chaleur est tournée en bas). 


où Gr, = — 
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Dans le cas de la surface chauffée (émettrice de chaleur) tournée 
en haut, on applique la formule 


Nu = 0,54 Rat. (VII.30) 


vraie pour les plaques carrées avec 10% << Ra << 2-10. 

Dans ces formules les propriétés physiques du milieu sont rap- 
portées à la température 0,5 (7, + Tr). Dans la formule (VII.30) 
la dimension caractéristique adoptée est le côté du carré. Cette for- 
mule peut être appliquée également dans le cas où le côté froid de 
la plaque est tourné en bas et T, << Ti. 

Nous avons déjà noté au début du chapitre qu’avec Ra >> 0,7-10° 
l'écoulement dans la couche limite devient turbulent et les formules 
du domaine laminaire s'avèrent invalidées. 

Pour le moment, il n'existe pas de théorie rigoureuse de la con- 
vection naturelle turbulente, et l'intensité du transfert de chaleur 
sous ce régime se calcule d’après les formules empiriques ou semi- 
empiriques. 

On a montré que pour des nombres de Rayleigh assez grands l’in- 
tensité du transfert de chaleur définie par le coefficient de transmis- 
sion &, aux limites de l'erreur des mesures près, ne dépend pas des 
dimensions de la plaque, c’est-à-dire on a établi que le Nüsselt est 
proportionnel à Gr!/3. 

Les expériences réalisées avec les fluides aqueux pour des Pr = 2,4 
à 118, ont permis d'obtenir la relation suivante pour le transfert de 
chaleur par une plaque verticale sous la convection naturelle 


Nu = 0,0674 (Gr, Pre®)198. 


Elle est justifiée pour 4-10 << Ra, << 9-10 

Pour une plaque carrée horizontale tournée par le côté chauffé 
en haut ou par le côté froid en bas, il existe la formule suivante justi- 
fiée pour le domaine turbulent: 


Nu = 0,14 Ra!/3, (VII.31) 


Dans cette formule la dimension caractéristique est le côté du 
carré; les propriétés physiques du milieu sont rapportées à la tem- 
pérature 0,5 (7, -+ T?). La formule (VITI.31) est justifiée avec 2 -107 << 
< Ra < 3.400. 

Les relations écrites sont établies en traitant les données expé- 
rimentales par la méthode de la théorie de similitude et sont validées 
dans les limites de variation des groupements sans dimensions dé: 
terminants, appliquées dans ces expériences. 
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2. Cylindre horizontal 


Pour Ra << 0,7-10 il existe une solution analytique du problème 
de transfert de chaleur d’un cylindre horizontal de longueur infinie 
dans les conditions de convection naturelle. Cette solution est fondée 
sur la théorie de la couche limite laminaire et s'accorde avec les 
résultats des mesures. 

Pour un cylindre, tout comme pour le contournement d’une pla- 
que, la solution analytique est obtenue par substitution des varia- 
bles, ce qui permet de transformer les équations de la couche limite 
en équations différentielles ordinaires. Cette transformation s’est 
avérée possible du fait que la solution du problème appartient à la 
classe des solutions de ce genre. 

La solution théorique obtenue par Hermann pour un cylindre 
horizontal long amène la formule 


Nu, = 0,604 f (+) Gr!/' (x/d)14, (VII.32) 


où z est la coordonnée curviligne comptée à partir du point critique 
amont le long du contour du cylindre; d, le diamètre du cylindre; 
Nu, = a.x/À; Gr, — se (Tp— Tt);3 Gx la valeur locale du 


coefficient de transmission de chaleur ; f (œ), une fonction qui dépend 
de l’angle au centre q (compté à partir du point critique amont). 
Les valeurs de la fonction f (@) fournies par la résolution sont 


p, degrés | Q | 30 | 90 120 | 450 | 465 | 180 


6) | | 
f(œ) | o,r6 | 0,752 or | cc | 0,581 | 0,458 


0,360 | (ÿ 


La formule (VII.32) est valide sous le régime laminaire dans la 
couche limite et Pr = 0,73. 

Le nombre de Prandtl intervient dans l’échange de chaleur d’a- 
près la relation 


1/* 
Nu,/Gr!/ = ( 2,94 | e . Prt/2. 
(Nux/Gr pr 0.73 1,143+ Pr 


La formule (VII.32) de la valeur locale du nombre de Nüsselt (Nu.) 
peut servir pour déduire la formule du Nüsselt moyen suivant la 


surface du cylindre (Nu) 


Nu, = 0,372 (Gru)4. (VII.33) 
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Ici Nu, = ad/h; Gra = per Co), a, le coefficient de trans- 
mission de chaleur moyenné suivant la surface du cylindre; d, le 
diamètre du cylindre. 

Pour des nombres de Grashof égaux et ! — d, le coefficient «le 
transmission de chaleur moyen est de 1,29 fois plus grand pour une 
plaque verticale que pour un cylindre horizontal. 

Pour des nombres de Prandtl différents, le transfert de chaleur 
moyen d’un cylindre horizontal se calcule en utilisant les résultats 
obtenus par la combinaison de certaines considérations théoriques 
avec des coefficients empiriques 


Ra 1073 | 10-2 | {071 | 1 | 10 | 10° | 10% | 10: | 10° | 105 | 10% | 10® 


Nus 1,42 23,9| 41,5 


2,04 | 3,10 | 4,92 


8,14 | 13,8 


0,497 | 0,616 


0,785 | 1,03 


Dans toute la marge des Ra ces données s’accordent bien avec 
les résultats fournis par les expériences sur l'air, l’anyline, le butane, 
l'éthyle chlorhydrique et l'huile, réalisées par différents chercheurs. 
Pour les Ra >> 10% et Pr = 0,74 ces données coïncident à 2% près 
avec les calculs suivant l'équation (VII.33), obtenue par résolution 
des équations de la couche limite d’un cylindre horizontal. En uti- 
lisant les données mentionnées, les paramètres physiques doivent 
être rapportés à la température 0.5 (T, + T:). 

11 existe également dans la littérature des relations de similitude 
approchées qui permettent de résumer avec une certaine erreur les 
données expérimentales sur la convection naturelle dans le cas des 
corps les plus simples: plaques verticales, cylindres horizontaux et 
verticaux, sphères. Telle est la formule (VII.34) établie en dépouil- 
lant un grand nombre de données expérimentales (fig. VII.6) de 
divers chercheurs: 


Nu = CRaï, (VII.34) 


Pour la déduire, la dimension caractéristique retenue des plaques 
et des cylindres verticaux était la hauteur, et des cylindres hori- 
zontaux et sphères. le diamètre. Les paramètres physiques sont rap- 
portés à la température 0,5 (T; + Tr), Pr> 0,7. 

L'analyse des données expérimentales a montré que dans la marge 
10-35 < Ra << 5-10? le contournement de ces corps donne lieu au 
régime qui peut s'appeler pseudo-conductivité thermique. Dans la 
marge indiquée des nombres de Rayleigh, r = 1/8 et C = 1,18. 

Sous le régime de pseudo-conductivité, la distribution des tem- 
pératures dans l’ambiance ne se distingue que de peu du champ ther- 
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mique dans les conditions d’une conductivité pure propre à l’absence 
totale du mouvement. 

La marge 5:10° << Ra << 2-107 est caractérisée par la présence 
d'une couche limite laminaire complètement formée évoluée à la 
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Fig. VII.6. Transfert de chaleur dans le mouvement libre du fluide pour des 
corps de forme différente 


surface du corps. C’est le régime de la convection laminaire dévelop- 
pée tel que nr — 1/4 et C = 0,54. 

La marge 2-107 << Ra << 101 inclut pour la couche limite de 
l'écoulement les régimes transitoire ou mixte et turbulent. Dans cette 
marge n — 1/3 et C = 0,135. 

En réalité le passage d’un régime à un autre s’effectue de façon 
assez régulière. Chaque régime couvre un domaine de variation un 
peu plus grand que celui qui a été mentionné. Les limites de ces ré- 
gimes’dépendent sensiblement des conditions dans lesquelles marche 
le processus et des perturbations extérieures qui ont accompagné 
l'expérience. 
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Dans la formule (VII.34) l’élément déterminant est le nombre 
Ra = Gr-Pr. Cette relation est caractéristique des écoulements du 
liquide ou du gaz. où les forces d’inertie en action sont faibles par 
rapport aux forces de frottement intérieur dues à la viscosité. 

L'analyse du système d’équations du mouvement, de la continuité 
et de l’énergie par la méthode de la théorie de la similitude et des 
dimensions montre que dans les conditions de convection naturelle 
dans un liquide, en l’absence totale des forces d'inertie, l'intensité 
du transfert de chaleur est proportionnelle au groupement Gr-Pr. 
Cependant, avec de petits nombres de Prandtl, caractéristiques des 
métaux liquides, les forces d'inertie deviennent commensurables 
avec les forces de frottement interne et la proportionnalité se trouve 
violée. Dans ces conditions. le traitement des données expérimenta- 
les et des variables Nu, Ra conduit à la stratification des données 
suivant le nombre Pr. 

La théorie enseigne que l’impératif de la similitude des phénomè- 
nes physiques est la similitude géométrique des corps contournés. 
La généralisation des données d'expérience pour les corps de forme 
différente, obtenue au prix d’une certaine dispersion des points 
testés, s’est avérée possible du fait que sous une convection naturelle 
dans un grand volume le rôle de la forme est secondaire. 

Ce qui importe, c’est que pour un écoulement turbulent évolué 
l'intensité du transfert de chaleur dans la couche limite ne dépend 
pratiquement pas des dimensions du corps, l’exposant du nombre de 
Rayleigh s'étant avéré proche de 1.3. Ce principe rend possible l’étude 
du processus sur des modeles en réduction. 

En utilisant pour le calcul du transfert de chaleur les relations 
fournies par la théorie de la similitude, il faut retenir qu'elles sont 
applicables dans les limites de la marge des groupements sans di- 
mensions déterminants (Gr. Pr, Ra) pour laquelle elles sont obte- 
nues. D'autre part. il convient de ne pas perdre de vue que chacune 
des relations n'est justifiée que sous la condition que la dimension ca- 
ractéristique du corps et la température déterminante des paramètres 


physiques soient absolument les mêmes que celles employées pour éta- 
blir la formule. 


$ VII.2. Echange de chaleur lors du mouvement libre 
en espaces confinés 


L'objet du paragraphe précédent a été l’étude du cas d’échange 
de chaleur lors de la convection naturelle dans un grand volume (in- 
défini). 

Dans ces conditions les processus d’échauffement et de refroidis- 
sement se poursuivent sur une grande distance et les courants ascen- 
dants et descendants n’influent que peu l’un sur l’autre. 


25—-01289 
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Dans un espace confiné l'épaisseur de la couche limite devient 
commensurable avec les dimensions de l’espace lui-même, et les 
processus de chauffage et de refroidissement ne peuvent déjà plus 
être envisagés séparément. 

Si dans un grand volume l'intensité du transfert de la chaleur 
dépend relativement peu de la forme du corps contourné, dans un 
espace confiné la formation du champ des vitesses et du champ ther- 
mique d’un liquide ou d’un gaz est influencée sensiblement par la 
forme des parois. 

Le problème que pose l'échange de chaleur sous la convection 
naturelle dans un espace confiné se présente dans de nombreuses 
applications techniques. L'’isolation thermique des conduites, des 
édifices, des fours et des capacités par des sous-couches de gaz; les 
formations des champs thermiques et le transfert de chaleur dans 
les sections et les réservoirs des avions supersoniques, des fusées 
et des vaisseaux cosmiques; l'échange de chaleur dans les installa- 
tions radio-électroniques ; le transfert de chaleur dans les corps et 
milieux poreux, autant de problèmes à résoudre qu’imposent ces 
processus. Ceux-ci présentent un intérêt pratique en géodésie, lors- 
qu’on affronte des liquides chauffés enfermés en un espace restreint, 
ainsi qu'en cryogénie pour la conservation durable des gaz liquéfiés. 

Un intérêt particulier pour les applications pratiques présente 
le cas du transfert de chaleur à travers une fente plane horizontale, 
verticale ou inclinée, ainsi qu’à travers une sous-couche annulaire ou 
sphérique remplie de liquide ou de gaz. 


1. Couches horizontales longues 


Dans le cas d'une couche horizontale de liquide ou de gaz chauf- 
fée d’en haut il s'établit dans le champ de l'écoulement un état 
d'équilibre hydrostatique et le transfert de chaleur par la couche ne 
peut avoir lieu que par conductivité ou rayonnement thermiques *). 
L'absence de convection n’est possible que dans une couche stricte- 
ment horizontale avec 7, > T, et une distribution régulière des 
températures à la frontière de la couche. Dans ces conditions les 
particules froides plus denses du fluide se trouvent près de la paroi 
inférieure (à température 7.) et ne peuvent pas descendre plus bas. 
Exactement de la même façon les particules chauffées moins denses 
qui se trouvent près de la paroi supérieure chauffée (à température T',) 
ne peuvent pas monter plus haut. C’est le cas de ce qu’on appelle 
stratification stable de la densité. 

Lorsque le gaz est chauffé d’en bas (7, > T;), il s'avère, sous 
certaines conditions, que l'équilibre hydrostatique est également 
possible. En posant dans les équations du mouvement et de l'énergie 


*) l'échange de chaleur par radiation fait l’objet du chapitre IX. 
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que les composantes du vecteur de la vitesse sont nulles et en admet- 
tant que le gaz est non visqueux et ne jouit pas de la conductivité 
thermique, on obtient le système d’équations qui exprime les con- 
ditions d'équilibre hydrostatique dans un gaz compressible parfait 
tel que p = nRT: 


dp'dx = og; pc, dT/dx = dp/dz. (VII.35) 


On suppose ici que l’axe des x est orienté verticalement et le vec- 
teur d'accélération de la chute libre g est orienté dans le sens inverse 
des x positifs. 

Ces équations entraînent que dans les conditions d’un équilibre 
hydrostatique 


dTidz = g'c,. (VII.36) 
La convection n’est possible qu'avec 
dT/dz > gle,. (VII.37) 


Du point de vue physique cela signifie que la densité crois- 
sante sous l’action de la pesanteur dans le sens négatif de l'axe 
des x compense la diminution de la densité par suite de l’échauffe- 
ment de la paroi inférieure et, lorsque la condition (VII.37) est 
observée, l'équilibre hydrostatique du gaz n'est pas violé. 

En partant d’une théorie plus rigoureuse qui tient compte de 
la viscosité et de la conductivité thermique du fluide incompres- 
sible, on a montré que lorsque la couche horizontale indéfinie est 
chauffée d’en bas, la convection apparaît avec 


Ra = Gr-Pr > Ra,,, (VI1.38) 


: 
où Racr=| ges (Ti—Ta) |. est une valeur critique du nombre 
de Rayleigh, Ra,, — 1700; 6, l'épaisseur de la couche (la distan- 
ce entre les faces chauffées). 

De la sorte, la distribution irrégulière de la densité d’un fluide 
ne définit pas toujours la formation d'un mouvement libre. La con- 
vection n'apparaît qu'à la condition d'une stratification instable 
de la densite. 

Les recherches théoriques ont abouti à établir la condition 
(VII.38) confirméc également par l'expérience. Il a été montré 
que dans une fente horizontale remplie de liquide, après l’instaura- 
tion de l'instabilité thermique apparaît un mouvement à structure 
cellulaire du courant. La visualisation du courant à l’aide des 
parois transparentes et des particules solides en suspension dans le 
liquide a montré que la forme des cellules rappelle dans la projection 
verticale des nids d’abeilles. 


25% 
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En appliquant l’analogie du diaphragme oscillant, Rayleigh 
a démontré théoriquement qu’une telle cellule hexagonale (vue 
en plan) correspond à la forme la plus stable du courant. 

Pour 1700 << Ra << 3:10%, le bas niveau des vitesses d’écoule- 
ment permet de l'appeler rampant. 

D'après les données de Schmidt, dans cette marge des nombres 
de Rayleigh 


Nu = 0,0012 Ra°:®. (VII.39) 


Dans les conditions de la convection, le liquide monte au centre 
de la cellule hexagonale pour descendre à sa périphérie. Dans les 
expériences avec l'air la marche de l'écoulement est inversée. Ces 
particularités sont liées pour les fluides au caractère différent du 
rapport de la viscosité à la température. La viscosité des gaz croît 
avec la température, alors que dans le cas des liquides c’est 
l'inverse. En présence de la convection la direction de la propagation 
des perturbations initiales dépend à son tour de la variation 
de la viscosité à l’intérieur de la couche. 

Le régime de convection laminaire évoluée survient avec des 
nombres de Rayleigh plus grands. Pour 3-10$ < Ra < 2,5-10* la 
loi caractéristique de la variation du nombre de Nüsselt est expo- 
nentielle en fonction du nombre de Ravyleigh 


Nu = 0,24 Ra! (VII.40) 


Cette marge des Rayleigh, si on observe les conditions isother- 
mes des frontières, rend possible l’existence d’une structure bidi- 
mensionnelle de l'écoulement sous la forme de longues lances alter- 
nantes dont les axes de symétrie sont parallèles aux parois de la 
fente. À mesure que les nombres de Rayleigh augmentent, le rap- 
port entre la période des courants ascendants et descendants et 
l'épaisseur de la couche augmente de 2 à 2.8. 

Pour des Ra plus élevés, le courant devient tridimensionnel 
et apparaissent les indices de passage à un régime turbulent. La 
marge 2,9-10* << Ra << 3-10* justifie la formule 


Nu = 0,3 Gr°:16 Pr°ët, (VII.41) 
Avec Ra > 3-10* 
Nu = 0,1 Gr°:3! Pr°,56, (VII.42) 


Les mesures optiques réalisées par Schmidt et Saunders ont 
montré que dans une couche de fluide horizontale longue le régime 
turbulent apparaît avec Ra > 5-10*. 

Des recherches ultérieures ont montré que, outre le nombre de 
Rayleigh, le passage au régime turbulent dépend également du 
nombre de Prandtl. Dans des milieux moins visqueux la turbu- 
lence apparaît avec des Rayleigh plus petits. 
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Les relations (VII.41) et (VII.42) entraînent que pour Ra > 
> 2,5-10* ce nombre caractéristique n’est pas le seul à être déter- 
minant. Pour de grands nombres de Rayleigh, l’influence des nom- 
bres de Grashof et de Prandtl sur l’échange de chaleur cesse d'être 
la même. Dans les formules (VII.39)-(VII.42) les nombres caracté- 
ristiques figurent comme suit: 


lCn kg 

1; Nu=—Ë, (VILA43) 
Toutes les grandeurs qui déterminent les propriétés physiques du 
milieu sont rapportées ici à la temperature moyenne dans la sous- 
couche 0,5 (T, + T.). Comme dimension caractéristique on a adopté 
l'épaisseur ô de la sous-couche. Dans les calculs techniques du 
transfert de chaleur à travers des sous-couches et des fentes on intro- 
duit le coefficient de conductivité équivalente À4. 


Le nombre de Nüsselt moyen Nu pour une sous-couche plane 
est établi ici sous la forme du rapport de À4 à la conductivité du 
milieu À qui constitue la sous-couche. Ainsi, le Nüsselt moyen 
montre de combien de fois l'intensité du transfert de chaleur aug- 
mente sous l’action de la convection naturelle par rapport aux 
conditions de conductivité pure. 


D'après le nombre Nu moyen on calcule la densité moyenne 
du flux thermique g qui passe par la couche du liquide et du gaz 


Gr= HE (T,—T,); Pr= 


). NT 
q= (Ta) = NE (TT). (VIL.44) 


Il convient de retenir que dans les conditions envisagées la 
structure tourbillonnaire complexe de l'écoulement fait que les 
Nüsselt locaux changent le long des frontières de la sous-couche. 
Pour les sous-couches, leurs valeurs (Nu,, Nu.) sont déterminées 
par les relations 

Se à DO ô : oT ô 

Nu=h() Nu = hf) ir > (VITI.45) 
où les indices « { » et « 2 » signifient que le paramètre donné concerne 
la paroi à la température T, ou 7, respectivement; AT =T, —T, 
(T2: > Ti), à, la conductivité thermique du milieu à la tempéra- 
ture moyenne de la couche; 4, et À, la conductivité du milieu 
aux températures T, et 7.. Avec les propriétés physiques constantes 
du milieu À, = À; = À. Dans les limites de chaque cellule tourbil- 
lonnaire le nombre local de Nüsselt diminue à mesure que l'épais- 
seur de la couche limite thermique croît. 

L'information détaillée sur la structure locale de l'écoulement 
tourbillonnaire est obtenue grâce aux résolutions numériques des 
équations de Navier-Stokes publiées ces derniers temps. Les solu- 
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tions de cette sorte se sont avérées possibles par suite du dévelop- 
pement des méthodes numériques et de l'apparition des ordina- 
teurs rapides à grand volume de mémoire opératoire. 

Les formules décrites précédemment sont validées pour des cou- 
ches horizontales longues chauffées d'en bas. Pour les couches d'éten- 
due limitée la présence des parois latérales conduit à l’augmenta- 
tion du nombre de Rayleigh critique qui détermine les conditions 
de l’apparition de la convection. 

Les parois latérales interviennent en diminuant l'intensité du 
transfert. Ceci devient particulièrement apparent avec de petits 
Rayleigh pres de la limite de stabilité. 


2. Couches verticales 


Dans une couche verticale de fluide délimitée par des parois 
planes solides portées à des températures différentes, la différence 
des températures engendre une stratification instable de la deu- 
sité rendant impossible l’existence de l'équilibre hydrostatique. 
Le mouvement convectif apparaît dès que le nombre de Rayleigh 
devient différent de zéro et s’intensifie progressivement avec son 
augmentation. 

Une couche verticale devient le siège d’une circulation à courant 
ascendant le long de la paroi verticale chauffée jusqu’à une tempé- 
rature plus élevée, et à courant descendant le long de la paroi à tem- 
pérature plus basse. 

Examinons la convection dans les enceintes verticales rectan- 
gulaires dont les frontières horizontales sont rendues calorifuges. 

D’après les données disponibles, on peut indiquer les limites 
approchées suivantes des régimes d'écoulement et d'échange de 
chaleur. Pour la convection naturelle de l'air, une couche verticale 
à rapport de la hauteur à l'épaisseur égal à 10, dans la marge 0 < 
<< Gr << 2,8-10% donne lieu au régime de pseudo-conductivité sous 
lequel l'intensité du transfert de chaleur reste au niveau de la con- 
ductivité pure, bien que dans le champ de l'écoulement les vitesses 
soient différentes de zéro. (Ici le nombre Gr est établi suivant la 
largeur Ô de la fente.) Pour 2,8-10% Gr << 2,5-10* il existe un 
certain régime transitoire qui précède à l'apparition des couches 
limites thermiques aux parois verticales maintenues aux tempeé- 
ratures constantes mais différentes. Dans la marge 2,5-10* < Gr < 
<< 3,2-10° se forme le régime de la convection laminaire dévelop- 
pée. On peut l’appeler aussi régime de la couche limite. Dans le 
domaine 3,2-105 << Gr << 10% on observe à l’intérieur de la couche 
des courants secondaires sous la forme de gros tourbillons isolés 
qui se superposent sur la circulation essentielle. A peu près à partir 
de 105 Gr << 107 on enregistre des phénomènes précurseurs du 
régime turbulent: formation de petits tourbillons et des pulsa- 
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tions non stationnaires. Un écoulement turbulent évolué survient 
avec Gr > 107 #). 

Les limites de ces régimes dépendent du nombre Pr et des rap- 
ports entre les cûtés du domaine. 

Pour calculer l'intensité du transfert de chaleur par de longues 
couches verticales de l'air on peut utiliser la formule empirique 
suivante : 


Nu = 0,119 Gr°,5 (h/6)-0.1, (VIL.46) 


où k est la hauteur de l'enceinte rectangulaire: ô. la distance entre 
les parois chauffées. 

La formule est justifiée pour 109 << Gr << 5:108 et 2,3 << h ô < 
<< 41. 

Pour les fluides aqueux. la formule empirique est la suivante 


Nu = 0.28 Ral/t (2'6)-1/1, (VII.47) 


qu'on peut utiliser pour 10% << Ra << 107 et 5 << h/' < 20. Les 
expériences dont les résultats ont permis d'établir cette formule 
ont été réalisées avec de l’alcool, l'huile, la glycérine, ainsi qu'avec 
d'autres liquides. et couvrent une large marge des nombres de 
Prandtl]. 

Dans les formules (VII.46), (VII.47) les propriétés physiques 
du caloporteur doivent être rapportées à la température moyenne 
de la couche. Pour définir les nombres caractéristiques Gr et Ra, 
on retient comme dimension déterminante la distance Ô entre les 
parois chauffées; AT = T;, — T,, où T, et T, sont les tempéra- 
tures des frontières verticales du domaine (7, > T;,). Le nombre 
de Nüsselt moyen, qui détermine l'intensité du transfert de chaleur, 
est établi exactement de la même façon que pour les couches horizon- 
tales, c'est-à-dire Nu = Às:2. 

En régime de la convection laminaire évoluée les Nüsselt locaux 
changent sensiblement le long des frontières verticales de la couche. 
Sur la plus grande partie de la paroi chauffée le Nüsselt local dimi- 
nue dans Île sens du courant ascendant. Sur la paroi froide il diminue 
dans le sens du courant descendant. Certains écarts de cette loi s'obser- 
vent seulement dans les zones initiales des parois verticales, c’est-à- 
dire là où se forme la couche limite. 

Il s’est avéré que le transfert de chaleur le plus intense a lieu 
dans une enceinte à rapport de la hauteur 4 à la largeur ô valant 
à peu près 1,5. Ces données sont obtenues avec 101 < Ra << 535-101. 

Le rapport de Nu à /6 est visualisé sur la figure VIL.7. 


*) C'est-a-dire avec Gr, > 1019, où le nombre Gr, est établi suivant la 
hauteur (4) de la fente (4/ = 10). 
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Pour le régime turbulent de l’écoulement dans une couche verti- 
cale il existe l'équation de similitude suivante 


Nu = 0,046 Ra!'/. (VII.48) 


Elle est obtenue pour des conditions aux limites mixtes, c’est-à- 
dire pour le cas où sur l’une des parois verticales est maintenue 
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Fig. VII.7. Relation entre le transfert de chaleur et le rapport des côtés d'une 
cavité rectangulaire : 
— théorie; O©O — cxpérience 


la densité constante du flux thermique g, = const, alors que sur 
l'autre est donnée la Ho T, = const. Cette équation est 
validée pour 10% < Ra << 10°; € Pr << 20 et 1 < h:'ô < 40. Le 
nombre de Rayleigh est “Ho ici T à après la différence moyenne 
des températures sur les frontières verticales. (A la frontière à q, = 
— const la température change suivant la hauteur de la paroi.) 
Pour la dimension caractéristique on a adopté la largeur de la cou- 
che 6. Les propriétés physiques du milieu sont rapportées à la tem- 
pérature imposée TJ}. 


CHAPITRE VIII 


TRANSFERT DE CHALEUR 
AVEC CHANGEMENT DE PHASE 


$ VIIL.{. Cas de la condensation des vapeurs 


Le transfert de chaleur dans la condensation des vapeurs à une 
surface refroidie et dans l’ébullition d’un liquide s'accompagne 
des changements de phase de la matiere. 

La condensation de la vapeur et l’ébullition du liquide influent 
sensiblement sur l'intensité des échanges de chaleur. 

La formation d’une phase nouvelle à la surface d'échange com- 
plique le processus d'échange par convection et rend plus difficile 
l'application des approches analytiques de la résolution des pro- 
blèmes. 


1. Généralités 


Dans le cas de la condensation des vapeurs l’échange de chaleur 
est un phénomène compliqué associé simultanément au transfert 
de chaleur et de masse (de matière) et au changement de phase qui 
se traduit par la transformation du gaz en liquide ou solide. 

La masse transportée est définie par la quantité de la vapeur 
condensée, et la chaleur transférée (sous la condition de la vapeur 
saturée), par la chaleur de vaporisation. 

Le nombre de facteurs qui interviennent dans le transfert de 
chaleur en présence de la condensation est sensiblement plus grand 
que lorsque la phase ne change pas. Ceci est à l’origine des difficul- 
tés supplémentaires. Par exemple, si pour l'échange de chaleur 
sans changement de phase la surface ne doit ètre caractérisée que 
par sa géométrie, dans le cas de la condensation tout aussi impor- 
tantes sont les propriétés physiques et chimiques envisagées dans 
leur combinaison avec les propriétés physiques et chimiques du 
milieu (liquide, gaz). 

La prise en compte de tous les facteurs qui interviennent dans 
ce processus et leur analyse sont très difficiles non seulement sur 
le plan théorique, mais aussi expérimental. 

Le plus souvent les travaux entrepris dans ce sens ont un carac- 
tère d'évaluations globales et ne revèlent pas toute la complexité 


394 TRANSFERT DE CHALEUR AVEC CHANGEMENT DE PHASE [CH. VIII 


de la marche de l'échange de chaleur. Il est vrai que ces derniers 
temps paraissent des ouvrages dont les auteurs, en recourant à des 
appareils de mesure modernes et des procédés de laboratoire origi- 
naux, rendent de plus en plus clair le phénomène de changement 
de phase. 

La condition nécessaire de la condensation de la vapeur, si cette 
dernière se trouve à l’état subcritique, est la présence soit d’une 
zone, soit d'une surface (paroi) à température inférieure à celle 
de la vapeur saturée. 

À l'instant initial du contact de la vapeur avec la surface (paroi) 
froide, cette dernière se couvre d’une couche adsorbée monomolé- 


Fig. VII1.1. Condensation en film 


culaire qui au cours de la condensation soit croît et se densifie, 
soit, en atteignant une épaisseur définie (de l’ordre d’un micron), 
se rompt en formant un grand nombre de gouttes. Ensuite, la crois- 
sance de gouttes se poursuit et il s'en forme de nouvelles. 

La première forme de la condensation, lorsque il se forme à la 
surface un film continu stable (fig. VIII.1), s'appelle condensation 
en film ou pelliculaire. La deuxième forme, lorsque le processus 
s'accompagne de la formation de gouttes, s'appelle condensation 
en gouttelettes (fig. VIII.2). 

La différence dans l'interaction entre la surface et le condensat 
est conditionnée, comme on se l’imagine facilement, par la diffé- 
rence des propriétés physico-chimiques des milieux. 

Si à la surface d’un corps solide une goutte prend la forme telle 
que l'angle marginal & est un angle aigu (fig. VIII.3, a), on dit 
que le liquide mouille le corps. 
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La tension superficielle d'un corps solide est plus grande que 
la somme des tensions aux frontières de la goutte avec ce corps 
et la vapeur: 


Op.v > Op.1 + Olev COS &. 
Dans le cas limite, lorsque & = 0, la goutte s’étend sur la paroi 


en un mince film. Ce phénomène d'extension de la goutte à la sur- 
face s'appelle mouillabilité absolue. 


Fig. VIII.2. Condensation en gouttelettes 


Avec a > 90° (fig. VIII.3, b) ce sont les forces superficielles 
qui dominent 0,1, et avec « — 180”, le liquide s’accumule en gout- 
telettes. Ce phénomène s’appelle immouillabilité absolue. 

La tension superficielle à la frontière d’un corps solide (paroi) 
avec le liquide est plus grande que la somme des tensions du corps 
solide et du liquide en interaction avec la vapeur: 


Opel > Op.r + Ov COS @. 


La mouillabilité absolue s'’observe lors de l’arrosage du verre 
pur par l'eau, l’alcool, le benzole. L’immouillabilité absolue, lors 
de l’arrosage de ce même verre par du mercure. 

Le mouvement du film aussi bien que celui des gouttes à la 
surface est défini soit par l'effet gravifique, si la condensation 
se produit à partir d’une vapeur fixe, soit par celui des forces de 
frottement supplémentaires de la part de la vapeur coulante. 

Si dans le cas de l’écoulement en film la différence de l’allure 
du mouvement est conditionnée svulement par l'épaisseur du film 
et le régime, dans celui de la condensation en gouttelettes, ces 
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dernières peuvent se rejoindre pour former des filets continus se 
transformant ensuite en courant continu qui couvre la paroi (surface) 
toute entière. 

Dans les appareils réels, outre le phénomène noté, la conden- 
sation est influencée par l’état de surface, surtout dans la période 


Fig. VI11.3. Mouillage par le liquide d’une surface : paroi plane (a) et paroi d’un 
tube (c); surface non mouillable PE un RENE paroi plane (b); paroi d'un 
tu (d 


initiale du fonctionnement, lorsque les parois sont encrassées par 
de l'huile. 

Le plus souvent l'échange de chaleur de la condenstion est à af- 
fronter dans l’énergétique, lors du refroidissement de la vapeur 
usagée des turbines, dans les évaporateurs à distiller, l’industrie 
chimique, les appareils à absorption (machines), etc. 

D'après les expériences, le coefficient de transmission de chaleur 
de la condensation en film est de 5 à 10 fois inférieur à celui de la 
condensation en couttelettes. Il en est ainsi du fait que la résistance 
thermique du film qui sépare la vapeur de la paroi est très grande. 

Bien que dans la condensation en gouttes l'échange de chaleur 
est plus avantageux que dans le cas en film, c'est à ce dernier que 
pratiquement on a Je plus souvent affaire. 

Pour le cas de la condensation sur une paroi froide, l'échange 
de chaleur dans la transformation de la vapeur en liquide peut 
être divisé conventionnellement en plusieurs phénomènes simples 
successifs dont chacun influe sur Île résultat : 
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1. Amenée de la vapeur à la paroi ou à la surface de sépara- 
tion des phases (film) par transfert moléculaire ou monomolécu- 
laire. 

2. Condensation elle-même qui se produit à la paroi ou à la 
surface de séparation. 

3. Transfert de chaleur à la paroi refroidissante avec conden- 
sation de la vapeur. 

La vitesse d’amenée de la vapeur à la surface (paroi) peut se 
calculer à partir de l'équation du bilan de la masse à la surface 
d'échange de chaleur 

w = g/(rp”), 


où g est la charge thermique de la surface; p”, la densité de la 
phase de vapeur pour les paramètres de saturation; r, la chaleur 
de vaporisation. 

La formule est justifiée pour la condensation des vapeurs pures. 
Pour le cas où la vapeur est mélangée au gaz ne se prètant pas à la 
condensation, le calcul de la vitesse d'amenée de la vapeur à la 
surface de condensation doit se faire compte tenu de la résistance 
du gaz incondensable. 

La condensation à la surface de séparation des phases est le 
résultat de deux processus: condensation des molécules qui frap- 
pent la surface du liquide et sont captés par cette dernière, et évapo- 
ration des molécules de cette même surface. 

La condensation visible s'obtient lorsque la quantité de molé- 
cules liées en un liquide dépasse la quantité de molécules émises 
par la phase liquide sous forme de vapeur. Ce phénomène, c'est-à-dire 
sa valeur quantitative, peut être caractérisé par le coefficient de 
condensation f., qui détermine la part que font les molécules mainte- 
nues à la surface du condensat par rapport au nombre total des 
molécules amenées à la surface. 

La figure VIII.4 montre que la résistance thermique du transfert 
de chaleur de la vapeur à la paroi se compose de la résistance thermi- 
que du film et de la résistance thermique du changement de phase. 

Lorsque le coefficient de condensation f est petit, la résistance 
du changement de phase devient commensurable avec la résistance 
thermique du film; avec l'augmentation de f, la résistance du change- 
ment de phase diminue, et, à la limite, s'annule. Donc, pour éva- 
luer correctement la résistance totale, il faut connaître sa com- 
posante due au changement de phase, autrement dit les valeurs du 
coefficient de condensation. 

D'après la théorie cinétique élémentaire des gaz, la résistance 
thermique de la transformation d'état est donnée par l'expression 
suivante : 


Ty Tour _ 2— f V'2rR+ Ty—Toeur 


Roth = = = 
ph : = — 
; 2} É PV Tv—Peur/V Tsur | 


(VIII. 1) 
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où ZT, et T,,. sont les températures de la vapeur et de la surface 

du condensat ; p, et pa. la pression de la vapeur saturée à 7, 

. et Tsurs Ry, la constante de gaz de 
la vapeur. 

Comme le montre la courbe de la 
figure VIII.S, la résistance thermique 
du changement de phase dépend sensi- 
blement de la pression et du coefficient 
de condensation. Actuellement il n'exis- 
te pas de données suffisamment sûres 
F sur Ja valeur de ce dernier 

A la pression p, > 10* Pa le coef- 
ficient de condensation de Ia vapeur 
d'eau peut être pris égal à l'unité, et 
alors on peut négliger la résistance ther- 
mique de la transformation d'état par 

: ... rapport à la résistance thermique du 
Se D film de condensat. Pour calculer cette 
film sur une plaque ver- dernière À = (t, — tp)/q — 1/a, c'est-à- 
ticale dire pour résoudre le problème d’échan- 

ce thermique lors de la condensation 

en film des vapeurs on doit avant tout définir l'épaisseur du film 
de condensat et l'allure du mouvement du liquide dans Île film. 

Au passage de l'écoulement laminaire à l'écoulement turbulent 
du film correspond un nombre de Reynolds défini 


Re = wô/v;, 


où Ô est l'épaisseur du film dans la section considérée ; w, la vitesse 
moyenne du film dans la section considérée; v,. la viscosité cineé- 
matique du liquide. 

Comme le montrent les expériences, un écoulement purement 
laminaire, stratifié, ne se conserve qu'à de très faibles valeurs du 
nombre Re — 3 à 8. Lorsque ces valeurs sont plus grandes, à la 
surface du film apparaissent des ondes. Au cas où l’écoulement 
laminaire du film prend une allure ondulatoire, le processus d’échan- 
ge de chaleur devient assez compliqué. 

Les tentatives de résoudre analytiquement le problème du mouve- 
ment ondulatoire du film ont été entreprises par P. Kapitsa. Il 
débutait par l’idée de l'allure sinusoïdale bidimensionnelle du 
mouvement ondulatoire, dont l'amplitude est sensiblement infé- 
rieure à l'épaisseur moyenne du film et la longueur d'onde. bien 
plus grande que cette épaisseur Ô,. Il a montré que dans le mou- 
vement ondulatoire l'épaisseur moyenne du film est plus petite 
que dans le mouvement laminaire. C'est précisément par cette 
diminution de l'épaisseur que certains auteurs expliquent pourquoi 
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le coefficient de transmission de chaleur moyen devient plus grand 
par rapport au calcul. 

L'étude analytique du mouvement non ordonné tridimensionnel 
réel du film d'un liquide présente, de nos jours encore, des diffi- 
cultés insurmontables du point de vue mathématique. Aussi, dans 
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Fig. VI11.5. Influence du coefficient de condensation et de la pression, de la 
vapeur sur le saut des températures Ty — Tsur pour qg = 29 Kk\ W/m 


ces conditions c'est l’expérience qui permet d'obtenir des données 
les plus sûres. 

Pourtant, l’analvse théorique d'un modèle physique simplifié 
de la condensation en film permet de définir les paramètres prin- 
cipaux et leur influence sur l’échange de chaleur. 

Pour condenser 1 kg de vapeur saturée sèche il faut évacuer 
de la paroi une chaleur égale à celle du changement de phase r. 
Mais si on tient compte que la température du condensat est infé- 
rieure à celle de saturation, il faut transmettre en plus une partie 
de la chaleur du condensat. 

Dans de nombreux calculs pratiques on néglise la chaleur du 
liquide par rapport à la chaleur du changement de phase. pour 
adopter 


Q = Gr. (VI11.2) 
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Si le débit G s'écrit p wf ou pwôl., où p, est la densité du con- 
densat ; w, la vitesse moyenne du film; 6, son épaisseur; f, l'aire 
de la section droite; !,, la dimension de la paroi (du film) perpen- 
diculairement au plan du dessin, alors, il vient 


Q = p wôL,r. 


D'autre part, lorsque le processus est stationnaire, la chaleur 
transmise par le condensat à la paroi peut se calculer à l’aide du 
coefficient de transmission de chaleur 


Q = aÂtF = aAtrl., (VIII.3) 


où « est le coefficient de transmission de chaleur moyen sur la lon- 
gueur x; At =t;—1,, la différence de la température entre le 
condensat et la paroi. En égalant les deuxièmes membres des deux 
équations. il vient 


rpiwô = aA tx, (VIIL.4) 


c'est-à-dire pour calculer la chaleur transmise, il faut trouver la 
vitesse moyenne du courant w et l'épaisseur du film 6. 


2. Echange de chaleur dans la condensation en film d’une vapeur fixe 
lors de l'écoulement laminaire du film sur une plaque verticale 


La théorie du transfert de chaleur dans la condensation en film 
d’une vapeur saturée pure sur une plaque verticale a été établie 
par Nüsselt. 

Le problème se résolvait sous des hypothèses définies. On a admis 
que dans le film l'écoulement est laminaire. La température du 
liquide près de la paroi était considérée comme égale à celle de 
la paroi; à la surface extérieure du film, en regard de la vapeur, 
la température est égale à celle de saturation. 

La résolution ne tenait compte de la conductivité du film que 
dans le sens perpendiculaire à la paroi (suivant l'épaisseur du film), 
le transfert par convection étant absent, les propriétés physiques 
du condensat étant considérées comme constantes et le processus, 
stationnaire. Les forces d'inertie, très petites par rapport à celles 
de frottement, ainsi que l'interaction entre la vapeur et la surface 
du film étaient négligées. 

Compte tenu de ces restrictions, l'équation de l’énergie se ramène 
à la forme 


0*t/0y* = 0. (VIIL.5) 
Le premier membre de l'équation (1V.17) s'annule, puisque le pro- 


cessus est stationnaire et dans le film le transfert de chaleur par 
convection n'a pas lieu. 0*t/0r* et 0*t/0:* du deuxième membre 
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s'annulent puisqu'on a adopté que la chaleur est transférée seule- 
ment dans le sens de l’axe des y (perpendiculairement à la paroi). 
Simplifions l'équation du mouvement du film 


u d'u,/dy® = —pig. (VIIL.6) 


Le premier membre de l'équation (1V.50) s’annule du fait que 
les forces d'inertie sont négligeables et le processus stationnaire, 
c’est-à-dire w, ne change pas le long de l’axe des z, et w, = 0; 
w, = 0. Dans le deuxième membre de l'équation 0p/0r Æ 0, du 
fait que la pression de la vapeur est la même suivant toute la lon- 
gueur de la paroi et la pression hydrostatique négligée par suite 
de la faible densité de la vapeur par rapport au condensat. Les 
dérivées secondes d*w,/0x? et 0*w.,'0z* sont également nulles. De 
la sorte, pour résoudre le problème de l'échange de chaleur station- 
naire d’un film de condensat en mouvement avec les restrictions 
adoptées, on a obtenu le système de deux équations 


d'&t>+ 
dy* 


d°t 
ae =0 et Eu 


= — fig. (VIII. 7) 

Les simplifications adoptées pour la résolution du problème 
permettent d’omettre l'indice x affecté à la vitesse w et d'intro- 
duire les conditions aux limites 


pour y=0,t=t, et w = 0; 
pour y = 6, t = tar et dwldy = 0. 


La condition dw/dy = 0 s'ensuit de l’hypothèse adoptée suivant 
laquelle les forces de frottement entre le film en mouvement et la 
vapeur fixe sont négligeables. 

L'intégration des équations, compte tenu des conditions aux 
limites, donne 


dt/dy = (sat — tp)/Ô. 
Ceci signifie que la chaleur évacuée à travers le film vers la paroi 
vérifie également la loi de la conductivité thermique. 


L'équation de Fourier entraîne g = —À, dt/dy. En portant l’ex- 
pression de dt/dy dans l’équation de Fourier, on obtient 


q = À (tsat En tp)/6. 


D'autre part, la chaleur passée par le film est transmise à la 
paroi et peut être calculée d’après la formule de Newton 


q = @ (feat — tp) 
26—01289 
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Egalons les deuxièmes membres des équations 


ou 


tsat —(p 
& (Ésat — tp) = M 5 — , 
Ay tsat—tip __à 
De am 0 gr: (VIIL.8} 


Pour chaque point de la surface d'échange de chaleur envisagée 
le coefficient de transmission de chaleur est proportionnel à la 


Fig. VIII.6. Distribution 
de la vitesseet de la tem- 
pérature dans l’écoule- 
ment en film de Nüsselt 


Le débit massique 


conductivité thermique et inversement 
proportionnel à l'épaisseur du film de 
condensat. 

Pour calculer la relation entre 6 et la 
coordonnée z, utilisons l’équation du mou- 
vement (VIII.6) que nous allons soumettre 
à l'intégration 


a P1£ 2 
7. 2ur y + Cay + Co. 
Portons-y les conditions aux limites pour 
obtenir 


C0, Ces 
7 u] 
et 


u° =: Sr (y®—2ôy).  (VIIL.9) 
La distribution des vitesses suivant cette 


équation est visualisée sur la figure 
VIII.6. 


du condensat par la section droite du film 


large de 1 m peut s’écrire 


« 


ou 


G=p Êôw-1, 


à 
w= + \ w dy. 


Remplaçons la vitesse w par son expression (VIII.9); il vient 


Ô 


ô Ô 
mL [0 (260) dy | yray— | 26y dy |, 


y=C 


$ VIIL.{] CAS DE LA CONDENSATION DES V\PEURS 403 


ou 
w = pigô®(3u), (VIII.10) 
il s'ensuit que 
G = gp° 10°/(3u 1). 
En dérivant par rapport àxzona 
dG  EPId* dS 


= a (VIII.11) 


D'autre part, l'augmentation du débit du liquide par le film est 
due à la condensation de la vapeur à la surface du film. Donc, 
dG À/5 (isat —tp)- 1 
a (VIII. 12) 


- 
En associant les formules (VIII.11) et (VIII.12), on obtient 
À tsat — tp : TO dô 

ù r 7 ww dr? 
et après l'intégration 
L pisrô! 
_ Almiisat—tp) | 
Puisque pour x = 0, l’épaisseur du film 8 = 0, on a C —0. On 
obtient finalement 


= 7 Au (fiat — tp) /(groÿ). (VIIL.13). 


Maintenant la formule (VIII.S) se ramène à la forme 


a= y rpigA/ Au (tsar — tp) Z. (VIII.14) 


En moyennant les valeurs locales des coefficients de transmis- 
sion de chaleur suivant la surface, on a 


h 
—_ | e = 
a = | a dx, (VIIL.45) 
0 
où À est la longueur du secteur de moyennage depuis la section 
x = 0. Après l'intégration, on a 
Wa 


4} 


Se 
a = 0,943 VE da (VIII.16) 


Lu (sat —tp)h° 


TELE 


&py (tsat — tp)h ? Pr 


26% 
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Ainsi, avec l'augmentation de x ou de , le coefficient de trans- 
mission de chaleur diminue et l'épaisseur du film augmente, les 
équations (VIII.13), (VIII.14) entraînant que Ô — xz!/*; à« — x-W*; 
a = h-W4, Maintenant 


_— 
Nu= + y + Ga-Pr-K. (VIILAT) 


où Nu = ah/A; Ga = gh%/\i est le nombre de Galilée; Pr — 
= vy/a; K — PTE EN E le nombre du changement de phase. 
p\'sat" P : : . a 

Il convient de rappeler que l'équation de similitude (VIII.17), 
tout comme (VIII.13), n’est vraie que pour l'écoulement laminaire 
et s'obtient sous des hypothèses définies. 

Le problème qui tient compte du transfert par convection et 
des forces d'inertie dans le film a été résolu par G. Kroujiline et 
D. Labountsov qui ont montré que pour 


; r 
K=->5llet 1<Pr< 100, 


l'influence de ces effets n’a pas d'importance et les résultats d’une 
résolution plus précise coïncident pratiquement avec la formule 
de Nüsselt. 

Pour K < 5 et 1 < Pr < 100 le coefficient de transmission de 
chaleur est sensiblement supérieur à la valeur de & calculée d’après 
l'équation de Nüsselt, surtout pour des charges thermiques élevées, 
ou dans la région proche des valeurs critiques où le rapport r/c, 
diminue sensiblement. 

Avec de petits nombres de Prandtl (métaux liquides), dans 
une large marge de charges thermiques l'émission de chaleur se 
distingue également de celle calculée d’après la formule de Nüsselt, 
cette différence (diminution) pouvant atteindre 50 % et plus. 

Si à ce qui vient d'être dit on ajoute encore des corrections qui 
rendent compte de la dépendance des paramètres physiques du 
condensat par rapport à la température, ainsi que la correction 
sur l’allure ondulatoire du mouvement du film. la formule de calcul 
se met finalement sous la forme 


a = Nu EpEEp) (VIIT.18) 


où axu est le coefficient de transmission de chaleur calculé d'après 
la formule de Nüsselt; e%, la correction qui rend compte de la pré- 
sence des forces d'inertie et du transfert de chaleur par convec- 


$ VIII] CAS DE LA CONDENSATION DES VAPEURS 45 


tion ; €, la correction qui rend compte de la dépendance des para- 
mètres physiques par rapport à la température (tableau VIII.1); 
e, la correction qui rend compte de la formation des ondes à la 
surface du film. 


Tableau VIII.1 


Influence des propriétés physiques variables du liquide 
sur la condensation 


#” £ 

Le p=10 Pa p= 50 Pa p = 100 Pa p = 1000 Pa 
10 0,975 0,990 0,990 4,01 

20 0,965 0,985 0,985 4,01 

50 1,900 0,935 0,960 4,02 

D'après D. Labountsov 
Àp 13/8 1/8 - 
> beat | VIII. 49 
E, — nes . . 
' Àsat ] ( Up ) 


L'indice « sat » signifie que À du condensat est prise à la tempé- 
rature de la saturation; « p», à la température de la paroi. 
La formule (VIII.19) est justifiée pour 
0,5 TX Asat'Âp< 2 et 0,1 T Usat/Lp -d 1. 
D'après D. Labountsov 
e, = Re ‘9, (VII1.20) 
Souvent pour la condensation en film, on introduit dans les 


formules de calcul d'échange de chaleur comme critère déterminant 
ie nombre de Reynolds. L'égalité (VIII.4) entraîne 


wô = aA tr/(rp}). 


En portant wô dans l'expression du nombre Re, on a 


Rem 2 (VIIL.21) 


V1 rpiv) 


Substituons à « l'expression (VIII.16) 


Re — 0,943 (SE |, (VIIL.22) 


3 
V] ‘ rp] 


Sous cette forme le nombre de Reynolds sera non seulement hydro- 
dynamique, mais aussi déterminant l'intensité d'échange de chaler. 
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Le plus souvent, pour le cas de l’écoulement laminaire, le nombre 
de Reynolds s'écrit 


Re — 0,943 20,5%, (VIII.23) 


ghs 
? 


Z= Gas ME. Ga 
VIP! 


’ RE 


les paramètres physiques retenus appartiennent au condensat et 
sont déterminés d’après la température de saturation. 
En ramenant (VIII1.18) à la forme sans dimensions, on obtient 


Re — 0,95 Z%%% : (VIIIL.24) 


qui plus est ep = 1; eZ e,; €, = Re’. 

Les résultats fournis par cette formule s'accordent assez bien 
avec ceux obtenus par d’autres auteurs pour le mouvement ondu- 
latoire d’un film laminaire. 

La figure VIII.7 compare les calculs effectués d’après la for- 
mule (VIII.24) avec les données expérimentales. 


3. Ecoulement turbulent du film de condensat 


On admet que cet écoulement survient avec Re > 400, alors 
que jusque-là il est laminaire, ou laminaire avec présence des ondes 
à la surface du film. En réalité, les lois de l'échange thermique 
s’écartent des relations de l’écoulement Jaminaire d’un film dès 
les Re = 100. 

Pour le domaine de l'écoulement turbulent du film, en vertu 
de l'équation (VI.206), on peut écrire 


g = (À + pcheg) dildy; (VI1I1.25) 
T = (u + pe.) dw/dy, (VIII.26) 


où &, et #, sont les conductivité thermique et viscosité turbulentes. 

Ainsi, les équations (VIII.25), (VIII.26) rendent compte du 
transfert de chaleur et de la quantité de mouvement non seule- 
ment par la voie moléculaire, mais aussi sous l'effet des pulsations 
turbulentes. En adoptant que le nombre turbulent de Prandti (Pr, = 
= ECh/E4) vaut l'unité, ce qui correspond à la restriction de l’ana- 
logie totale des processus de transfert turbulent de la chaleur et 
de la quantité de mouvement, on obtient 


g = À (1 + Prse./v) dt/dy; (VIII.27) 
T = (1 —e./v)du;dy. (VIII.28) 
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En intégrant l'équation (VIII.27) sous la restriction que dg/dy = 
et q = const, de a 


_ dy 
jar bp | A1({—Pre/v) 


Donc, 


1 LS 


{1 
ni ab) (VIL29) 


Ô 
Le 0 — 
" A1 (1+ Prez/v) 


10 2 4 6 810° 10° 


Fig. VIII.7. Comparaison de la formule (VIII.24) avec les données expéri- 
mentales 


tion définie de la viscosité turbulente € et calculer l’épaisseur du 
film. 
L'équation (VIII.6) entraîne que 


ct = g (Ô — y) p. (VIII.30) 
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Ainsi, ES ER 
Up ee V Tp/0 — V 6, 
d’où 
8=[+ |" "8", (VIIL.31) 


où 15 = V50/v est l'épaisseur sans dimensions du film. 
Compte tenu de (VIII.29) et (VIII.31), on obtient 


L 


2e | Li ee n8/ FR T (VIIL.32) 
0 


À £ 1— Pres 


Les calculs de D. Labountsov qui a utilisé l’équation proposée 
par Line et Schlinger pour le coefficient d'échange turbulent €. 
et la valeur constante des paramètres physiques du condensat, 
ont abouti au résultat suivant: 


Nu = 0,0325 Gal/3 Re°s°° Pr0,5; (VI1I1.33) 


pour 1 < Pr < 25; 1,5-10 << Re < 6,9-101. 
En calculant la valeur des nombres, on obtient 


a = Age 3% 0 4170-05 -0,25))0,25, (VI11.34) 


Les formules (VIII.32), (VIII.34) donnent les valeurs locales des 
coefficients de transmission de chaleur en écoulement turbulent 
du film. Or, puisque l’allure de l'écoulement du film dans la partie 
amont de la surface de condensation est laminaire, pour calculer 
la moyenne des coefficients de transmission de chaleur dans le 
cas turbulent général il faut introduire dans les formules de calcul 
une correction. Son importance est essentielle lorsque la surface 
de l'écoulement laminaire du film est commensurable avec celle 
de l’écoulement turbulent. Dans le cas général, la moyenne du 
coefficient de transmission de chaleur est fournie par la formule 


@ = GyamTer/L + & (4 — zer/L)| (VII1.35) 


où zer est la coordonnée de la frontière conventionnelle de la trans- 
formation du courant laminaïire en courant turbulent; @jam, la 
moyenne du coefficient de transmission de chaleur dans la région 


laminaire de l'écoulement ; a«ï, la moyenne du coefficient de trans- 
mission de chaleur dans la région turbulente de l'écoulement. 
Pour la zone laminaire, Re = 0,95 29,78. 
La définition de Re (VIII.22) conduit à 


dR 52 14/3 ; 
Z = (+) | (VIII. 36) 
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donc 
d Re/dZ = 0,0325 Re°,*% Pr°,5. (VIII.37} 
En intégrant de Z.. à Z et de Re, à Re on obtient 
Z(ReV — Reg) = 0,0325 Pro (Z — Ze).  (VI11.38) 


Adoptons Re... = 400 et Z,, — 2300 pour obtenir la formule de 
Labountsov 


Re = (89 + 0,024 Pr°° (Z — 2300)}f/5, (VIII.59)} 


vraie pour les paramètres physiques constants (£, — 1) et qui décrit 
la moyenne du transfert de chaleur suivant toute la surface. 
Pour tenir compte de la relation entre les paramètres physiques 
et la température, on introduit dans les formules de calcul (VITI.33) 
et (VIII.39) la correction (Pr.,:/Prp)°*, où les indices « sat » et 
«<p» signifient que le nombre de Prandtl Pr, est pris à la tem- 
pérature de saturation, et Pr,, à la température de la paroi. Compte 
tenu de la correction introduite, la formule (VIII.39) devient 


P 2 = 4 
Re= [89 + 0,024 (—E-)" * Pr°5 (Z — 2300) jJ". (vi11.40) 


L'indice « sat » signifie que tous les paramètres du condensat cor- 
respondent à la température de saturation. 

Si la pression de la vapeur est grande et sa densité est commen- 
surable avec celle du condensat, il faut remplacer dans la formule 
p1 (densité du condensat) par la différence (p, — p,). Dans ce cas 
le nombre Ga = gh*/\v® qui figure dans le groupement Z, Z — 
—= GalSA,At (rvipi), est remplacé par le nombre d'Archimède d'apres 
la relation 


ar= À (1 me le 


Après une telle substitution dans le groupement Z, ce dernier acquiert 
la forme suivante 


Z= Ars HSE LT ghÿ ces M A! 
rvipy LL vi Pi rVIP1 | 


Les indices « 1 » et « v » indiquent que le paramètre donné se rapporte 
a la phase liquide ou à celle de vapeur respectivement. 

La figure VIII.8 compare les calculs d’après la formule (VII1.40) 
et les données d'expérience. 
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Fig. VIII.8. Transfert de chaleur dans la condensation en film d'une vapeur 
fixe sur une surface verticale lors d'un écoulement mixte (laminaire et turbu- 
lent) du film d’un condensat 
O — eau! @ — diphényle 
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4. Echange de chaleur dans la condensation en film 
sur un tube horizontal 


Toutes les conclusions et formules précédentes sont vraies pour 
Je cas de l’écoulement en film dirigé dans le même sens que l'accélé- 
ration de la pesanteur. 

Pour le cas d’une paroi inclinée à un angle fixe entre le vecteur 
de la pesanteur et l'axe des x (direction du déplacement du film), 
dans l'équation du mouvement initiale (VIII.6) il faut remplacer 


Le 
£ par g, = g cos (g, x). En désignant l'angle entre g et x par , 
On à g, = £ COS . 
Il en résulte que pour les parois inclinées le coefficient de trans- 
mission de chaleur se calcule d’après la formule 


Line —="Cvet y cos . (VITI.41) 


Pour une surface curviligne (angle ç variable) le problème se 
résout soit en moyennant l'angle. soit en partitionnant la surface 


dans le sens d'écoulement du film en zones, établissant & pour 

chaque zone et calculant ensuite sa moyenne. Un tube ou un cylindre 

horizontal pouvant être considéré comme une surface à angle 

variable, dans ce cas-là aussi il faut raisonner de la méme façon. 
Retenons que ô € D et posons: 


dx = (D,2) dfr. (VIIL.42) 


Compte tenu de l'équation (VIII.{11), on obtient en portant 
{VIII.42) dans (VI11.12) 


ua At D 


6d (85 sin q) -- een 


de. (VIIL.43) 


Introduisons la notation 
Ô* — 2g° (op — p”) pôr (3u2 AD), 
pour obtenir l'équation 
de dz 
Tsinç D EU cos q — 1 —0, (VIII. 44) 


dont l'intécrale est 


9 
ô* —sin-*/3ç (+ | sint/3 qd). (VIII.45) 
0 


En portant cette expression de l'épaisseur du film dans la for- 
mule (VITI.8), Nüsselt a obtenu pour la condensation en film sur 
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un tube unitaire horizontal l'expression suivante de la moyenne 
du coefficient de transmission de chaleur 


= _ 0305 Tr 
Le E— 0,725 V’ LGsat—ip) D (VIIT.46) 


Ou 


Nu = 0,725 (Gr. Pr),2500.%, (VIII.47) 


où Ÿ est la température sans dimensions. 

La formule (VI11.48) diffère de la formule (VIII1.16) pour une 
paroi verticale par le fait que la dimension caractéristique retenue 
est le diamètre (et non pas la hauteur ) et le coefficient devant 
la racine vaut 0.725 au lieu de 0,943. 

La formule (VI111.46) est déduite sous les mêmes restrictions 
simplificatrices que la formule (VIII.16). 

Si la densité du flux thermique q est donnée et le nombre de 


Reynolds mis sous la forme Re = Le = ET alors, (VIII.46) 
entraîne 
a v 11/3 - L 
(2) 0,95 Re-1. (VIIL.48) 


: : v* \1/3 ; | 
L expression | =) ayant la dimension de la longueur, formellement 


Je premier membre de l'équation (VIIT.48) est le nombre de Nüsselt. 

Les équations déduites sont justifiées pour le mouvement continu 
du film de condensat (égouttement) depuis la génératrice infé- 
rieure du tube. En fait. cet égouttement (décollement) se produit 
à mesure que la quantité de condensat augmente et lorsque la masse 
devient supérieure à la tension superficielle définie par la courbure 
de la surface. Cette allure de l'évacuation du condensat à partir 
de la surface n'influe pas sensiblement sur la moyenne suivant 
le tube du coefficient de transmission de chaleur. S'il est nécessaire 
de tenir compte de la relation entre les paramètres physiques et la 
température, ceci peut se faire en introduisant le facteur €,. Dans 
les formules (VIII.46), (VIII.47) et (VITITI.48) les valeurs des constantes 
physiques doivent alors correspondre à la température de la vapeur 
saturée. La correction e# qui rend compte de l'influence du trans- 
fert de chaleur par convection et des forces d'inertie dans le domaine 
K > 5 et Pr> 1 peut être omise. On peut également négliger 
la correction sur l'allure ondulatoire de l’écoulement du film, du 
fait du petit parcours suivant la génératrice du tube (le diamètre 
du tube étant petit). Il convient de l’introduire lorsque 


a >> 20 (=) : 
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Dans le calcul des faisceaux de tubes il faut tenir compte de 
l'influence du condensat s’écoulant des tubes supérieurs. En pre- 
mière approximation cette influence peut être prise en considération 
d'après les recommandations de S. Koutatéladzé et F. Mintchenko 


O0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22  %c, 
î 


Ga 


Fig. VI1I1.9. Valeur du groupement Nu (2/3 Ar-Pr-K)-1/#, d'après les expé- 
riences avec la condensation de la vapeur, la rangée de tubes placés librement 
’un sur l’autre 


à l’aide des courbes de la figure VIIT.9. En abscisse on porte le 


paramètre G;/G,, où G; est la quantité du condensat formé par 


i 

unité de temps sur le tube de i-ième rangée du faisceau de tubes 
en interaction hydrodynamique ; G,, la quantité du condensat formé 
sur le tube donné. 

Lorsque la vapeur se condense à la surface inférieure d’une 
plaque horizontale, l'évacuation du condensat de la surface se 
produit par détachement des gouttes isolées. L'épaisseur du film 
et les dimensions des gouttes isolées sont déterminées par les rela- 
tions entre la tension superficielle et la pesanteur. 

Pour ces conditions, V. Popov a proposé l'équation suivante 
de similitude de l’échange thermique 


ps o |? LVL Oo ps cm PT. 
Flers SV rl A0) 
(VIIL.49) 


5. Echange de chaleur dans la condensation en film 
d’une vapeur en mouvement 


Dans ces conditions, le processus d'échange thermique est plus 
compliqué par rapport à la condensation d'une vapeur fixe. 
Sous l'effet de la différence des vitesses du mouvement des 
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phases du condensat liquide et de la vapeur condensée on observe 
l'apparition d'une force de frottement. Ce frottement peut soit 
contribuer au mouvement du film, soit présenter pour lui un obstacle. 
Lorsque la vapeur se déplace dans la même direction que le film 
du condensat, le frottement crée une force supplémentaire et le 
film s'écoule plus vite; lorsque les directions du mouvement du 
film et de la vapeur ne coïncident pas, le frottement crée une force 
qui contrarie l'écoulement. 

L'augmentation de la vitesse du film diminue l’épaisseur de ce 
dernier et augmente le coefficient de transmission de chaleur. 

Dans le cas du freinage du flux de condensat, l’épaisseur du 
film croît et le coefficient de transmission de chaleur diminue. 
Dans le cas limite du freinage, la vitesse du film est nulle. Dès 
que la force de frottement dépasse celle de la pesanteur, le film 
commence à se déplacer en haut. Le coefficient de transmission 
de chaleur, en passant par le minimum (à la vitesse nulle du film), 
recommence à croitre. 

L'action dynamique de la vapeur sur le film modifie les condi- 
tions aux limites par rapport à la condensation d’une vapeur fixe. 

Au système d'équations principal, qui décrit l’échange de chaleur 
dans la condensation en film d'une vapeur fixe, il convient d'ajouter 
l’équation qui détermine les contraintes tangentielles à la surface 
du condensat, dues à l'interaction avec le courant de vapeur 


u (dw/0y)r, = EC wrap”/2, (VIII.50} 


où wie est la vitesse relative de la vapeur; pratiquement on la 
prend égale à la vitesse moyenne de la vapeur w”; C;, le coefficient 
de frottement de la vapeur contre le film. 

Alors, pour un écoulement laminaire du film, le gradient de 
la vitesse 


dw LE = C 
Our bé 
ou, après y avoir porté les conditions aux limites pour y = 6, ona 
> WT" PE $1 


D'où 


__ Cup, pr 
DRE LT 


Puisqu'avec y — 0 w = 0, C:, calculé par une deuxième intégra- 
tion, est également nulle, et le profil de la vitesse d'écoulement 
du condensat est donné par l'équation 


w= | Ce +4 ) y— 
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Dans la section x la moyenne de la vitesse d'écoulement 


Sie < gÔ® 


[o) 
w= + | w, dy = + : (VIIL.52) 


0 


En portant cette vitesse moyenne dans (VIII.12) on obtient 


. g= (PES + PE ) dé. (VIIL.53) 


Si la contrainte de frottement dépasse sensiblement la pesanteur, 
c’est-à-dire si SE ÿ 1 (vapeur animée d’une grande vitesse), 


et At = const, on a en négligeant le deuxième terme du deuxième 


membre de (VIII. 93) 
: 6À Atpur =, 
Ô — Vo. (VIIL.54) 


En portant la valeur de 6 dans l'expression &« — À/6, on obtient 
l'expression du coefficient de transmission de chaleur local 


&.— V RE: (VIIL.55) 
en le moyennant suivant la surface k, on a 
a=+ EE Ë EE. (VIIL.56) 
Donc, 
a = (3/2) ax ph. (VITL.57 
Considérons le problème d’échange de chaleur dans la conden- 


sation de la vapeur en mouvement rapide lorsque g = const pour 
obtenir 


— À Cyw"ip'pir 
Ex = nr (VIII.58) 
QG = 2tyum he (VIII.59) 


En comparant les coefficients de transmission de chaleur & d’un 
écoulement laminaire du condensat pour la vapeur en mouvement 
et fixe, Koutatéladzé a obtenu les relations suivantes: 

pour At — const 
a ( v*” 


CRE TT 2/3 
". Lev4— pr? 


Re-16), (VIII.60) 


416 TRANSFERT DE CHALEUR AVEC CHANGEMENT DE PHASE [CH. VII 


pour qg — const 


a v*” 
TZ = 0,96 — 2 _Re-1s6, (VIIL.61) 
Co Lev (4—p")1# 


" 


où p” — T est la densité relative; «&,, la valeur du coefficient 
de transmission de chaleur pour w” = 0; v*” = w” | p"C;/2, la 
vitesse de la contrainte tangentielle dans le film à la frontière de 
la vapeur; Re — gh/(ru), le nombre de Reynolds du film au bout 
de la surface de refroidissement. 

Les solutions de l’équation (VIII.53) pour les vitesses constantes 
d'écoulement de la vapeur obtenues par Nüsselt sont réunies dans 
le tableau VIIT.2, où &, est la moyenne du coefficient de transmis- 
sion de chaleur à w” = const. 


Tableau VIII.2 
Valeurs de &/«) pour l'écoulement laminaire du film 


Mouvement de la Mouvement de la Mouvement de !a Mouvement de la 
vapeur de haut vapeur de bas vapeur de haut vapeur de bas 
en bas en haut en bas en haut 


0 1 U | — — 1,753 1,144 
0,144 1,06 0,0147 0,995 — —_ 2,30 1,39 
0,577 4,19 0,0590 0,982 3,61 1,78 3,61 1,69 
1,290 4,38 0,1327 0,950 8,11 2,30 8,11 2,24 
2,308 1,59 0,2353 0,914 14,43 2,15 14,43 2,70 
— — 0,3690 0,875 22,50 3,19 22,50 3,18 
— — 0,830 0,731 32,47 3,59 32,47 3,59 


1475 [0,910 


De la sorte, pour calculer le coefficient de transmission de chaleur 
compte tenu de l'influence des forces de frottement entre la vapeur 
et le film, il faut connaître la valeur des coefficients de frottement C;. 
D'après la solution automodèle des équations de la couche limite 
laminaire, on a sur une plaque perméable à aspiration uniforme 
du gaz 


C5!2 = jp/p'w”. (VIII.62) 


I. Chekriladzé a proposé d'utiliser cette formule pour le cas de la 
condensation de la vapeur à la surface du film. 

L'’absorption régulière du gaz sur la longueur de la plaque cor- 
respond au cas de g, = const. 
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Il vient 


Ïp — Qp'r; Cyi2 = gp/{rp"w”); v*" = w "V qp/(rPwo). 


Donc, 
Se 0,960 4/08) Re-16 (VIIL.63) 
a Lev (4— PA 

ou 


œ w” v 
rm V5 Re”,  (VIIL64) 


où Re” —p"w"h;u”. 
Les autres conditions étant les mêmes, la formule (VIII.64) 
entraîne que le coefficient de transmission de chaleur par le film 


a, W/(M2.K) 


15000 


5000 


0 
30 40 50 60 70 80 w° ms 


Fig. VIII.10. Comparaison de la formule (VI11.65) avec les données expéri- 
mentales 


contourné par un courant de vapeur dans le sens d'écoulement du 
film, est proportionnel à (w”)!/*. 

En portant dans l'équation (VIII.64) l’expression de «&, tirée 
de la formule (VIII.16), on obtient 


Nu = 0,9 V v”vV Re, (VII1.65) 


où Nu — œh/X. 

Il est intéressant de noter que le coefficient de transmission 
de chaleur du film à la surface ne dépend pas (sous une forme expli- 
cite) de la charge thermique. La figure VIIT.10 compare les données 
d'expérience avec la formule (VIII.65). Il convient de rappeler que 
dans la couche limite la solution asymptotique de l'absorption (C,/2 = 
= jp/(p"w")) est justifiée aussi bien pour l'écoulement laminaire 
que turbulent de la vapeur. 


21—1289 
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Pour l'écoulement turbulent du film, lorsque le liquide et la 
vapeur se déplacent dans la même direction (de haut en bas), la 
contrainte tangentielle se calcule . la formule 


= pg (Ô — y) + C'uw2 (VITI.66) 
Pour le cas de pa vitesses d'écoulement de la vapeur on peut 
adopter 
= Cil2p"w"*® = 7, = const, 
alors que la viscosité turbulente u, = 0,4 un. où u est la viscosité 
dynamique ; 1 = wy,v, la distance adimensionnelle jusqu’à la paroi. 
lour vs de et Cp'w”"* > gôp, on a 


_ No _ 1. “1 = 
= (2,51n es + 11,6 Pr) | (VIIL.67) 


D Ds 
où *=w" VpC;(2pr) 


6. Transfert de chaleur dans la condensation 
de la vapeur à l’intérieur d’un 


Lors de la condensation de la vapeur dans des tubes, le”volume 
de la vapeur en mouvement est délimité par les parois. La vapeur 
amenée dans le tube se déplace suivant sa longueur et se condense. 
A mesure que la vapeur se condense, une partie de la section droite 
du tube se remplit de liquide. Les vitesses du liquide et de la vapeur 
sont différentes, tout comme la vitesse de la vapeur qui varie de 
l’amont à l'aval. Ainsi, à la vitesse de la vapeur d’eau de 5 à 10 m/s 
peut survenir dans le cas du contre-courant l’inondation qui s'accom- 
pagne d’une forte augmentation de la résistance hydraulique dans 
les tubes. 

P. Kapitsa a donne la formule pour le calcul de la vitesse qui 
déclenche l’inondation 


der 3,5 (HE) Le, (VIIL.68) 
où TJ est la densité linéaire de l'arrosage égale à G/(xdin); 6, la 
tension superficielle; c, la vitesse de phase. 

Si la vitesse atteint 15 à 40 m's, le liquide se détache de la 
surface pour être emporté sous la forme de souttelettes. Un courant 
descendant stable se déplaçant sous forme de sillage peut exister 
si la vitesse du gaz (de la vapeur) ne dépasse pas 15 à 30 m’s, des 
vitesses plus grandes entraînant l'évacuation par gouttelettes. 

La condensation complète de la vapeur annule la vitesse de 
cette dernière à la sortie du tube. 

Lorsque dans un tube long la condensation est assez intense, 
la partie terminale du tube dans le sens du déplacement du con- 
densat peut se remplir complètement de liquide. L’écoulement du 
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condensat suivant les parois du tube peut être aussi bien laminaire 
que turbulent. Le régime dépend de nombreux facteurs et peut 
changer plusieurs fois suivant la longueur du tube: en amont, par 
exemple, la grande vitesse de la vapeur fait que l'écoulement est 
turbulent. Au cours de la condensation, la vitesse de la vapeur 
diminue et l’écoulement devient laminaire, pour redevenir turbulent 
sous l’effet de la croissance de l’épaisseur du film et de sa vitesse. 

Tous ces facteurs compliquent encore le problème d'échange 
thermique dans la condensation de la vapeur lors de son déplace- 
ment dans un tube. 

Avec les restrictions adoptées dans ce qui précède, le coefficient 
de transmission thermique local se calcule d’après la formule 


{ 


xd —2 | dë ire (VIII.69) 
À (: + Pr ir :) 


AT 


Ici ë — R/R,; R, le rayon courant: RÀ,, le rayon interne du tube; 
œ, la part de la section remplie de vapeur. 

En adoptant u4 = 0.4 pviy et en divisant le courant en noyau 
turbulent et sous-couche laminaire, on obtient 


Nu 2 0,4 Pr Res/ (In Re, +4,65 Pr), (VIII.70) 
où Re, — wid/(vp). 

L'hydraulique enseigne que pour les mélanges gaz-liquide où 
la part de masse du gaz est zx 


ei = Ro[ Se (sic). p= 1 (1+ LÉ he 
: p 


La formule (VI11.70) montre qu’en première approximation, 
compte tenu de la valeur de ®, la relation entre Nu et Re est la 
même que lors de la transmission de chaleur dans un flux homogène. 

En interpolant la relation obtenue pour la ramener à la forme 
(VI.467), on obtient 


Nu = 0,023 Pr Re°:5V 1 + (p/p” — 1)z,  (VIII.71) 


où Re = 4 G/nud; G est le débit de masse du mélange. 
Si on prend la moyenne de Nu par rapport à zx, << x << z:, il 
vient 


Nu = 0,023 Pr°;t Re°.s. (VIII.72) 
La formule est proposée par E. Ananiev, G. Kroujiline et L. Boïko. 


Nr 
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7. Echange de chaleur de la condensation de la vapeur 
dans les conditions d’une gravitation affaiblie 


L'intérêt de cet échange ou de celui observé dans les conditions d'une 
impondérabilité complète est devenu particulièrement grand lorsqu'on a abordé 
l'assimilation de l’espace cosmique. La création des vaisseaux circumterrestres 
ou circumlunaires a imposé la conception des échangeurs de chaleur susceptibles 
d'assurer le passage du caloporteur de l'état liquide à l’état de gaz et inverse- 
ment; on sait que ces appareils sont les plus économiques par rapport aux 
échangeurs fonctionnant à partir d’un caloporteur ne changeant pas de phase. 

Le domaine d'application de tels appareils est assez large; ce sont aussi 
bien des installations énergétiques que celles qui assurent la vie et les systèmes 
de régulation. 

A ce jour on a accumulé une certaine expérience théorique, expérimentale 
et pratique dans la conception des évaporateurs et condensateurs qui fonction- 
nent dans les conditions de l’impondérabilité aussi bien partielle que complète. 

Condensation en film à une surface verticale. Dans la formule (VI11.16) 
figure à titre de paramètre l'accélération de la chute libre qui, pour la condensa- 
tion d’une vapeur fixe dans les conditions de l’attraction terrestre, est la force 
motrice principale. 

En régime laminaire l'épaisseur du film en une section z quelconque est 
inversement proportionnelle à gl/*. On imagine sans peine que l'affaiblissement 
du champ gravifique, c'est-à-dire la diminution de g, entraîne la croissance de 
l'épaisseur du film. Lorsque l’impondérabilité est complète, g = 0 te film 
ne se déplace plus sous l’action de la pesanteur), la quantité 6 tend vers l'infini. 

L'augmentation de l'épaisseur du film fait croitre sa résistance thermique 
et diminue le coefficient de transmission thermique. 

La formule (VI11.16) est déduite pour le cas de l'épaisseur du film extré- 
mement petite par rapport à sa surface et la chaleur se propageant seulement 
suivant la normale au film. Etant donné que dans un champ de gravitation 
affaiblie l’épaisseur du film de condensation devient commensurable avec la 
surface, cette hypothèse devient inadmissible. 

Régimes transitoire et turbulent de l'écoulement du film. Le passage du 
régime laminaire au régime turbulent dans le champ d'une gravitation affaiblie 
est aussi déterminé par la valeur du nombre de Reynolds du film 


Re,s — wô/v. 


En régime laminaire, la vitesse moyenne du film w# est proportionnelle à g!l?, 
et son épaisseur est inversement proportionnelle à g!/*. Ceci fait qu'en régime 
laminaire le nombre de Reynolds du film est proportionnel à g!/*; alors, des 
transformations permettent d'obtenir 


Res = 0,943 [Ajp®/? (pi — pr)! 3 g PAT (uSPr)]. (VI11.73) 
En adoptant pour le régime transitoire Re — 350, on peut écrire 
26809 /%r —.— 
sat —Tp)2 (NP = 57 (VIIT.74) 
API KE 


Pour la condensation de la vapeur d'eau à la paroi sous 0,1 MPa et à la 
température de 17 °C 


z (g/ge) 1 = 1,67 m, 


où ge est l'accélération de la chute libre au niveau de la Terre. 

Par conséquent, dans les conditions de l’attraction terrestre à la distance 
de 1.67 m du bout amont de la surface de condensation le film de condensat 
est laminaire. 
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Si le champ gravifique est affaibli, c'est-à-dire si on prend g = 0,001ge, 
la longueur de \ tranche laminaire augmente jusqu’à 16,7 m. 

Dans cet exemple, les constantes physiques du condensat étaient prises à la 
température moyenne du film. 

La comparaison des coefficients de transmission de chaleur en régimes 
laminaire et turbulent montre que dans le cas turbulent ce coefficient dépend 
bien plus de la gravitation, ce qui est certifié par la relation 


a = 0,30-10-* [Aïpig (Tsat — Th) k/(uir)l/?. (VI11.75) 


En effet, pour un écoulement laminaire, & — g!/*, et pour le cas turbulent. 
a = gl, 

Condensation de la vapeur sous la convection forcée. Lorsque la condensa- 
tion s'accompagne du déplacement du condensat et de la vapeur seulement 
sous l'effet d’une gravitation affaiblie, l'échange de chaleur est limité. Pour 
l'intensifier, il faut forcer le déplacement aussi Lien de la vapeur que du film, 
ou, autrement dit, créer un champ gravifique artificiel. 

De tels systèmes imposent des frais d'énergie supplémentaires et, par suite, 
une justification rigoureuse. 

Du point de vue de l'hydrodynamique, le processus de condensation est 
défini par de nombreux facteurs, dont les principaux sont : les conditions d’ame- 
née de la vapeur en condensation à la surface et l'évacuation du condensat à 
partir de la surface, qui, dans les conditions d'impondérabilité, peuvent s’obte- 
nir par les artifices suivants: 

1. Condensation d'une vapeur fixe ou animée d’un mouvement lent à une 
surface de rotation. Le film de condensat se déplace alors sous l'action des forces 
centrifuges. 

2. Film subissant simultanément l’action des forces centrifuges, le frotte- 
ment de la vapeur animée d'un mouvement rapide et la variation de la pression 
statique de la vapeur en condensation. 

3. Condensation sur un plan fixe, le film se déplaçant sous l'action du 
frottement contre la vapeur en mouvement et de la variation de la pression 
statique dans cette derniere. 

Y. Joulev a trouvé la relation entre l'épaisseur du film et les paramètres 
déterminants pour la condensation de la vapeur sur un disque en rotation: 


PE 7 
= Lotion VU 14 Vi=4 +1 1— V1—5), 


(VI11.76) 


où B est la distance entre le centre du disque (origine des coordonnées) et le 
point où l'épaisseur du film commence à croître 


= ç_—0:2389% (1 —B/y)° F 
ar V1— 287 (wRpy) 


Pour le coefficient de transmission de chaleur on a obtenu la formule 


_ À 
ct E A6® | A7 Es (VHI.TA) 


31 ‘ 51! 


| L'exploration expérimentale du transfert de chaleur pendant la condensa- 
tion de l’eau sur un disque d'un diamètre de 210 mm animé d’une rotation 
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a permis d'établir la relation entre le coefficient de transmission moyen et les 
paramètres déterminants: 


a—=0,78 ( 


Mp2r (1201)° PE n0.83. (VIIL.TS) 


At 
Cette relation est justifiée pour le cas où n > 700 mn-! et la surface du disque 
est complètement mouillée. 


8. Condensation de la vapeur à partir 
d’un mélange vapeur-gaz 
D'après les expériences, lors de la condensation en film, le coef- 
ficient de transmission de chaleur est influencé surtout par l’ad- 
dition dans la vapeur des gaz incondensables. D'après les données 
de la figure VIII.11, lorsque la concentration de l'air dans la vapeur 


| PL, We, Co to 


| p(y) 


p 
| ‘e) 


p,(y) 


Fig. VIII.11. Transfert de chaleur Fig. VIII.12. Distribution des pres- 
dans condensation de la vapeur sions partielles et des températures 
à partir d'un mélange vapeur-gaz sur près de la surface de condensation 
un tube horizontal (p = 0,8-105% Pa; | 

At = 10 °C) 


n’atteint que 2 %, le coefficient de transmission de chaleur devient 
presque trois fois plus faible. Une diminution si brusque en pré- 
sence dans la vapeur de gaz incondensable s'explique par la résistance 
thermique et diffusionnelle de la couche limite à la surface du film. 
La vapeur en condensation doit diffuser vers la surface du film 
à travers la couche limite comportant du gaz incondensable qui 
est précisément à l’origine d’une résistance thermique supplémen- 
taire. Dans de nombreux cas pratiques, cette résistance thermique 
de la couche limite est l'élément essentiel qui détermine l’intensité 
des processus de condensation. Ces conditions se présentent lorsqu'il 
faut concevoir des condensateurs des turbines à vapeur, des instal- 
lations frigorifiques, des dispositifs de transmission de chaleur, 
du life sustaining system, etc. Le problème de la condensation de 
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la vapeur à partir d’un mélange vapeur-gaz peut être résolu en 
recourant aux méthodes de la théorie de la couche limite. 

Considérons le processus stationnaire de la condensation de la 
vapeur à la surface d’une plaque verticale, lors de son contournement 
longitudinal par un courant de mélange vapeur-gaz. Admettons 
que l'écoulement du film et du mélange vapeur-gaz est laminaire 
(fig. VIII.12). On donne T,, po wo, Co qui sont les paramètres 
physiques du liquide, de la vapeur et du gaz incondensable. [1 
faut calculer l'intensité de la condensation jÿ,. Puisque T,< T3< 
<< T,, la vapeur se condense à la surface du film. A cet effet il faut 
évacuer en permanence de la surface de la paroi une quantité de 
chaleur q;,. 

Le bilan thermique à la surface du film peut s’écrire 


qu = 96 + Jp (hs — hi); (VIIL.79) 


où g, est le flux thermique de la surface du film vers Île liquide; 
Qse, le flux d’énergie global du mélange vapeur-gaz vers la surface 
du film liquide; k;,, l’enthalpie du mélange vapeur-gaz à la surface 
du film; hs. l'enthalpie du liquide. 

Dans le cas général, 


_ + fon 
pour pDc,/À=1 on à qso— en ( Ve 
En introduisant le nombre global de Stanton 
À dh Le 
Strz= —— (S)/ Le (ho — h)], (VIIL.S1) 

on obtient 

qi = PoWoStrs Lio — Ro + br (ks — his) (VIIL.82) 

s ___ ip 1 

ou br; —= Puy Strs . 


Le bilan de la masse du courant de la vapeur vers la surface 
du film donne 
(VIII.85) 


; À dC 
Ïp=| 908 —poD (=), 
où C, est la concentration massique de la vapeur dans le mélange 
vapeur-gaz à la surface du film 
On en tire 
RE RE. (VIIL.84) 
En introduisant le nombre de diffusion de Stanton 


. __ —PsD (dC/dy}s - 
DA = TT Cypuws TR (VIIL.S5) 
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on obtient 
bi = (Co — Cs/(1 — Cs)). (VIII.86) 


Transformons l'expression entre crochets du deuxième membre de 
l'expression (VIII.82), en admettant que le mélange vapeur-gaz 
est un gaz parfait 


ho—ho+brho—his) = ho —Ù1 — bri)Cys + br lvl To + brir, 


où r —h,s —h,3 est la chaleur spécifique de vaporisation; c,s, 
la chaleur spécifique du mélange à la surface du film. 
Compte tenu de l'équation (VIII.86), on a 


= (= C\ecn ttc = Ce 
(1 —D;) C pe + be pe = PE, 
En retenant que Che = Cocpy + (1 — Cs)ch, on obtient 


(A Co) Cscpy + (1— Co) (1 — Co) cpp +(Co— Co) Cpv 
1— Co su 


— Coc pv EU (1 — Co) po Ce 
Par conséquent, 
Ro —h5+ br: (hs — hs) — C po (To— Ts) +brsr, [(VIIL.87) 


et en portant dans cette expression (VIII.79), il vient 


qi = PoDoStrs Lepo (To — Ts) + brrrl. (VI11.88) 
D'où 
br = | nr — Cpo(To— Ts) |/r. (VIII.89) 


L équation (VIII.89) peut s’obtenir également d’une autre façon. 
Le flux thermique à la surface du film, dû à la conductivité ther- 
dT 


mique gs = AT 


}, et le nombre de Stanton 
= un. (VIIL.90) 
Po&oc po (To — Ta) 


Le flux thermique transmis par la surface du film liquide et la. 
paroi refroidie 


qi = Ge + Jpr: 
Compte tenu de l'équation (VIII.90), on a 
qi = PoWoStr C0 (To — Ts) + brarl. (VI11.91) 
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Au chapitre VI nous avons montré que St, = Sts et br, = brz1. 
Avec une approximation suffisante on peut adopter 


b,; — br; Le®/s, 
où Le = p Dc,/A est le nombre de Lewis-Sémionov. 
Alors, compte tenu de l’équation (VIII.86), on a 
br, = Le-*/3 (C, — Cs)/(1 — Ci). (VII1.92) 


En égalant les deuxièmes membres des équations (VIII.84) et 
(VIIT.92), on obtient 
Cpo (To— Te) — 41; (Potro Sts) Co— Ce 


CE. PR ER EE RE 
Le = C1 


La concentration de la vapeur à la surface du film est liée à la 
pression partielle de la vapeur à la surface par la relation 


_ Pvo _ Re pve VIIL.93 
Cs = ET ( } 


En tenant compte que Rs = R,Cs3 —(1—C;s) R;, on a 


Cs=1/| un e (+ 1)|, (VIIL.94} 


où p,4 est la pression partielle de la vapeur à la surface du film: 
R,, R,;, les constantes de gaz de la vapeur et du gaz incondensable. 
En particulier, pour un mélange vapeur d'’eau-air 


C1] 5]. (VIIL.95) 


Pour le domaine des pressions normales on peut admettre que 
le coefficient de condensation est proche de l’unité. Dans ce cas 
la température de la vapeur à la surface du film est égale à la tem- 
pérature de saturation sous la pression partielle de la vapeur à la 
surface du film. Pour les matières différentes, la valeur de la con- 
densation de la vapeur à la surface du film peut être déterminée 
d’après la figure VIII.13. 

| On peut adopter avec une précision suffisante que gr = 
alors 


g=a(Ts — Ti). 
Par conséquent, 


= | { a œ] 
vo) 
Le2/3 pol | 7 PoroSts ) (1 Polo Ste 7 D Ci —Cs 


7 7 C1 * 
(VIIL.96) 
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Alcool éthylique — Eau Magnésium 
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Fig. V111.13. Relations entre la pression et la température sur la ligne de sa- 

turation pour des matériaux différents (a) et entre la concentration de la vapeur 

d'eau et Ka température pour le is SRE sous des pressions diffé- 
rentes 
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Si en première approximation on calcule &, d'après la théorie pel- 
liculaire de Nüsselt, on obtient, compte tenu de l'équation (VIITI.16). 


RE 
2/3 Cpo { &uz (Te— Tp)Tp | 
Less To + ps 


FHIBA 
: Aus (To —Tp) ) CC cn 
rs +R). (VIL07 


La résolution graphique de (VIII.97), compte tenu de (VIII.93): 
permet d’établir la température à la surface du film et le para- 
mètre de perméabilité (fig. VIII.14). 


Fig. VII1.14. Température à la surface du film de condensat et paramètre de 
perméabilité : 
1 — deuxième membre de l'équation (VIII.97); £ — premier membre de l'équation (VII1.97) 


L'intensité de la condensation se calcule d’après la formule 


Îp = PoLobriStoYs. (VIII.98) 
Compte tenu des formules (VIII.98) et (VIII.92), on a 
à 0,332 : 
Jp — Polo Re pres L'ETTE (V 111.99) 


9. Condensation en gouttelettes 


Si la surface d'échange n’est pas mouillée par le condensat, il 
s'agit de la condensation de la vapeur sous forme de gouttelettes. Les 
observations de visu montrent que les gouttelettes du condensat 
s'accumulent à la surface d'échange thermique d’une façon explosive. 
En grossissant les gouttelettes fusionnent jusqu’à la dimension 
à laquelle la pesanteur, les fait glisser sur la surface refroidie et 
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entraîner toutes les gouttelettes qu'elles rencontrent en chemin. 
Sur la trace qui se forme ainsi apparaissent de nouvelles gouttelettes 
et le processus reprend (fig. VIII.2). Ainsi, la condensation sous 
forme de gouttelettes est, en toute rigueur, un processus non station- 
naire; mais en opérant avec des paramètres moyennés dans le temps 
on peut l'envisager comme quasi stationnaire. 

La pression de la vapeur saturée étant plus grande au-dessus 
de la surface de séparation des phases convexe qu'à la surface plane, 
la condensation de la vapeur sur une goutte sphérique de rayon R 
ne peut avoir lieu que dans le cas du sous-refroidissement de la 
vapeur au-dessous de la température de saturation. La valeur de 
ce sous-refroidissement se calcule d’après l’équation de Thomson 
connue 

T'sat — Tsup = 20T sat/(rP1R). (VI11.100) 


La formule (VIII.100) montre que pour déclencher le processus de 
condensation, plus le rayon de la goutte est petit, plus la vapeur 
doit être sous-refroidie. 

Dans le cas général, il est possible que lors de la condensation 
sous la forme de gouttelettes, à la surface d'échange thermique exis- 
tent simultanément des gouttes isolées et un film mince, dont l'épais- 
seur est sensiblement inférieure (de l’ordre de 1 u) à celle du cas 
de la condensation en film. La rupture du film contracte le con- 
densat en gouttes, la place ainsi libérée se couvrant de nouveau 
d’un microfilm de condensat. La résistance thermique dans ces 
conditions n'étant pas grande, les coefficients de transmission de 
chaleur de la condensation sous forme de gouttelettes atteignent 
de grandes valeurs (jusqu'à 10%). Actuellement il n'existe pas de 
théorie rigoureuse pour l’échange de chaleur dans la condensation 
en gouttelettes; pour les calculs techniques on utilise donc les 
équations de similitude. 

Les plus usitées sont les formules de V. Issatchenko [14]. D'après 
cet auteur, dans ces conditions le coefficient de transmission de 
chaleur moyen de la vapeur fixe est donné par les équations 
pour Re, = 8-10-* à 3,3-10-$ 


Nu = 3,2-10-* Re-2#[1116Prls; (VIIL.101) 
pour Re, = 3,3-10-% à 1,8-10-*, 
Nu = 5:10-° Re-11T11:16Pr1,8, (VIIL.102) 
où 
no n E et Dis + = — | 
[x LUE Pt = 20 T sat s Pr=\;,/a1. 
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Dans les formules (VIII.101) et (VIII.102) les paramètres physiques 
sont choisis d’après la température de saturation. La figure VIII.15 
compare les formules (VIII.101) et (VIII.102) avec les données 


\ 


AT TT 


Fig. VI11.15. Transfert de chaleur dans la condensation en gouttelettes de la 
vapeur 


d'expérience. Ces formules entraînent que pour de faibles pressions 
thermiques le coefficient de transmission de chaleur croît avec la 
croissance de Af (æ — A{9,16), et pour de grands At (œ — At-9,57), 
diminue. La loi change avec Re æ 3,3-10—. Dans le domaine 
Re,< 3,3-10-%, la vitesse de la condensation est définie par la 


430 TRANSFERT DE CHALEUR AVEC CHANGEMENT DE PHASE (CH. VIII 


sursaturation de la vapeur. Plus At est grand, plus la condensation 
est intense. Avec Re, => 3,3-10-* la résistance thermique du con- 
densat commence à exercer une action décisive sur l'intensité de 
la condensation. 


$ VIII.2. Echange de chaleur dans l’ébullition 
d’un liquide 

Lorsque les processus d’échange de chaleur entre un liquide 
et la surface d’un corps ont lieu à la température proche de celle 
de saturation, ils peuvent s'accompagner de la formation de la 
phase de vapeur, de l’ébulli- 
tion du liquide. Ce processus 
est particulièrement intense 
et trouve une large applica- 
tion dans les différents do- 
maines de la technique actu- 
elle. 

Pour faire apparaître l’é- 
bullition, il faut au moins 
deux conditions: la tempéra- 
ture du liquide doit dépasser 
celle de saturation et il doit 
y avoir des centres de vapo- 
risation. 

On distingue l’ébullition 
à la surface de chauffe et 
l'ébullition dans le volume du 
liquide. Dans le premier cas 
que nous examinerons dans 
Fig. VII1.16. Allure de la variation de ie Les suit les bulles de Mi 
q et « en fonction de la pression ther- Peur naissent à la surface d é- 

mique dans l'ébullition de l’eau change de chaleur, où la sur- 

chauffe un liquide est la plus 
forte. 

La figure VIII.16 visualise la relation la plus typique obtenue 
expérimentalement entre le coefficient de transmission dechaleuret la 
pression thermique lors de l’ébullition du liquide dans un grand 
volume. Dans la région AB la surchauffe du liquide près de la sur- 
face est insuffisante pour former une phase de vapeur active; c’est 
pourquoi l'intensité d'échange :st déterminée par les lois d'échange 
de chaleur par convection naturelle (cf. chapitre VII). Pour des 
nombres Ra = Gr:Pr<< 10°, conformément à la formule (VII.13), 
le coefficient de transmission de chaleur & — Atl/#. Dans la région 
de la convection turbulente, lorsque Ra >> 10°, &« = Atl$. En par- 
ticulier, pour l’eau, à la pression atmosphérique, la région 4B 
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est limitée par la pression thermique At = 5°C et, respectivement, 
par la charge thermique qg = 5,8-10% W/m°. 

Avec l’augmentation ultérieure de la charge thermique et de 
la pression thermique, à la surface de chauffe, dans de différentes 
cavités isolées, apparaissent des bulles de vapeur en croissance, 
le coefficient de transmission de chaleur croît brusquement. Avec 
l'augmentation de la charge 
thermique et de la pression q.W/m? 
thermique le nombre de ger- 
mes de vaporisation à la sur- 


FD 
face de chauffe augmente, ce Dai vième 
. ’ : 10° 9 : 

qui s'accompagne de la crois- domaine 


©) ARE 
LR transitoire 
sance du coefficient de trans- ï 


mission de chaleur. Cette ré- 
gion des valeurs de At (tran- . 
che BC de la figure VIII.16) 
s'appelle ébullition nuclée. 
D'après l’expérience, dans la 
région de l’ébullition nuclés 
le coefficient de transmission 
de chaleur 


a Domaine des 
bulles sous forme 
de champignons 


Premier 
domaine transitoire 


a cn AIS, 10° 

Domaine des 
En particulier, lors de l’ébul- builes 
lition de l’eau à la pression i isolées 
atmosphérique cette région ‘ 
est délimitée par les valeurs Début | 
de la pression thermique de —$- — d'ébullition Re 
9 à 25 ‘C, et de la charge d 


thermique spécifique, de 105 
à 9-105 W/m°; le coefficient 
de transmission de chaleur . 
peut atteindre alors 3-40 5 810 20 30 50 70at.c 
W/(m°-K). En C on observe 

sa valeur maximale, qui cor- Fig. VIII.17. Relation entre la densité 
respond au maximum de la du flux thermique et la pression ther- 
charge thermique spécifique de as 

(point D). 

L'analyse des cinogramms de l’ébullition nuclée dans un grand 
volume de liquide montre que ce régime subit plusieurs change- 
ments en fonction de la pression thermique, associés aux régions 
suivantes: celle des bulles isolées; première région transitoire; 
région où les bulles à la surface de chauffe fusionnent en forma- 
tions provisoires analogues aux champignons; et, enfin, la deuxième 
région transitoire (fig. VIII.17). L'augmentation ultérieure de la 
différence des températures réduit brusquement le coefficient de 
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transmission de chaleur. Les observations de visu montrent que ce 
phénomène est dû à la formation à la surface d’échange d’un film 
de vapeur continu. Le liquide est séparé de la surface par un film 
de vapeur dont la conductivité thermique est sensiblement plus 
faible, ce qui fait décroître le coefficient de transmission de chaleur. 
Ce régime d'’ébullition est dit er film ou pelliculaire. Le passage 


Î 
ECS E 
Ti. | : 
| / | 
| E : 


Fig. VII1.18. Relation entre le coefficient de transmission de chaleur «& et la 
densité du flux thermique lors de l'ébullition de l’eau dans un grand volume 


du régime nuclé au régime en film (et inversement) est d’un grand 
intérêt pratique pour le choix des régimes thermiques optimaux 
du fonctionnement des échangeurs de chaleur. 

D'après l'usage. les valeurs de la pression thermique, du coefficient 
de transmission et de la charge thermique spécifique qui correspon- 
dent à l'instant du passage du régime nuclé au régime pelliculaire 
et inversement sont dites critiques. 

L'’échange de chaleur dans l’ébullition nuclée est très intense 
et permet d’évacuer de la surface de chauffe des flux thermiques 
importants, la chute des températures entre la paroi et le liquide 
étant relativement peu grande. 

La figure VIII.18 visualise la relation entre le coefficient de 
transmission de chaleur de l’ébullition d'un liquide et la charge 
thermique spécifique. La courbe O4 correspond au régime nuclé, 
et la courbe BE, au régime pelliculaire. Le point À détermine les 
paramètres critiques. Si la charge thermique dépasse la valeur cri- 
tique, on observe le passage brusque de l’ébullition nuclée à l’ébul- 
lition en film, alors que le transfert de chaleur diminue (courbe AD). 
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Pourtant, le retour à l’ébullition nuclée après le régime pelliculaire 
à lieu sous des charges thermiques sensiblement inférieures (point 
B et ligne BC), c'est-à-dire lors du passage du régime nuclé au 
régime pelliculaire les expériences enregistrent un certain hysté- 
résis. 

Le changement du mécanisme (des lois) de transfert de chaleur 
au début du passage de la forme nuclée à la forme en film, ou de 
cette dernière à la forme nuclée, s'appelle crise de transmission de 
chaleur lors de l’ébullition. Dans les conditions données, la densité 
maximale du flux thermiques s'appelle première densité critique 
du flux thermique. Si la densité du flux thermique dépasse la valeur 
de la première densité critique, l’ébullition purement nuclée devient 
impossible. Sous les conditions données, la densité minimale du 
flux thermique lors de l’ébullition en film s'appelle deuxième densité 
critique. Lorsque la densité du flux thermique est inférieure à cette 
dernière, l’ébullition purement pelliculaire est impossible. 

Les régimes envisagés des échanges thermiques correspondent 
aux conditions d'un liquide saturé. Dans la pratique, il arrive 
que le liquide bout lorsque sa température hors de la couche adhérente 
à la surface de chauffe est inférieure à la température de saturation. 
CeJprocessus s'appelle ébullition du liquide sous-chauffé ou ébullition 
superficielle; il a lieu le plus souvent dans le cas d’un écoulement 
forcé du liquide dans des canaux. 

Examinons l’échange de chaleur par convection lors de l’écoule- 
ment d’un liquide dans un canal cylindrique, dont les parois sont 
chauffées. Supposons que la température du liquide {, est sensible- 
ment inférieure à la température de saturation f,,1 à la pression 
donnée. Tant que la température de la paroi est inférieure à celle 
de saturation, l'échange de chaleur est évalué par l'équation de 
similitude de la forme (cf. chapitre VI) 


ad}. = C (wpd/u)" (ugc,/A)". 


D'où g = At = CÀ Re"Pr'At, où At = tp — tr 


À partir d’un certain dépassement de la température de la paroi 
par rapport à celle de saturation, à la surface de chauffe apparaît 
une phase de vapeur active et le processus d’ébullition s’amorce. 
L'’intensité du transfert de chaleur, c’est-à-dire le coefficient de 
transmission de chaleur, augmente brusquement. 

Pour les conditions envisagées, la dépendance du flux thermique 
par rapport à la chute de température est visualisée sur la figu- 
re VIII.19, a Ces courbes montrent que la surchauffe des parois 
nécessaire pour produire une ébullition superficielle augmente avec 
la croissance de la sous-chauffe du liquide jusqu’à la température 
de saturation. 


28—1259 
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L'analyse des données expérimentales montre que lorsque s’amor- 
ce l’ébullition superficielle, le processus d’ébullition à la surface 
de chauffe exerce l'influence décisive sur l'intensité d'échange de 
chaleur. Cette conclusion est confirmée par les figures VIII.19, b, c 
qui traduisent la dépendance du flux thermique spécifique par 
rapport à la température de saturation (t, — t,,t). Les courbes 


HA t= 28°C 
À ER 


ns ee 
onvection tarte [JL LT TT 
sans ébullition LL 
vitesse : 0,76 m/s 


10 20 3040 5070100 16 20 30405070100 10 20 30 4050 70 100 
At=t,-t,,1:C . At=t,-tu,°C At=t,-t,,, 


sat; 


Fig. VII11.19. Variation de la densité du flux thermique: 


a — convection forcée et ébullition avec sous-chauffage de degrés différents du liquide À pres- 


sion atmosphérique: b — en fonction de Atcat: © — SOUS convection forcée et ébullition 


avec sous-Chauffage de 14 °C pour vitesses différentes et pression atmosphérique 
montrent que la sous-chauffe du liquide et la vitesse de ce dernier 
dans le canal n’influent pas d’une façon perceptible sur l'intensité 
d'échange de chaleur dans le domaine d'ébullition superficielle 
évoluée. 

Les courbes représentées ne délimitent pas le domaine transi- 
toire où l'influence sur l’échange de chaleur de la convection forcée 
et de l’ébullition superficielle sont équivalentes. D'autre part, la 
sous-chauffe et la vitesse du liquide interviennent dans la valeur 
des charges thermiques critiques. 

Pour établir les méthodes de calcul de l’échange de chaleur 
par convection pendant l’ébullition d’un liquide, il faut détermi- 
ner : 

1) les conditions sous lesquelles s’amorce le processus d’ébulli- 
tion à la surface de chauffe donnée; 

2) l'intensité d'échange par convection lors de l’ébullition; 

3) la condition d'apparition de la crise de transmission de cha- 


leur. 
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1. Particularités thermodynamiques du processus 


Voici ce qui de ce point de vue distingue le problème. Les change- 
ments de phase simplifient tout dans cette optique, du fait que le 
système comporte deux phases, une composante et possède un degré 
de liberté. L'établissement de sa thermodynamique se ramène à com- 
poser des tableaux où toutes les fonctions sont données d’après 
la pression ou la température. 

Or, même si on admet que le déséquilibre est faible, le système 
possède plus d’un degré de liberté, la nouvelle phase se trouvant 
à l’état dispersé : l’évaporation marche non pas à partir d’une surface 
ouverte, mais à partir de la surface d’ébullition. La vapeur existe 
sous la forme de bulles, la dimension géométrique des bulles est 
une caractéristique d’un nouveau degré de liberté, du fait que pour 
des bulles de diamètres différents les conditions d’équilibre dif- 
fèrent. 

La différence des propriétés de la matière sous des conditions 
analogues est l’indice principal d’une phase. En fait, il existe encore 
un état de la matière (en plus de l’eau et de la vapeur), celui à la 
surface de séparation des phases liquide et du gaz. 

Les forces intermoléculaires, brusquement influencées par la 
distance entre les molécules, se manifestent avec force à l'état 
condensé et faiblement à l’état de gaz. 

Pour une particule d'un volume de liquide la résultante des 
forces d'interaction moléculaire est nulle. Mais lorsque la particule 
atteint la surface du liquide, la symétrie se trouve violée, puisque 
là elle ne subit presqu'aucune action de la part du gaz, et la résultante 
qui agit sur elle est dirigée suivant la normale à la surface vers 
l’intérieur du liquide. Cette résultante est la cause première des 
propriétés de la couche superficielle des molécules. Toute molécule 
tend à se déplacer à l’intérieur, comme si elle subissait l’action 
d’une pression extérieure (qui en fait est une pression intérieure: 
la cohésion). La pression due à la cohésion est très forte. Il est impos- 
sible de la mesurer directement, mais les calculs montrent qu’à la 
pression atmosphérique et à { — 100 °C elle vaut environ 580 MPa. 
Il en résulte que le liquide ne subit pas de pression extérieure. 

La couche superficielle d’une épaisseur de quelques molécules 
présente une phase à propriétés spéciales, dont la principale est la 
tendance à faire passer ses molécules dans le volume du liquide; 
il s’ensuit que son état d'équilibre impose le nombre minimal de 
ses molécules. 

Pour augmenter la surface, il faut fournir un travail contre 
les forces qui la diminuent. Ce champ des forces est la cause de 
l’existence d’une énergie particulière (superficielle). 11 est impossible 
de l’attribuer au volume, celui-ci ne pouvant pas servir de para- 
mètre d'état de la phase superficielle. 


28* 
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Pour deux phases principales toutes modifications de la confi- 
guration du système doivent s'accompagner d’un travail propor- 
tionnel à la variation du volume, accompagnée de la modification 
simultanée de dQ de la surface de séparation. De la sorte, le rôle 
relatif des effets énergétiques dans la couche superficielle peut être 
mesuré par le rapport dQ@/dV. Pour une sphère, la part de la surface 
est minimale 


dR __d@ dR 
dV — dR dd: 


SiQ = 4nR?, V = (4/3) x R*, alors dQ/dR = 8nR, dR/dV = 1/4rR° 
et finalement 


dQ/dV = 2/R. (VIIL.103) 


Si le corps n’est pas sphérique, ce rapport sera encore plus grand, 
mais il sera toujours de l’ordre 2/R. Cette grandeur joue, probable- 
ment, un rôle décisif dans toutes les relations propres aux phénomènes 
superficiels. 

Maintenant il faut choisir une fonction caractéristique en fonc- 
tion des conditions de coexistence de deux phases considérées comme 
essentielles. Sans aucun doute, en premier lieu c’est la température, 
la condition 7 = idem étant déterminante pour l’équilibre physique 
des phases, quelles que soient les circonstances. Par conséquent, 
la fonction caractéristique doit être soit l'énergie libre, soit l’enthal- 
pie libre. Dans notre cas il est impossible d'utiliser l’énergie interne 
ou l’enthalpie, du fait que leur paramètre thermique indépendant 
est l’enthropie et non pas la température. 

L'expérience montre que la couche superficielle se distingue 
non seulement par des propriétés mécaniques dues à la pression 
interne, mais aussi par des propriétés thermiques bien nettes. Par 
exemple, une expansion adiabatique rapide du film entraîne le 
refroidissement. Pour maintenir permanente la température, il faut 
qu'il existe un échange de chaleur. Puisque les conditions mainte- 
nues dans l'ambiance sont isothermes, l’augmentation de la surface 
s'accompagne de l’apport de chaleur qui se poursuit jusqu'à l’égalisa- 
tion de la température. 

Ainsi, pour les phases: F, (V;,, T) est l'énergie libre du liquide; 
F,(V,, T), l'énergie libre de la vapeur; F (Q, T), l'énergie libre 
de la surface. 

Si nous voulons trouver la variation de l'énergie libre de la 
phase superficielle, il vient 


dF = (0F/6Q)r dQ + (0F/ÔT)adT . 
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Examinons les variations de la surface dans les conditions d’une 
température constante : évaporation ou condensation dans les condi- 
tions isothermes 


dF = (0F/0Q)r dQ = odQ, (VIII.104) 


où © — (0F/0Q)+ est la tension superficielle, constante physique 
du matériau. On peut admettre que © dépend seulement de la tem- 
pérature. Il est établi que pour la plupart des matériaux 


do/dT < 0. (VIII.105) 


Ceci s'explique sans peine du point de vue de la théorie moléculaire- 
cinétique. Avec l’augmentation de la température l'énergie ciné- 
tique des molécules croît, ce qui rend possible leur pénétration 
dans la couche superficielle; par conséquent, l’énergie superficielle 
diminue, puisque la tendance à la contraction des dimensions du 
film s’affaiblit elle aussi. L'expression (VIII.104) montre que si 
on envisage Q comme une coordonnée généralisée, dans l'analyse 
thermodynamique des phénomènes superficiels ô peut être considé- 
rée comme potentiel. 

Lorsqu’à l’intérieur d’un grand volume de liquide il y a une 
surface plane, siège de l’ébullition, le transfert de chaleur au liquide 
est plus intense que celui à la vapeur (le coefficient de conductivité 
thermique du liquide est plus grand). La chaleur se déplace de tou- 
tes les directions du liquide vers les bulles générées à la surface. 
I1 faut établir quelles sont les conditions qui caractérisent les deux 
phases au voisinage de la surface, lorsque la phase de vapeur est 
sous une forme dispersée. On peut admettre que les grandeurs con- 
nues sont la pression et la température du système. Dans ce cas la 
fonction caractéristique est l’enthalpie libre 


D = Fs + pV; dD = dFs + d (pV), 
où Fzs = F;+F, + F;dF; = —s,dT — p,dV,,dF, = —s, âT — 
— Dy dV,; dF = © dQ + Q do. 


Associons l'aire Q à la vapeur, puisque la dimension de la sur- 
face est définie par la quantité de bulles de vapeur, alors que le li- 
quide peut avoir également d’autres surfaces. 

L'équilibre impose que la température soit constante (certains 
termes disparaissent alors, do, y compris du fait qu’à la températu- 
re constante 6 = const), alors que d® = 0 et dp = 0, de sorte que 


d (pV) = pdV = p (dV, + dV,). 
Maintenant on peut écrire 
dO = —p;dV,— p, dV, + © dQ — p dV, + p dV,, 
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ou 
dD = (p—pdVi+(p — pv + © dO/dV,) dV, = 0. 


dV, et dV, n'ont pas de rapport direct, puisque le volume change 
et la relation entre eux ne peut être établie que si l’on connaît les 
quantités p 1, p- et la relation entre V,et V, d’une part, et la pres- 
sion de l’autre. Admettons que dV, et dV, ne sont pas liés. Alors, 
d®D = 0 seulement dans le cas où chacune des expressions entre 
parenthèses est nulle 


p — p1 = 0, c’est-à-dire p = p1. 
Compte tenu de (VIII.103), 
o dQ/dV, = 62/R, donc p — p, + 20/R = 0. 


La pression dans la deuxième phase est égale à la pression exté- 
rieure additionnée à une certaine grandeur 


Py = Pi + 20/R. (VIII.106) 


La relation (VIII.106) montre que la pression à l’intérieur d’une 
bulle peut être bien plus élevée que dans le liquide (pour de petits 
R 


Sur la nature physique de la correspondance entre la pression 
et la température à l’état d'équilibre il faut faire la remarque sui- 
vante. Seulement celles des molécules peuvent passer à l’état de 
vapeur, qui possèdent une énergie cinétique suffisante pour fran- 
chir la couche superficielle en effectuant le travail de sortie. Dans 
l'espace au-dessus du liquide la densité numérique des molécules 
croît, ce qui fait croître la pression. Enfin s'établit l'équilibre: la 
quantité de molécules qui heurtent la surface et sont entraînées à 
l'intérieur s'égalise avec celle de molécules qui s’échappent à l'ex- 
térieur. Par conséquent, pour la température donnée, la pression de 
la vapeur est déterminée par le travail de sortie: pour un travail 
moindre, les molécules s’échapperont en plus grand nombre et la 
pression sera plus grande. Il convient de souligner que le travail de 
sortie dépend de la géométrie de la surface. La courbure de la sur- 
face modifie les distances entre les molécules, et une molécule à 
la surface est sollicitée par un plus grand nombre de molécules. 
Quand la surface est convexe, l'interaction des molécules diminue, 
tout comme le travail de sortie. Ceci fait que la pression d’équi- 
libre au-dessus d’une goutte est plus grande qu’au-dessus d'une 
surface plane dans une bulle, au-dessus d'une surface concave elle 
est plus basse qu’au-dessus d’un plan. 

Pour calculer la diminution de la pression, considérons l'effet 
du mouvement ascendant capillaire. Le liquide monte dans un 
capillaire justement parce que le ménisque est concave. 
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Là où Ja surface est plane le rayon de courbure est infini et 
Pic —Pv - 


Ecrivons les conditions d'équilibre séparément pour les phases 
du liquide. 


Pio — Pir = RP); 
et de la vapeur 
Pyvo — Pyr = hPy. 


Dans le premier cas la différence des pressions est équilibrée par la 
colonne du liquide À; dans le deuxième, par la colonne de vapeur. 
Retranchons de la première équation la deuxième: p;r — Pir = 
— h(p,—p,). En même temps Pyr — Pir — 20/R. Par consé- 
quent, la hauteur de la montée capillaire 


25 1 
je R (P1—Pv) ‘ 


Maintenant on trouve facilement la pression à la surface incurvée 


2 2 Y me 
Pi = Pen — pe  ; Per = Po — 7 Re (VIII. 107) 


Résumons: en a établi que la vapeur à l’intérieur d’une bulle 
subit non seulement la pression du liquide, mais aussi l’action de 
compression exercée par la tension superficielle. Cette conclusion 
a été tirée par Laplace en partant de l'expérience et des consideé- 
rations physiques. Si on considère non pas une bulle, mais une 
goutte, alors p, et p, changent de place. 

J1 s’est avéré que l'incurvation de la surface de séparation des 
phases modifie la pression aussi bien dans le liquide que dans la 
vapeur. Mais la courbure intervient d’une façon différente dans le 
liquide et la vapeur: la grandeur retranchée est soit p1, soit Ps. 
Dans les conditions courantes, p, > p.,. De cette façon l’action de 
l’incurvation de la surface est très forte pour la phase liquide et 
trés faible pour la vapeur: la production d’une bulle de vapeur im- 
pose la surchauffe du liquide. 


2. Formation de la phase de vapeur active 


Bien que l’échange de chaleur soit un processus de déséquilibre 
typique, pour déterminer l'instant de départ de l’ébullition il est 
commode d'utiliser les conditions d’équilibre thermodynamique 
d'un système biphasé eau-vapeur : 

1) égalité des températures du liquide et de la vapeur; 

2) égalité des potentiels chimiques du liquide et de la vapeur; 


440 TRANSFERT DE CHALEUR AVEC CHANGEMENT DE PHASE ([CH. VIII 


3) dans le cas d’une surface de séparation sphérique les pressions 
du liquide et de la vapeur sont liées par l'équation de Laplace 
(VIII.106) : 


Pv = P1 = 20/R. 


Supposons que la vapeur occupe une partie de la microcavité à 
la surface de chauffe et le rayon de courbure initial de la surface de 
séparation des phases soit R,, alors que l'angle marginal entre la 
paroi et la surface de séparation des phases soit de 90° (fig. VIIT.20). 


Fig. VIII.20. Creux conique idéalisé à angle de contact de 90° 


Supposons également que le système se trouve en équilibre thermo- 
dynamique. Pour déséquilibrer le système dans le sens de la crois- 
sance de la bulle, il faut soit diminuer la pression du liquide, soit 
renforcer son échauffement. Admettons que nous augmentons pro- 
gressivement la température du liquide et de la vapeur en conser- 
vant à chaque instant les conditions d'équilibre thermodynamique. 
Ceci déterminera la croissance de la phase de vapeur. La figure 
VIITI.21 illustre la relation entre le rayon de la surface de séparation 
sphérique et le volume de la vapeur. Après l'état 7, lorsque la sut- 
face de séparation atteint l'embouchure de la microcavité, la crois- 
sance ultérieure du volume de la vapeur s'accompagne de la dimi- 
nution du rayon de courbure de la surface de séparation (fig. VIII.21) 
tant que l’angle marginal n’atteigne sa valeur caractéristique (dans 
notre cas 90°). La croissance ultérieure de la phase de vapeur fait 
augmenter le rayon de courbure et diminue la surchauffe du liquide, 
imposée par l'équilibre thermodynamique. Ainsi, il existe un rayon 
de courbure minimal de la surface de séparation des phases, qui 


& VIIL.?] ÉCHANGE DE CHALEUR DANS L'ÉBULLITION 4At 


correspond aux surchauffes maximales du liquide. Ce rayon est dit 
critique. Si on adopte que le rayon critique de la germe est lié sans 
ambiguïté au rayon de la microcavité (dans notre exemple, ils sont 
tout simplement égaux), alors 
pour une surface de chauffe ru- 
gueuse on peut calculer celles 
des surchauffes du liquide près 
de la paroi, c’est-à-dire celles 
des températures de la paroi, 
qui assurent la formation d'une 
phase de vapeur active. Lors- 
que la surchauffe est inférieure 
à la valeur relative au rayon 
critique. les bulles de vapeur 
(germes) peuvent remplir les pig. VII1.21. Variation de la grandeur 
microcavites, mais resteront  1/À en fonction du volume de la va- 
fixes. Une surchauffe supérieure peur (R* est la valeur critique), 

à la valeur critique déclenche la 

croissance continue des bulles de vapeur jusqu’à ce qu'elles attei- 
gnent le diamètre qui détermine leur détachement, c’est-à-dire le 
processus d’ébullition. 

A mesure que la surchauffe se renforce, la quantité de germes de 
vapeur actifs augmente du fait que des microcavités plus petites 
interviennent dans le processus. 

Pour calculer l’excédent de la température de la paroi par rap- 
port à celle de saturation nécessaire pour produire une phase de va- 
peur active, utilisons l'équation de Laplace (VII1.106) et celle de 
Clapeyron-Clausius : 


a. TPIPv 7 
dp,aT — ap)" (VIII.108)} 
En passant des dérivées aux différences finies et en admettant que 
la température du liquide est égale à celle de la paroi, on obtient 


_ T(Tp=—TnPv 7 | 
Se Tsat (1—P+/P1) * (VA-105) 


En admettant que p,/p, & 1, la résolution des équations (VIII.106} 
et (VIII.109) entraîne 


Tp — Tsat= 20T en (ro, R). (VIIL.110) 


La relation obtenue implique que plus le rayon de la microcavité 
est petit, plus la surchauffe de la paroi nécessaire pour déclencher 
l'ébullition doit être forte. L'augmentation de la pression diminue 
la surchauffe nécessaire. Ces conclusions sont confirmées par l’expé- 
rience. D'autre part, la formule (VI11.110) amène qu'avec l’aug- 
mentation du rayon des microcavités, l'intensité de la surchauffe 
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nécessaire diminue. Pourtant, l’expérience montre qu'il existe 
pour la surchauffe donnée une marge définie des dimensions des 
microcavités, de R,uin à Rinazxs Qui constituent des centres actifs 
de la formation de la vapeur. La formule (VIII.110) détermine seu- 
lement les dimensions minimales des microcavités. Ceci est dû au 
fait qu’en déduisant la formule on a supposé que la température du 
terme de la vapeur est égale à celle de la paroi. Or, au voisinage de 
la surface de chauffe il existe une couche mince de liquide où la 
température change de sa valeur à la paroi jusqu’à celle du volume 
principal (dans le cas d’un grand volume, jusqu'à la température 
de saturation. 

Les germes de vapeur dans les microcavités à rayon relative- 
ment grand peuvent entrer dans la couche thermique. Il en résulte 
que la température moyenne de la vapeur dans la bulle sera infé- 
rieure à celle de la paroi, et ce germe ne sera pas actif. 


3. Dynamique de la croissance des bulles de vapeur 
la surface de chauffe 


Comme nous l’avons montré dans ce qui précède, si la surchauffe 
de la paroi est supérieure à la valeur critique, les bulles de vapeur 
qui se forment dans les microcavités commencent à croître et, lors- 
que leur diamètre atteint une certaine valeur, se détachent de la 
surface de chauffe. 

Une bulle de vapeur croît à la surface en deux étapes. A l'étape 
initiale, une bulle formée à la surface de chauffe se trouve dans 
une couche de liquide surchauffe et pratiquement croît dans des 
conditions isothermes à la température égale à celle du liquide sur- 
chauffé. La vitesse de sa croissance est alors définie par l’action des 
forces d'inertie du liquide qui entoure la bulle, et de la tension su- 
perficielle. 

En particulier, la croissance de la bulle dans un volume infi- 
niment grand de liquide dans des conditions isothermes peut être 
calculée d’après le système d’équations différentielles suivant : 

équation du mouvement du liquide qui entoure la bulle 


du ôu 1 dd. 
x Tu de — D dr (VIII.111) 


équation de la continuité 


1 9 
TE Er (ru) — 0. (VIII.112) 


En intégrant la dernière équation de r — R (où R est le rayon de la 
bulle) à r, on obtient 


ru = const, (VIIT.113) 
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pour r = R, u = dR/dr; donc 


R®° dR/dx = const. (VIT1.114) 
Les équations (VIII.113), (VIII.114) entraînent 
dR /R\2 


En portant la valeur de u de la formule (VIII.115) dans (VIII.111), 
on obtient 


r2[2R (2) + ei Jr ()- + %_. (VIIL.116) 


L'intégration de cette équation de r = R à r —+ œ, compte tenu de 
(VIII1.106), permet d'obtenir 


d'R . 3 / dR \2 20 1 “ 
RE +5 (Se) +<7=< AP. (VIIL.117) 
où Ap = py — pi est la valeur initiale de la chute de pression 
déterminée à l’aide de la surchauffe du liquide et la dimension pri- 
maire de la bulle dépassant la valeur critique. 

(VII1.117) s'appelle équation de Rayleigh. Elle compte plusieurs 
solutions déterminées par des restrictions différentes. En particu- 
lier, Rayleigh a résolu le problème de la destruction de la bulle de 
dimension initiale R,, susceptible de subir brusquement une pression 
excedentaire Ap qui reste ensuite constante. 

Négligeons la tension superficielle et la pression du gaz dans 
la bulle pour récrire l’équation (VIII.117) sous la forme 


d dR \2  2p dR 
+ Rs (+) = RE. (VII1.118) 
L'intégration de cette équation sous les conditions initiales À (0) — 
= R}h et SA (0) = 0 donne 
ht 
ST = 3p1 ( _R*°P dR* 
==V À nr (VIIL.119) 
où R* = R/R». 
On en tire le temps de destruction de la bulle 
t/tn & 0,915) p 1/(6p 1). (VII1.120) 


Un résultat analogue a été obtenu par d’autres chercheurs qui 
ont envisagé la condensation de la bulle de vapeur dans un liquide 
sous-chauffé. L'observation a permis d'établir qu'à partir d’un 
certain instant, la différence des pressions Ap = p, — p1 = 20/R 
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reste constante. En utilisant les mêmes conditions initiales que 
dans le problème de Rayleigh, on a obtenu la solution sous la forme 


=. 
T 2(—Ap) _( R*#4R+ 


La figure VIII.22 compare les données expérimentales avec les ré- 
sultats fournis par les formules (VIII.119) et (VIII.124). 


Solution 


N 
\ 4 de Rayleigh 


0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 y 


Fig. VII1.22. Comparaison de la solution de Rayÿleigh avec les données expé- 
rimentales d'Ellion (O, A) et de Günter (@): 


La première étape de la croissance d’une bulle de vapeur prend 
relativement peu de temps, et déjà quelques millisecondes après le 
début de la croissance on peut négliger les forces d'inertie du liquide 
ambiant, ainsi que la tension superficielle, et admettre que la crois- 
sance de la bulle se poursuit dans les conditions isobares. Dans ce 
cas cette croissance est déterminée par l’intensite de la vaporisation, 
c'est-à-dire par le flux thermique vers la surface de séparation des 
phases. 
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L'équation de l'énergie du liquide surchauffé qui entoure un 
volume de vapeur sphérique peut s’écrire 


ôT ÔT | Ce) OT 
7 +4 a+ (r Gr +). (VIII.122) 


Obtenons la solution de cette équation sous les conditions aux li- 
mites et initiales suivantes 


T (r, 0) = Tauren; TL (R, 7) = Tant; T (007) = Touren.  (VIII.123) 


La vitesse radiale du liquide à la surface de séparation est associée à 
la vitesse du déplacement de la surface dR/dx elle-même par l’équa- 
tion du bilan de masse à 2 surface 


mA: a =[u u(R 


| PL. (VIII.124) 


Par conséquent, 


__Pi—Py dR [R \? 
Le bilan thermique à la surface de séparation permet de tirer 
AdT (R, t}/dr = p,rdR/dx. (VIII.126 


La solution exacte de (VIII.126) sous les conditions d'univalence 
(VIIT.123), obtenue par Scrywen, Birkhoff et autres, est de la forme 


R (1) = 2C,V'arr, (VIII.127) 


où la constante C, pour des états pas très proches de la valeur criti- 
que, est égale à 


3 C 
Ci= VE (Tauren— Tant) LCL. (VIIL.128) 


On connaît également d'autres solutions de (VIII.122) où l’expres- 
sion de la vitesse se calcule à partir de l’équation de Rayleigh (par 
exemple, dans les travaux de Forster et Zouber). Toutes ces solu- 
tions donnent des résultats quantitativement identiques qui peu- 
vent être généralisées par la formule 


_ 
Ve-tren. (VIIL.129) 


Cette formule correspond assez bien aux données expérimentales 
obtenues pour l’ébullition de l'eau à la pression atmosphérique 
dans un grand volume. 

Pourtant, lors de l’ébullition nuclée évoluée les conditions d’a- 
menée de la chaleur à la surface de séparation des phases peuvent 


différer sensiblement de celles qui accompagnent le processus décrit 
ci-dessus. 
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D'après D. Labountsov. dans ces conditions il existe près de la 
surface de chauffe une couche très mince de liquide surchauffé d’une 
ce , A AT 
épaisseur de l’ordre À = Er 
L'enthalpie cpAT en excès du li- 
quide n’est pas grande, surtout 
sous des pressions élevées, où elle 
est sensiblement inférieure à la 
chaleur du changement de phase. 
rp,- Labountsov considère que dans 
ce cas la chaleur déterminante 
pour la croissance de la bulle de 
vapeur à la surface de chauffe est 
celle qui est amenée à la base de 
la bulle à travers une couche mince 
de liquide. 
Conformément au modèle adop- 
té, le flux thermique spécifique 
vers un élément de surface de la 


Fig. VIII.23. Grandeurs expri- s è | 9 
mant la relation de la denfité sr près de sa base (fig. VIII.123) 


locale du flux thermique 


g = (y) AT.  (VIIL.130} 


La période envisagée étant celle de la croissance isobare de la bulle, 
la température à sa surface est égale à celle de saturation. 
Le flux thermique vers la base de la bulle fait 


Qa= | gdS y =2nR cos $2 AAT \ %, 
5 U A 
ou 
Qa=2nR cos À RAT In. (VILL.131) 
Dans cette équation y est l'épaisseur minimale de la couche de li- 
quide au voisinage du point À. qui justifie la loi de Fourier (cette 
valeur est de l’ordre des distances intermoléculaires dans le liquide, 


c'est-à-dire 10-% à 10-7 mm). 
L'équation du bilan énergétique conduit à 


rpr dV/d7t = | q ds. 
8 


Etant donné que 


V= À xRS (14 cos 84)? (2— cos 8j), 
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il vient 
dR/dr=— BAAT/(rp,R), (VIII1.132) 


___2c0s 0/2), A 
B = (1+ cos6,)* (2— cos 8h) In YA ° 


Pour les conditions 0 << 8, << n/2 et À © 10-! mm, l'ordre de B 
est En intécrant (VIII1.132) à condition initiale R—O avec 
tT=0,0ona 


R=YV 2BAAT/(ro»). (VII1.133) 


Les résultats de la vérification expérimentale de cette dernière 
équation sont visualisés sur la figure VIII.24. La ligne 1 correspond 


= 2 
10 a 
ENS Ne ENS 
CI ER NE SE ER RES 
10 2 4 6 10* T 


Fig. VII1.24. Comparaison des données expérimentales et des relations de cal- 
cul en fonction de la vitesse de la croissance d’une bulle: 
lignes 1 et 2 — calculs d’après les formules (VIII.127), (VII1.133): © — expérience 


au calcul d’après la formule (VIII.127), et la ligne 2, d’après la 
formule de Labountsov (VIII.133). Malgré la différence peu grande 
entre ces formules, la relation proposée par Labountsov correspond 
mieux aux données expérimentales (sur la courbe, ce sont des ronds 
isolés). Avec la croissance de la pression, la différence entre les 
relations envisagées croît. Ces formules rendent différemment compte 
de l'influence de la surchauffe du liquide sur la vitesse avec laquelle 
la bulle croît. D’après la formule (VIII.127), R c> AT, et d'après 
(VII1.1433), R © AT. 

La croissance réelle d’une bulle à la surface de chauffe est bien 
plus compliquée que celle du modèle de Labountsov, mais ce modèle 
décrit correctement ses lois principales. 
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En général, la plupart des calculs proposés de la vitesse de la 
croissance d'une bulle de vapeur peuvent se ramener à la formule 
suivante : 


R (t)= CJa” (a;t)°,5B, (VIIL.134) 


Be? est le nombre de Jacob; C, nr, des constantes (ta- 


où Ja — 
bleau VIII.3). 
Tableau VIII.3 


Valeurs des constantes C, #7 et B de la formule (VIII.134) 


Auteurjdes calculs | n C | B 
Labountsov 0,5 12 4,0 
Bochniakovitch 4,0 2,0 1,0 
Cooper 1,0 2,5 Pr-9,5 
Plesset et Zwick 1,0 2/V x 1,0 
Scrywen 1,0 2,0 4,0 


Une bulle de vapeur croît à la surface de chauffe jusqu’à une 
dimension définie, à laquelle elle se détache de la surface. Le dia- 
mètre de détachement de la bulle peut se calculer d’après la condi- 
tion d’équilibre des forces qui lui sont appliquées à l'instant du 
détachement. Ici il convient de tenir compte des forces de tension 
superficielle qui maintiennent les bulles à la surface, les forces 
d’Archimède, les forces d'inertie du liquide ambiant et les forces 
de viscosité engendrées par la croissance de la bulle. Pour le mo- 
ment ce problème n'a pas été résolu en toute rigueur pour rendre 
compte de toutes les forces appliquées à la bulle. 

Lorsque la bulle croît sur une surface horizontale placée dans 
un grand volume, l'équation de l'équilibre des forces à l'instant 
de détachement s'écrit en première approximation 


: R \2 
À Dig (p1— Ps) = 2 EDipr (), + (8) xD,0, (VIIL.135) 


où D,=2R, est le diamètre de détachement de la bulle; À, son 
rayon courant; &, le coefficient de résistance hydrodynamique à la 
croissance de la bulle; q (8), une fonction de l’angle marginal de 
mouillage. 

Le premier terme de cette équation est la force d'Archimède qui 
détache la bulle de la paroi; le deuxième, la résistance hydrodyna- 
mique au déplacement de la bulle. Il convient de noter que dans le 
cas général cette force peut aussi bien entraver que favoriser le 
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détachement de la bulle de la surface de chauffe. Le troisième terme 
caractérise la tension superficielle qui maintient la bulle à la sur- 
face de chauffe. 

L'équation ji 135) amène 


= = EFr+ V/ SE Fr + 69 (8). D Fr2+ 6p (©), (VII1.136) 
V £ (P1 —Pv) 


w] 


Fr (EN ap. 


Si on ne considère que les conditions d'équilibre des forces d’Archi- 
mède et de la tension superficielle (c’est-à-dire le cas où Fr — 0), 
l'équation (VIII.136) conduit à la formule de Fritz bien connue 


D, V6 (8). (VI11.137) 


D'après les calculs de Fritz, si l’angle © est exprimé en degrés, on 
peut adopter 


V 6 (6) = 0,028. (VIII.138) 


La figure VIIL.25 compare les résultats expérimentaux avec ceux 
fournis par la formule (VIII.138) pour le cas de l’ébullition de l’eau 


10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 
p< 
Fig. VII1.25. Relation entre le diamètre d’une bulleet l'angle de mouillage 
marginal 


et de l'hydrogène sous pression atmosphérique. L'augmentation de 
laŸpression et de la charge thermique altère la correspondance des 
données d'expérience à la formule de Fritz. D’après les données de 


29—01289 
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N. Mamontova, l'accélération de la croissance des bulles entraîne 
l'augmentation du diamètre de leur détachement. Le résultat de 
ces expériences est visualisé sur la figure VIII.26. Ici la vitesse 


Fig. VI11.26. Relation entre D, et Fr d’après les données expérimentales de 
N. Mamontova: 
@ — eau; 4 — alcool; O — benzène 


moyenne de la croissance des bulles figure dans le nombre de Froude 
sous la forme 


wo=Df/(A — Ÿ), (VIIL.139) 


où f est la fréquence de la formation des bulles dans le centre donné; 
W, le coefficient qui rend compte du temps de contournement de la 
surface de chauffe par le liquide lorsqu'elle ne porte pas de bulles. 
La figure VIII.26 implique que la relation entre D, et Fr est linéaire 
pour des nombres de Froude assez grands. Il convient de noter que 
le diamètre de détachement de la bulle est essentiellement une 
grandeur statistique. Les résultats des observations doivent donc 
être analysés à la lumière de ce fait. 
La fréquence de détachement des bulles de la surface de chauffe 
s'écrit 
f= 1/(Ter + Teont)» (VIIT.140) 


où T.r est la durée de la croissance da la bulle à la surface de chauffe; 
Teont» la durée du contournement de la surface par le liquide entre 
le détachement d'une bulle et la naissance de la bulle suivante. 

D'après les dernières données expérimentales, la grandeur D\,f 
ne dépend pas de la charge thermique, de la viscosité du liquide, 
du matériau de la surface de chauffe, et diminue avec l'augmenta- 
tion de la pression. En particulier, pour l’utilisation de l'eau à la 
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pression atmosphérique, d'après les données de A. Toloubinski, la 
grandeur Dof=—560 m/h. 

Il existe deux lois limites qui décrivent la remontée d’une bulle 
de vapeur unitaire dans un grand volume de liquide: 


a) avec le nombre Re — 2 2 pour un liquide soigneuse- 
ment purifié, d’après la formule d’Adamard-R ybtchinski, 


__ 2e (pi—Ppv)Rt 1+ps/m - 
Wy = 3u DE TENTE (VIIT.141) 
pour un liquide techniquement pur, d’après la formule de Stokes, 
w, =-Æ PR) pe; (VITI.149) 


b) avec Re > 3 Ar, où 


[4 oO 3/2 Pv 
af TJ (1-8) 
v® L pi —Py pi / ? 


d’après la formule de Frank-Kaménetski 


_ £O (Pi —Py) ]0.*5 : 
D, = 1,18] LE | | (VI11.143) 

Si on admet que la vitesse de la croissance d’une bulle à la sur- 
face de chauffe est égale à la vitesse de la remontée de la bulle dans 
un grand volume, alors pour ce domaine d’ébullition d’un liquide 
on à 


Déf = ent 1,48 [ EEE [9 (VIIL149) 


Ter + Tcont PI 


Jacob a admis que Te = Teont; donc 


OR (p1—Py) 10.25 : 
Dof= 0,59 [RES |, (VII. 445) 
Dans le domaine des surchauffes relativement peu grandes les expé- 
riences confirment cette relation. 


#? 


4. Mécanisme de l'échange de chaleur 
dans l’ébullition nuclée d’un liquide 


L’ébullition d'un liquide à la surface de chauffe est un processus 
très compliqué et pour l’échange de chaleur dans ces conditions il 
n'existe pas actuellement de théorie rigoureuse. L'intensité de cet 
échange de chaleur est influencée par un grand nombre de facteurs 
variés (pression, surchauffe de la paroi, rugosité de la surface, angle 
marginal de mouillage, hauteur de la couche du liquide bouillon- 
nant, tension superficielle, propriétés thermophysiques du matériau 
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de la surface de chauffe, vitesse du mouvement forcé du liquide en 
ébullition, etc.). I] est impossible de prendre en compte tous ces 
facteurs; il existe donc actuellement de nombreuses approches de 
Ja description de l’échange de chaleur par convection lors de l’ébulli- 
tion d'un liquide. Ces approches sont fondées sur des modèles phy- 
siques différents, dont les au- 
teurs ont appliqué telles ou 
telles restrictions et simpli- 
fications. 

Comme le montrent les 
expériences, la quantité de 
chaleur transmise directement 
aux bulles pendant leur crois- 
sance à la surface de chauf- 
fe est relativement peu gran- 
de par rapport à sa quanti- 
té totale amenée à la surface. 

Cette circonstance a per- 
mis à plusieurs auteurs (Kou- 
tatéladzé, Kroujiline, Fos- 
ter, Jacob, etc.) d'avancer 
l'hypothèse suivant laquelle 
la cause principale de l’échan- 

0,04 0,080,1 0,2 0,4 0,60,8 ge thermique intense dans 

0,06 Q/Qer l’ébullition est la turbulisa- 

Fig. VIII.27. Relation entre la part du tion de la couche limite du 

flux thermique absorbée par la forma- liquide par les bulles qui se 

Lion de la vapeur et 4p/ger forment à la surface de 

chauffe. D’après ce schéma, les 

bulles qui croissent à la surface de chauffe rejettent les couches 

de liquide surchauffé dans le volume principal, alors que la place 

des bulles détachées viennent prendre des portions de liquide froid. 

Ces deux processus contribuent à l’intensification de l’échange de 
chaleur. 

Toutefois, plusieurs faits d'expérience infirment le modèle phy- 
sique décrit. Par exemple, la mesure de la tempirature de la paroi 
directement sous le centre de vaporisation actif avec photographie 
simultanée de la bulle a montré que dans la période de la croissance 
à la surface de chauffe la température de la paroi diminue, et après le 
détachement de la bulle, elle augmente. Cette allure de la varia- 
tion de la température de la paroi dans le temps ne s'accorde pas avec 
celle qui devrait avoir lieu d’après le modèle décrit ci-dessus. 

La mesure directe de la part relative de la chaleur absorbée par 
la vaporisation, réalisée dans une large marge de la variation des 
paramètres (fig. VITI.27), montre que dans le bilan général de la 
chaleur la croissance de la chaleur et de la charge thermique défi- 
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nissent une augmentation importante de la part de la chaleur de 
vaporisation. 

Une autre hypothèse expliquant l'intensité élevée de l'échange 
thermique lors de l'ébullition d’un liquide est fondée sur l'idée 
que la vaporisation de la microcouche du liquide sous la bulle pen- 
dant sa croissance est très intense. D’après cette hypothése, la 
diminution de la température de la paroi sous la bulle de vapeur 
s'explique par la vaporisation intense et, respectivement. par le 
refroidissement du microfilm. 
Une fois la bulle détachée des 
couches de liquide surchauffe se 
déplacent vers le centre de va- 
porisation et la température de 
la paroi commence à croître jus- 
qu'à la valeur critique, à la- 
quelle le centre de vaporisation 
devient actif. 

Dans le domaine des charges 
thermiques et des pressions re- 
lativement peu grandes, la den- 
sité globale du flux thermi- | | 
que est proportionnelle au flux Fes UL2S, Erhanes de chaleur 
thermique absorbé par la vapo- : i 
risation à la surface. Ceci est 
dû à la turbulisation de la couche limite, proporticnnelle au vo- 
lume et à la quantité des bulles de vapeur qui se forment à la 
surface de chauffe. D’après le modèle de S. Koutatéladzé et A. Lé- 
ontiev [19], dans ces conditions l'intensité de l'échange de chaleur 
est définie par la circulation du liquide dans les cellules entre les 
centres de vaporisation en action (fig. VIIT.28). Au voisinage de 
ces centres une partie du liquide s’évapore en bulles de vapeur, 
alors que la masse principale du liquide adhérente à la paroi est 
entraînée par les bulles croissantes à la surface de chaufñfe, qui mon- 
tent dans le volume. À la place du liquide entraîné et vaporisé ar- 
rivent des portions fraîches à partir du volume principal, ce qui crée 
une circulation intense du liquide, qui détermine le renforcement 
du trancfert de chaleur. L’écoulement du liquide entre les centres 
de vaporisation peut être identifié au contournement d’une partie 
quelconque d’un corps à bout obtus, et l'échange de chaleur par 
convection peut se calculer d’après les formules du chapitre VI. 

Le débit du liquide sous-coulant est proportionnel à la quantité 
de la vapeur formée à la surface de chauffe; il est de l'ordre 


J=<+(4+, (VII1.146) 


où g, est le flux absorbé par la vaporisation pendant la durée de la 
bulle; €, le coefficient qui rend compte de la masse de liquide en- 
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traînée en circulation. Pour des bulles sous forme de champignons, 
E — 10. 


Pour le domaine où g, —=g==—const, on peut écrire 


fx 1+E 
DT er À 
où west la vitesse du liquide qui se déplace vers la paroi; œ, le 
contenu volumique de la vapeur dans la couche biphasée ahérente 
à la paroi. 
L'échange de chaleur par convection au voisinage d’un point 
d'attaque se calcule d’après l’équation (cf. chapitre VI) 


Nu = CRe5Pr', (VIII.148) 


um = C (VIIL.447) 


« 


où 

e qsl | 
NU THAT) : DETTE T 

Comme dimension caractéristique on retient la distance moyenne en- 
tre les centres de vaporisation. 

La quantité moyenne des centres de vaporisation en action dans 
les conditions thermiques fixées doit être déterminée aussi bien 
pour des caractéristiques d'adhésion (mouillabilité locale 6,), que 
par le relief de la surface. En imitant D. Labountsov, admettons que 
dans les conditions de mouillage macroscopique (8, << x/2) le nom- 
bre de centres d’ébullition en action doit être proportionnel à la 
quantité moyenne des évidements et des cavités par unité de surface 
np et dont les dimensions sont commensurables avec [, critique. En 
première approximation on peut admettre que 


lp — LS (VIII.149) 
Compte tenu de la formule (VIII.110), on a 


nr=C| RAS É (VIII.1450) 


OTsat 
D'après les données expérimentales, on peut adopter C —7,5-1078. 


En posant qu’en moyenne les centres de vaporisation sont répartis 
reéguliérement suivant la surface de chauffe, on obtient 


= T . 
L=nx [5 | (VIIL.151) 


Maintenant, en tenant compte de (VII1.147) et (VIII.151), 


aOTsat Gp (HE) OTsat 10,5 LL, : 
ArpyAT “2 Éereni Pr”. (VIIT.152) 
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Il est commode de mettre (VIII.152) sous la forme 
Nu, =C;Re;“Pr°,6, (VIII.153) 
où 
Nu,.=al,"}; Re, = ql/(ru); 
Pr= v/a; L, =0Tsatcp/pvr*. 
La formule (VIIT.153) entraîne que 
a = qu = AT = 60,58. (VIII.154) 
Ces relations théoriques correspondent assez bien aux données d’ex- 
périence (fig. VIII.29 à VIII.31). La figure VIII.32 généralise les 
données expérimentales de l'é- 
bullition des liquides dans des 
conditions différentes, compte 0 ; 


tenu de la relation proposée dans 


© 
la région des pressions et char- > ? 
ges thermiques relativement À 
faibles. Avec la poussée de la BP 
pression et des charges thermi- Tes € 
ques la restriction principale du 27 . 
modèle décrit q, = gs —const se 


est violée, et l'apport de la 
chaleur de vaporisation q, dans 
le flux thermique global devient 
essentiel. Pour ces conditions le 
modèle proposé par D. Labount- 
sov donne un résultat assez 
bon. 

D'après son schéma, l’évapo- 
ration du liquide dans la bulle 
croissante à la surface de Fig. VIII.29. Relation entre le coef- 


chauffe se produit sous l'effet de  ficient de transmission de chaleur 
la chaleur qui, par la couche et la densité du flux thermique sous 


de liquide adhérente à la pa- des pressions différentes (pour l'eau) 


roi, est amenée par conduc- 
tivité thermique de la surface de chauffe à la base de la bulle. La- 
bountsov propose de donner une estimation quantitative du pro- 
cessus. [I considère que la densité du flux thermique est une somme 
de deux flux thermiques, dont l'un est transmis par conductivité à 
travers la microcouche, à la masse du liquide, et l’autre est débité 
par vaporisation dans la bulle. De la sorte 
uns ÀATS ArpyAT® 
q = 10 Tan + Tee à (VIIT.155) 
Il existe encore plusieurs autres approches pour évaluer l’inten- 
sité de l’échange de chaleur dans l’ébullition, fondées sur le traite- 
ment des critères fournis par les expériences. 


Eau 


6 
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G. Kroujiline avance l'hypothèse théorique suivant laquelle lors 
de l’ébullition la chaleur dégagée par la surface de chauffe n’est 
transmise qu'à la phase liquide qui s’évapore dans la bulle ascendan- 
te. Le liquide se vaporise également à partir de la surface libre. 


© 
de) 


SA Ke 
(e) 0? Ÿ 
S'OANS Benzène 


7 


4,0 4,5 5,0 5,5 6 


Fig. VI11.30. Relation entre le coefficient de transmission de chaleur et la 
densité du flux thermique sous des pressions différentes (pour le benzène) 


L'efficacité du transfert de chaleur au liquide dépend de son mou- 
vement et du brassage près de la surface de chaufñfe et dans le volu- 
me; elle est liée à la fréquence de détachement des bulles et à la 
quantité des centres de vaporisation. L’estimation quantitative du 
transfert de chaleur pendant l'’ébullition se calcule d'abord pour 
une bulle, puis on prend en considération le nombre de centres de 
vaporisation. La formule résultante s’écrit 


Nu=0,082 Pr° #Kq°.7Ku!”, (VIII.156) 
où Kq= sp eue est le critère déterminé par le nombre de centres de 
vaporisation; Ku= “© 161 Je critère défini par la fréquence 


TP1E Pv P1—Pv 


de détachement des bulles; ! = Eee 
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V. Toloubinski a proposé la relation empirique de la forme 


Nu= 54K°,6Pr-0,58, (VII1.157) 
où 
me 0 1%. = 50 _98/f_ os 715 
DU À 5 | ; TTL Di 2 Î rene 


est le diamètre de détachement de la bulle pour des liquides diffé- 
rents (sauf l’eau) sous pression atmosphérique; f, la fréquence de 
détachement des bulles. 

La littérature américaine s’adresse souvent à la formule de Ro- 
senow, obtenue par exploration de l'échange de chaleur lors de 
l’ébullition de l’eau distillée sur un fil de platine 


Nu, — - Ret667pre 01 (V111.158) 


où Nu, —cl,/À, est le nombre de Nüsselt des bulles (rapport du 
flux thermique dû au transfert de chaleur par ébullition au flux 


Fig. VII1.31. Influence de la tension superficielle sur le transfert de chaleur 
dans l’ébullition de l'eau 


thermique dû à la conductivité thermique du film de liquide qui 
entoure la bulle); Re, = l, (le nombre de Reynolds des bulles) est 


le rapport de la force d'inertie de la bulle à la force de viscosité du 
liquide, qui définit l’intensité du brassage du liquide sous l'effet du. 


déplacement des bulles; = — |": Pr1, le nombre de Prandti 


du liquide; C,, la constante empirique qui dépend de la propriété 
du matériau de la surface de chauffe et de la combinaison liquide- 
surface. 
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Fig. VII1.32. Généralisation des données expérimentales sur l'ébullition : 
a — h—eau: O— alcool; @ — phréon-12; b — hydrocarbures saturés 


Forster et Zuber proposent de calculer l’échange de chaleur lors 
de l’ébullition du n-pentane, de l’éthanol, de l’eau et du benzène 


d’après la formule 


Nu= 0,0015Re°:6Pri/3, (VIIL.459) 


$ VIII.2] ÉCHANGE DE CHALEUR DANS L'ÉBULLITION 459 


a 


où 
_ RG. ee CyPp1AT V za; 1 S pr 10,29 
Nas: A=[ a) (x) 
Re— 21 | Ciprè? eh 
mL rpb ° 


S. Koutatéladzé [18] considère qu’en analysant l’échange thermi- 
que de l’ébullition, les phénomènes relatifs à la phase liquide doivent 
être examinés séparément des phénomènes qui sollicitent la vapeur. 
11 suppose que dans le cas de l’ébullition nuclée le transfert de chaleur 
par la surface de chauffe peut marcher aussi bien dans le sens de la 
phase liquide que dans celui de la vapeur. En même temps, l'effet de 
transfert dans le sens du liquide est sensiblement plus intense que 
dans le sens de la vapeur (par suite de la faible conductivité thermique 
de cette dernière). La chaleur est donc absorbée par la surchauffe du 
liquide qui s’évapore en formant des bulles. 

Pour une bulle unitaire de dimension donnée l’échange de chaleur 
et le mouvement sont décrits, suivant Koutatéladzé, par le système 
d'équations dont font partie: 
l'équation de la conductivité thermique de la phase liquide 


DT ;/dt = a V°T ;; (VIIL.160) 
l'équation du mouvement et de la continuité de la phase liquide 
piDw/dt = gp, — grad pi +u]V?wi (VIIT.161) 
l'équation du mouvement et de la continuité de la vapeur 
Pr RTE (pi— Pr) — grad py + y VE; (VIIL162) 
div wy,—0(. 


Les conditions d'interaction thermique à la frontière de séparation 
des phases sont 


Ttr=Ty+ ee [RE eh . }" |] 
(VIIL.163) 


Les conditions d'interaction mécanique à la frontière de séparation 
des phases 


Li (Ow,/0n)r. = My (0wy/0n)tr ; (Pv)tr = (P tr na O (1/R; ES 1/R:); 
(rez tr = (Wxz1)rr (VIIL.164) 


460 TRANSFERT DE CHALEUR AVEC CHANGEMENT DE PHASE [CH. VIII 


Tableau VIII .4 


Recommandations pour le calcul du coefficient de transmission 
de chaleur dans l'ébullition d’un liquide 


Auteur Formule de & 
G. Krouijiline 6.9.40-3 =" DTA à [Re li [| 
: , 0.12 37 — 0. 
posisC, ri - P] Pr ü 


A 1:3p0-2p0-06ç0,6 


r9,6 (pv) SE got CD:300,5v0,3 
ATERE 1 [g (p1—py)]0,$ 
8,0 °,5Ci" Î ru) 1 


V. Toloubinski 1,82 


Rohsenow C 


AT:23Ap0,5640,7C0.1500.68 


Forster ct Zuber 0,0912 = 
O0:6r0,21u0,20p0.*4 
pif p \0,1 p \1°16- 
V. Borichanski  |384| 2 | (2) [age (2) Ja 
Tous Per Per 
; ; : À Psatg \°»° 
S. Koutatéladzé DOS —_—_—_——_—_——_—— _ | Pro; 
0° [g (pi —Py)lt V repva 


Pour fermer le système d'équations on adopte l'échelle des bulles 
déjà formées et la distribution des centres de vaporisation suivant 
la surface 


RÇ[ “en | f(e: =) (VIII.165) 


ë 
TE See eee 


Ce système d'équations permet d'obtenir les critères de similitude 
à l’aide desquels, en s'appuyant sur les données expérimentales 
Koutatéladzé propose la relation de calcul suivante 


Nu,= A-Pr-0:85 (Pe*.Kp)°s7, (VI11.166) 


‘10,5 CO "10,9 
He ÉRECT ME 2 
#7 À L'e(pi —Pv) * rpya L g(P]—P+) è 


= Psat 
[og (p1—pv)]""S 


— 
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Ces relations de similitude de différents auteurs (VIII.156) à 
(VII1.159), (VIIL.166) peuvent être développées en formules de cal- 
cul consignées sur le tableau VIII.4. 


5. Ebullition nuclée sous convection forcée 


La vitesse du mouvement forcé d’un liquide dans un canal peut 
intervenir sensiblement dans l'intensité d'échange de chaleur de 
l'ébullition seulement dans le domaine de faibles flux thermiques. 

Lorsque la densité du flux thermique augmente, les perturbations 
turbulentes du liquide provoquées par la formation de la vapeur à 
la surface de chauffe se renforcent et l'intensité du transfert de 
chaleur cesse pratiquement de dépendre de la vitesse du mouvement 
forcé du liquide. 

Dans ce cas les lois de transfert de chaleur ne se distinguent pas 
de celles établies précédemment pour l’ébullition dans un grand 
volume. 

Pour le calcul du coefficient de transmission de chaleur d’un 
courant forcé de liquide en ébullition on peut recommander la 
formule d’interpolation de S. Koutatéladzé [17] 


a'ap = [1 + (œ/&9)°10:5 (VIIL.167) 


où «& est le coefficient de transmission de chaleur vers le flux forcé du 
liquide bouillant; &,, le coefficient de transmission de chaleur en 
absence d'ébullition défini d’après les formules du chapitre VT; 
@ », le coefficient de transmission de chaleur de l’ébullition dans un 
grand volume, défini par l'équation (VIII.153). 

Lorsqu'un liquide bouillant se déplace dans un canal chauffé, 
la phase de la vapeur augmente et la phase liquide diminue en per- 
manence. Pour un tube vertical on peut dégager trois tronçons ca- 
ractéristiques (fir. VIII.33): /, domaine d'échauffement du liquide 
depuis la température initiale jusqu’à celle de saturation (tronçon 
d’économiseur) ; /7, domaine d’ébullition du liquide (domaine de va- 
porisation) et //7, domaine du séchage de la vapeur humide et de sa 
surchauffe 6. Dans les premier et troisième tronçons, le coefficient de 
transmission de chaleur est déterminé par les lois de la convection 
dans un liquid emonophasé se déplaçant dans des tubes d'un mou- 
vement force. 

Lorsque le mélange vapeur-liquidese déplace dans le tronçon de va- 
porisation, on peut dégager dans le sens de la marche du mélange le 
domaine d'’ébullition superficielle 2, les régimes d'écoulement 
émulsionnel 3, d'écoulement à bouchons 4 et annulaire à Avec le 
régime émulsionnel, le flux biphasé se compose de liquide et de 
petites bulles de vapeur reparties suivant son volume. À mesure que 
suivant la longueur du tube Île titre de vapeur augmente, les petites 
bulles fusionnent en gros bouchons de vapeur commensurables avec le 
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diamètre du tube. Le titre de vapeur allant en augmentant, les 
bulles déjà grosses fusionnent en formant ce qu’on appelle le régime 
annulaire lorsqu’au noyau du courant se déplace une vapeur humide, 
alors que le liquide forme une couche mince près des parois du tu- 

be. En s’évaporant, cette couche à 


II 6 diminue progressivement.  L'’éten- 
| due de différents régimes d'écoulement 


du mélange vapeur-liquide dépend de 
la charge thermique, de la vitesse du 
mélange, des paramètres du liquide 
à l’entrée. L'augmentation de la vites- 
se, alors que la charge thermique, la 
longueur du tube et la température à 
| l'entrée sont fixes, conduit à la di- 


On 


minution du tronçon à ébullition 
évoluée et l'allongement du tronçon 
économiseur. Lorsque la charge aug- 
AE. _P mente, la vitesse gardant sa valeur, 
CRE tmet | le processus est inversé: la longueur 


à 


du tronçon de l’ébullition évoluée 
croît, alors que la longueur du tron- 
çon économiseur / diminue. 

Dans le cas du déplacement d’un 
2 flux à deux phases à l’intérieur des 

tubes horizontaux ou faiblement in- 

— | — clinés, la structure du courant peut 

1 varier non seulement suivant la lon- 

I gueur, mais encore suivant la section 

t du tube. Si la vitesse du liquide et le 

Fig. VI11.33. Structure du flux titre de vapeur sont relativement peu 

dans l’ébullition des liquides grands, on observe la stratification 

à l'intérieur d'un tube vertical du courant en liquide et vapeur, cette 

dernière occupant la partie supérieure 

de la section du tube (fig. VIII.34). Avec l’augmentation de la 

vitesse et de la teneur en vapeur, le régime d'écoulement peut 

devenir annulaire. Toutefois, dans ce cas-là aussi la symétrie 
axiale ne sera pas complète. 

L'intensité de l'échange de chaleur par convection dans le do- 
maine de vaporisation dépend du régime de l'écoulement du mélange 
vapeur-liquide, c'est-à-dire des caracteristiques du flux biphasé 
dans les tubes et les canaux. 


OC 


Pour le flux biphasé on introduit les paramètres suivants: 
Titre de vapeur du débit massique 


z = CylGu = Gx/ (Gi + Gy), (V111.168) 
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où G- est le débit massique de la vapeur; Gj;, le débit massique du liquide; 
Gé» le débit massique du mélange. 

Vas le cas général x peut varier de zéro (seul liquide) à l’unité (seule va- 
peur). 


a) 


Fig. VIII. 34. Structure du flux vapeur-eau dans l’ébullition du 
liquide à l’intérieur d’un tube horizontal: 
a — régime d’ébullition stratifié; b — régime annulaire; 1 — vapeur: 2 — liquide 


Aux débits massiques G1 et G, correspondent les débits volumiques 
V1 = Gipr; Vy = Gylpye 
Leur somme s'appelle débit volumique du mélange 
Va = Vi+ Vv. 


nm 
A la différence du débit massique, le débit volumique du mélange varie suivant 
la longueur du tube. Dans le cas de l'évaporation totale du liquide le débit 
volumique augmente de p/p- fois; sous de faibles pressions la vitesse du flux 
augmente donc sensiblement le long du tube. A l’entrée du tube (x = 0) la 
vitesse du liquide est dite de circulation. 
Titre de vapeur du débit volumique 


B = VV = Vvi(Vi + V). (V111.169) 
Les paramètres x et B sont liés par la relation évidente: 


TZ pv B 


1—z pr 1—B ° 
Pour z = 0, B— 0, et pour z = 1, B — 1. Dans le domaine restant z < f, 
puisque Py/p1 < 1. 
Titre de vapeur volumique vrai 


P= fv/f = fvlUi + fv), (V111.170) 


où fl est l'aire de la section droite du tube couverte par le liquide; f+. l'aire 
de la section droite du tube couverte par la vapeur. 

Dans la section donnée du tube les vitesses réelles du liquide et de la vapeur 
se calculent d’après les relations 


WUy — Vv/frv — Vy/(œf) ; y — Vif — F'T( — ) Î]. 
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On appelle vitesses réduites de la vapeur et du liquide les quantités 
Wyrea = Vv/fi Wirea = Vif. 


La somme des vitesses réduites de la vapeur et du liquide caractérise la vitesse 
vraie du mélange 


L mé = Pysréd Ÿ Liréa = (Vv + Vi)/f. 
La différence des vitesses vraies de la vapeur et du liquide s'appelle vitesse de 
glissement 
Ug] — Wy — WI]. 

La vitesse de glissement peut être aussi bien positive (dans les tubes verticaux 
pouL l'écoulement ascendant) que négative (dans les tubes verticaux pour l'écou- 

ent descendant). 

Pour ug] = 0, w = wy cn 

Dans les calculs d'échruge de chaleur la caractéristique essentielle du 
flux biphasé est l'enthalpie du mélange & 4, qui se calcule d'après l'équation 
du bilan thermique 


Q = G (hmél — hsat). 


Si le liquide à l'entrée du tube est chauffé jusqu'à la température de satu- 
ration, toute la chaleur /amenée est absorbée par la vaporisation, c'est-à-dire 


Q = rG. 
Par conséquent, pour ce cas 
La figure VIII.35 visualise la relation entre le coefficient de 
transmission de chaleur et le titre de vapeur du débit massique zx. 


W/(m2.K) 
200 


150 
PARRRRE sn 
50 
ELLE TIRER 
0,5 -0,3 0,1 0 0,1 
- 0,4 - 0,2 0,2 4 De 7 0 


Fig. VI11.35. Relation entre le coefficient de transmission de chaleur et le 
paramètre x 


Le domaine d’échauffement du liquide, compte tenu ge la dernière 
équation, correspond aux valeurs de z — —0,2. Avec z— —0,2 
débute l’ébullition superficielle. Avec x = 0 celle-ci se transforme 
en ébullition volumique, et lorsque x —0,3 à 0,4, le coefficient de 
transmission de chaleur atteint sa valeur maximale. Ce domaine 
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correspond au resime d'écoulement annulaire pour lequel la résistance 
thermique est concentrée surtout dans le film liquide mince adhérant 
à la paroi du tube chauffé. 

Avec l'augmentation ultérieure de zx on observe une altération 
brusque du transfert de chaleur, ce qui s'explique par la destruction 
du film liquide. 

L'’équation (VIIT.167) proposée pour le calcul du coefficient de 
transmission de chaleur lors de l'ébullition d'un liquide dans des 
tubes, est délimitée par la valeur de f << 0,7. 


6. Densités critiques du flux thermique 


La figure VIIT.16 montre que sous des charges thermiques défi- 
nies et des chutes de températures T, — T,,, — AT qui leur cor- 
respondent, le coefficient de transmission de chaleur atteint la va- 
leur maximale, pour diminuer brusquement ensuite. À cet instant 
l’ébullition nuclée caractéri- 
sée par un transfert de cha- 
leur intense se transforme en 
ébullition en film, lorsque le 
liquide est séparé de la sur- 
face de chauffe par un film 
de vapeur. La valeur de la 
charge thermique qui corres- 
pond à cette transformation 
s’appelle première densité cri- 
tique du flux thermique gq.. :. 
D'après les expériences, su 
valeur dépend de nombreux 0 80 160 1700 
facteurs (genre du liquide Pc‘10 ,H/mË? 


bouillant, pression, accéléra- Fig. VI11.36. Relation entre la première 


tion du champ des forces Geñsité critique du flux thermique et 
massiques, état de la surface la pression lors de l'ébullition dans un 
et conditions de son mouilla- grand volume 


ge, etc.). Le calcul de la rela- 

tion entre la charge thermique critique et les paramètres dénombrés 
est d’un intérêt exceptionnel pour les calculs dans la technique ther- 
mique du fait que lorsque la charge thermique dépasse brusquement 
sa valeur critique, la température de la surface de chauffe croît 
brusquement, ce qui s'accompagne dans la plupart des cas de la de- 
struction (fusion ou brûlure) de l'échangeur. Les résultats les plus 
efficaces de généralisation des données expérimentales sur les flux 
thermiques critiques sont fournis par la théorie hydrodynamique 
des crises d’ébullition établie par Koutatéladzé [17]. D'après cette 
théorie, « le régime d’ébullition en film apparaît par suite de la 
perturbation de la stabilité de la structure de la couche limite bi- 


30—01289 


-6 
A Wlm2 


Qc ‘10 
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phasée qui a eu lieu lors de l’ébullition nuclée précédant cette recon- 
struction ». Supposons que la vitesse critique de la vapeur, carac- 
téristique de la crise d’ébullition, dépend de la relation entre les 
forces ascendantes, la tension superficielle et les forces d'inertie de 
la vapeur. Alors, 


Uor. v —=® (P1 — Pv), (0), (Py/8). (VIITI.172) 


En vertu du théorème x, dans ce cas le processus est défini par l’uni- 
que critère de similitude 


_ 
Ke VE VIII.173 
1 og (pi —Pv) ) 

La vitesse de la vapeur 


Ucr.v — er 1/(r Pv)- (VIIT.174) 
Donc, 
Ko ——— Tr (VIII.175) 


Ce —————— 

rVPvr Og(Pi—Pv) 
Les expériences sur l’ébullition des caloporteurs non métalliques, 
réalisées dans des conditions variées, ont confirmé les conclusions 


Qcd dcro 
10° 


Fig. VII1.37. Flux thermique critique de l’eau et de l’éthanol sous une gra- 
vitation affaiblie: 
© — azote liquide; Ci — eau: À — éthanol: © — solution de 60 % de sucre dans l'eau 


principales de la théorie des crises hydrodynamiques. D’après ces 
expériences, la valeur du critère K, s’échelonne de 0,13 à 0,16. 

La figure VIII.36 visualise l’influence de la pression sur la gran- 
deur gq,.- lors de l’ébullition de l’eau dans un grand volume. La 
courbe correspond au calcul d’après la formule (VII1.175) pour 
K,—0,14. La figure VIII.37 illustre les résultats des expériences 
sur l’action exercée par la gravitation sur la valeur de la première 
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charge thermique critique. D’après la courbe, dans tout le domaine 
des accélérations envisagé de 0,01 à 2 500 g, la proportionnalité 
Gen V'£gest observée, ce qui correspond à l'équation (VIII.175). 

La deuxième crise d’ébullition définit la transition de l’ébulli- 
tion en film à l’ébullition nuclée, et s’accompagne de la destruction 
du film de vapeur à la surface de chauffe. On peut admettre que dans 
ce cas la valeur de la charge thermique critique est définie par l’équa- 
tion (VIII.175), mais la différence entre les structures initiales de la 
couche limite biphasée fait que la grandeur K,. doit différer de K.. 
D’après les données expérimentales disponibles, pour une convection 
naturelle dans un grand volume K.=0,2 K.. 

Les expériences montrent que la vitesse du déplacement forcé 
d’un liquide influe sensiblement sur la valeur de la ptemière charge 
thermique critique. On peut admettre que la mesure de cette influ- 
ence sur l’échange de chaleur et la charge critique est donnée par le 
nombre modifié de Froude 


Fri=Wirea V(P1 — P+)/(80). 


Pour Fr, —> 0, la convection est naturelle; avec Fr, > 1, pour tous 
les processus le paramètre essentiel est l’énergie cinétique de la phase 
liquide. 

Considérons la naissance d'une crise sur une plaque contournée 
longitudinalement par un courant de liquide porté à la température 
de saturation. Pour de grandes valeurs du nombre de Reynolds (cf. 
chapitre IV), l'épaisseur de la couche limite diminue dans le sens 
inversement proportionnel à la vitesse du courant prise à la puis- 
sance proche de l'unité, alors que le diamètre de détachement des 
bulles est inversement proportionnel au carré de cette vitesse. Par 
conséquent, pour Fr, > 1 


D ;/à us (w 1) "À, 


c'est-à-dire dans le domaine de grandes vitesses d'écoulement des 
conditions sont possibles dans lesquelles les bulles de vapeur seraient 
sensiblement plus petites que l'épaisseur de la couche limite turbu- 
lente. On peut supposer que la crise d'échange de chaleur survient 
à l’instant où le liquide entre les bulles de vapeur est chassé en fai- 
sant ainsi apparaître une couche de vapeur continue. Le film de va- 
peur est le plus stable lorsque le frottement entre le courant de li- 
quide et le film de vapeur est minimal. Ces conditions sont analo- 
gues à celles de décollement de la couche limite à partir d'une sur- 
face perméable. 

D'après le chapitre IV, l’insufflation critique se calcule suivant 
l'équation | 


Îer = 2CtoP oo (VI11.176) 
30° 
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Si le titre de vapeur de la couche biphasée adhérente à la paroi est 
+, le courant réel du liquide à partir de la paroi, qui correspond à 
la couche limite repoussée 


Î4 =jer (À — Pa). (VIIL.177) 

Le courant j, est produit par l'énergie cinétique de la vapeur générée, 
c'est-à-dire 

j210 1 =Pv (der/(04r0 v)1°. (VIII.17S) 


Les équations (VIII.177) et (VIII.178) permettent de tirer la for- 
mule de Koutatéladzé-Léontiev [19] 


Qer1 = 2CfoPx (1 — P+) rw: Vo IPv: (VIII.179) 


En fait, la relation entre q,.. et la vitesse d'écoulement du liquide 
w est d’une allure continue entre les valeurs limites définies par les 
formules (VIII.175) et (VIII.179). La formule d'interpolation la 
plus simple s'écrit | 


er 1=K or px V 681 px) + Korwi Vip,  (VII1.180) 


où Æx —=0,13 et ÆX,— 0,0012. 

La valeur de la charge thermique critique peut varier sensible- 
ment sous l’effet de la sous-chauffe du liquide par rapport à la tem- 
pérature de saturation. L'influence de ce sous-chauffage peut se 
calculer d’après la formule de Koutatéladzé 


Gch. cr — Jcr1 [1 + 0,065 (p 1/p rt ChATIr], (VIII.181) 


justifiée pour p—0,1 à 2 MPa; c, = ATir <0,6; pypy = 45 à 1650. 
La théorie hydrodynamique traduit les traits les plus importants 
de la crise d'échange de chaleur lors de l’ébullition d’un liquide, bien 
qu’elle ne tienne pas compte de l'intervention de tous les facteurs 
éventuels. 

Les expériences montrent qu’en plus des paramètres figurant 
dans l'équation de la théorie hydrodynamique Îcf. (VIII.175)]. la 
valeur de la charge thermique critique varie également sous l’ac- 
tion des facteurs tels que les propriétés physiques, l’épaisseur, la géo- 
métrie, les dimensions de la surface transmettrice de la chaleur et 
son orientation dans le champ gravifique, la distribution irrégu- 
lière du flux thermique suivant la longueur et le périmètre du 
tube : les pulsations du flux biphasé ; le mode d’échauffement de la 
surface de chauffe; la présence de diverses impuretés, etc. La prise 
en compte rigoureuse de tous ces facteurs est actuellement impos- 
sible ; le plus efficace est donc d’introduire dans la relation principale 
de la théorie des crises hydrodynamiques des corrections empiriques 
correspondantes. 

En généralisant les données expérimentales et compte tenu des 
conditions concrètes de certaines expériences, divers chercheurs 
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aboutissent aux formules de calcul qui rendent compte de quelques 


facteurs mentionnés ci-dessus. Certaines de ces recommandations 
peuvent être décrites par l'expression 


er 1/70v — CP14. (VII1.182) 


p=[" Nm FF (+) 


Ici 


où a est l'accélération et les valeurs de C et À sont données par le 
tableau VIII.5. 


Tableau VIII.S 
Recommandations pour le calcul des flux thermiques critiques 


Auteur de la formule C A 
Koutatéladzé 0,16 1 
Zouber 11/24 | (p1/(p1+Pv)}0:5 
2 0,5 N0,4 
Borichanski 1 0,13 4 { HERO : 
RENE de TICHVE 
0,5 
Chang et Snyder 0,145 Fu 
s 
Maysis et Berenson 0,18 aie | EE ——— 


Pour calculer q.. d’après les données expérimentales on peut 
construire une courbe analogue à (VIII.182) 


der oO y = CP: (VIII.183) 


ee mA 


Les grandeurs C sont recommandées par divers chercheurs et, vrai- 
semblablement, sont déterminées par les conditions dans lesquelles 
les expériences ont été réalisées. Ainsi, Zouber et Tribus admettent 
que C — 0,09 à 0,131. I1 existe également pour q.r1 et 4r2 d’autres 
relations de calcul. 
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7. Transfert de chaleur sous le régime d'’ébullition 
en film 


Ce régime est caractérisé par le fait que le liquide est séparé de 
la surface de chauffe par une couche de vapeur. 

Considérons le régime d’ébullition en film sur une surface de 
chauffe verticale (fig. VIII.38). Admettons que jusqu’à la section 
z=t.r le mouvement de la vapeur dans le 
film est laminaire. Alors, l'équation du 
mouvement de la vapeur s'écrit 


p, (0w/0t + w dwl0x) — —ôplôx +- 
+HuAw — p,g. (VI11.184) 


L'épaisseur du film de vapeur étant petite 
par rapport aux dimensions de la paroi, 
les termes convectifs de l'équation (VIII.184) 
peuvent ètre négligés pour considérer que 
la vapeur se déplace sous l’action de la 
force ascensionnelle. Considérant les condi- 
tions d'écoulement stationnaire (dw/ôt — Ô) 
et retenant que Op/0x= —p;g, .on obtient 
g (b1 — pv) + u.dw/dy= 0. (VIII.185) 
Fig. VII1.38. Ebullition L'intégration de cette dernière équation 
en film A plaque sous les conditions aux limites 
verticale 
y=0, w = 0; y = 6, w = wr, (VIII.186) 
où Ô est l’épaisseur de la couche de vapeur ; w,,, la vitesse du liquide 
à la frontière de séparation des phases, donne 
wo = pe + LEE (5y — 12). (VIII. 187) 


Lorsqu'on néglige les termes inertiels, l’équation de l'énergie du 
film de vapeur est de la forme 


ÀAd°T dy" =0 


ou 
q= £ AT. (VIII.188) 


Pour le cas d'une charge thermique constante, tirons de l'équation 
du.bilan de chaleur 


6 
gt = 0% (r+c, ut) | y dye (VIII. 189) 
0 


Considérons deux régimes limites de l'écoulement. Dans le pre- 
mier cas, la masse du liquide qui contourne la plaque reste prati- 
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quement fixe w, —0. Dans le deuxième, toute la masse du liquide 
se déplace à la vitesse de la vapeur à la frontière de séparation des 
phases. Ceci est équivalent à la condition (dw/dy) & — 0. Pour ces cas 
limites, la solution du système d'équations a été obtenue par Kou- 
tatéladzé [17] sous la forme 

pour &fr —0 


- : 12 gx . 
de V 55 (Pi— pr) NEO 


pour (dw/dy)}r = 0 
— : 3uvgz ? 
ji Fa (P1—Pv) ER 
où p@—=1 + c,AT/(2r). 
Le coefficient de transmission de chaleur global dans le domaine 
de l’ébullition en film se compose des coefficients de transmission 
de chaleur par convection et par rayonnement 


As =Qe + Gr. 


Le coefficient de transmission de chaleur par convection local est en 
vertu de l'équation (VIII.1SS) 


ax = À v/8. (VII1.192) 
Compte tenu des formules (VIII.190) et (VIIT.191), on obtient 


_ prpve (Pi — px) "III 
Lx == Pay Tee | (VIIL.193) 
où B = 0,436 pour le premier régime, et f — 0,69, pour le deuxième. 
Le coefficient de transmission de chaleur moyen se calcule d’ap- 
rès la formule 


1 


a=+| a.dr= a, L. (VIIL.194) 


0 


D'une façon analogue on obtient la solution du cas AT = T, — 
— Ta = const. La formule de calcul définitive devient 


EP 
_ Avprpve (P1—Py) 
Be V Gr ” (VIIL.195) 
où V—a, ue. 
Pour les cas limites, le coefficient B, vaut respectivement 0,5 
et 0,705. 


ILe coefficient de transmission de chaleur moyen peut s’écrire 


— _4 à À /hvPrPvePi—Pv) 
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Si l’ébullition en film a lieu sur un cylindre horizontal, le coeffi- 
cient de transmission de chaleur moyen est environ de 20 % plus 
petit que celui fourni par la formule (VII1.196). où au lieu de ZL 
on porte le diamètre du cylindre D. 

Pour l’écoulement forcé d’un liquide, lorsque 


2UvUfr 
£ (P1—Pv) Ô* > 1, 


dans l’équation (VIII.195) l'influence de la force ascensionnelle peut 
être négligée 

D — Wr-ylÔ. 
Donc, pour le cas qg-= const 


Re (VII1.197) 
qrprwtr 
et 
ge "VhuPre (VIIT.498) 
2uz 


De la sorte, si la charge est constante, dans les conditions d'une 
ébullition en film et écoulement forcé le coefficient de transmission 


B; 


0,8 


10 20 __ cAt __ a 
r+0,5c/ AT 


Fig. VI11.39. Données expérimentales sur le coefficient B d’après Bramley 


de chaleur local est proportionnel à la vitesse d'écoulement du li- 


quide. 
Pour l'écoulement forcé et AT = const 
sie 1. AvErpvütr . ; c 
&x= 0,9 V AT (+ ; (V 111.199) 


rs V A vPrPvut 

= V SLT TE (VIITI.200) 
Les figures VIII.39 et VIII.40 comparent les résultats expérimen- 
taux avec ceux obtenus suivant les formules (VIII.196) et (VIII.200). 
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Pour l’ébullition en film dans un grand volume les valeurs expéri- 
mentales du coefficient reposent dans les limites qui s'accordent 
avec les calculs théoriques. 

La figure VIII.39 visualise les résultats des expériences de Bram- 
ley et d’autres chercheurs sur le transfert de chaleur dans le contour- 


0,2 030,4 060,81 


Fig. VI11.40. Influence de la vitesse de l'écoulement du liquide sur le trans- 
fert de chaleur dans l’ébullition en film sur un cylindre horizontal contourné 
transversalement 


nement transversal forcé des cylindres sous les conditions d’ébulli- 
tion en film et grandes vitesses d'écoulement du liquide. Comme le 


montre la courbe, pour w,/V gD < 1, la formule (VII1.196) est assez 
bien confirmée pour l’ébullition dans un grand volume. Pour 


wo/V gD >> 2, les données expérimentales calculées suivant la for- 
mule 


_— 
a=92,7 J/ Em, (VIIL.201) 


s'accordent assez bien avec la relation théorique (VII1.190). 

Dans l’ébullition en film, le coefficient de transmission de cha- 
leur peut être influencé sensiblement par la part relative de chaleur 
absorbée par la surchauffe de la vapeur dans le film prise en compte 
par le nombre K -- r/(c,AT). Cet effet n’est pas pris en considération 
par la formule (VIII.196). 

La figure VII1.140 montre l'action exercée par le nombre K sur 
le coefficient de transmission de chaleur. Ici « est le coefficient cal- 
culé d’après la formule (VI11.196). 

D'après les expériences. lors de l’ébullition en film le transfert 
de chaleur dépend également de la sous-chauffe du liquide par rap- 
port à la température de saturation. 
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Les calculs théoriques montrent que pour de faibles valeurs de 
C AT/r l'influence de la sous-chauffe est faible, elle est grande pour 
des surchauffes importantes du film de vapeur. D'après les calculs, 
la valeur optimale du paramètre c, AT/r qui rend possible l’ébullition 
en film, est 0,1. 

A partir d’une certaine distance du bord inférieur de la plaque 
(x.-) l'écoulement de la vapeur dans Île film se transforme de lami- 
naire en turbulent. Pour ce cas il n’existe pas de théorie suffisamment 
fondée. Pour le calcul du coefficient de transmission de chaleur on 
peut utiliser dans ce cas, en première approximation, l’analogie à la 
convection turbulente naturelle sur une plaque verticale dans un 
grand volume. Alors, le transfert de chaleur est défini par l’équation 
de similitude [17] 


Nuv=0.25 (Ar,Pr+)!/3, (VIII.202) 


Los Pi —Pv ] 
* P : 
‘La dernière équation est justifiée pour Ar,Pr, = 2-107. 

Sous le régime d'écoulement forcé du mélange vapeur-liquide 
dans un tube, les données expérimentales sur le coefficient de trans- 
mission de chaleur dans l’ébullition en film peuvent être générali- 
sées sous la forme de la relation 


arlas=@p (zx; ps/pi), (VIII.203) 


où &r. est le coefficient de transmission de chaleur lors de l'ébulli- 
tion dans la section du tuhe, où le titre de vapeur massique du débit 
est zx; «., le coefficient de transmission de chaleur calculé d’après la 
formule usuelle de transfert de chaleur par convection d’un liquide 
monophasé pour le même débit massique. 

Comme l’a montré dans ses ouvrages Z. Miropolski, en première 
approximation le coefficient de transmission de chaleur peut se 
calculer d’après les formules usuelles du transfert convectif lors de 
l'écoulement turbulent de la vapeur sèche saturée, dont la vitesse 
moyenne est égale à la vitesse du mélange, c'est-à-dire 


Lgv —= [a+ 42) |. 


En particulier, pour l’eau, dans la marge des pressions de 4 à 20 MPa, 
la formule de Miropolski s'écrit 


=[S dé (ie) de — 0, (a ] L (4—204) |. 
(VI11.204) 


Cette formule montre qu'avec la croissance du titre de vapeur dans 
le domaine de l’ébullition en film le coefficient de transmission 
de chaleur augmente. 


OÙ Ar,= 
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De différents chercheurs. en avançant leurs hypothèses sur le 
modèle physique du processus d’ébullition, font appel à des pré- 
misses différentes, ainsi qu’à de différents systèmes d'équations. 
C'est pourquoi les critères qu’ils ont utilisés pour la description 
quantitative de l'échange de chaleur dans l’ébullition different 
également. Ceci rend très difficile, et parfois impossible, la compa- 
raison des résultats enregistrés. 

Dans toutes les expressions de calcul mentionnées les variables 
indépendantes utilisées étaient des constantes physiques, des para- 
mètres d’état du liquide et de la vapeur. [Il convient de noter que 
le milieu condensé (fluide aqueux) le plus fréquent est l’eau. Mais 
du point de vue thermodynamique l’eau est un corps anomal. D'’au- 
tre part. l’eau naturelle non traitée possède des propriétés différen- 
tes qui dépendent non seulement du lieu d’où elle est tirée, mais aussi 
de la saison. Aussi, l’étude des processus d'échange de chaleur lors 
de l’ébullition de l’eau impose-t-elle généralement l’obtention d'un 
distillat. Pour ce qui est d’autres caloporteurs, tels les liquides 
cryogéniques, les métaux liquides, leurs propriétés physiques sont 
plus stables. 


8. Echange de chaleur dans l’ébullition 
des métaux liquides 


Les autres conditions étant les mêmes, lors de l’ébullition des 
métaux liquides il se forme moins de vapeur à la surface de chauffe 
que dans le cas des liquides usuels. La fréquence du détachement 
des bulles, le nombre de centres de génération sont également infé- 
rieurs par rapport aux liquides non métalliques; ceci est dû aux 
propriétés physiques des métaux liquides. Par exemple, dans le 
mécanisme moléculaire de transfert de chaleur à partir de la surface 
de chauffe, on peut observer l’action exercée par l'épaisseur de la 
couche adhérente à la paroi sur le processus d’ébullition en compa- 
rant les propriétés physiques du métal, admettons, avec celles de 


l’eau. En adoptant qu’à la surface de chauffe q=aAT=2+ AT, on 
tire la conclusion que 
a =: 6. 
Alors, si les valeurs du coefficient de transmission de chaleur 


pour l’eau et le métal liquide coïncident (ce qui est possible pour 
l'ébullition de l’eau et du potassium), 


Leau/Veau a Àn.1/0m.1- 


Etant donné que la conductivité du métal est de 2 à 3 ordres plus 
grande que celle de l’eau [par exemple, pour 100 °C, An, -= 86; 
Ax = 46,9 et Au = 0,684 W/(m-K)], alors ô,, 1 également est de 2 
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à 3 ordres plus élevée que ô.au. Respectivement, la turbulisation de 
la couche adhérente à la paroi est sensiblement plus faible lors de 
l’ébullition des métaux liquides que dans le cas des liquides non 
métalliques. 

Si le métal liquide (potassium, sodium, amalgame de magnésium, 
etc.) mouille la surface de chauffe, sous le régime nuclé le coeffi- 
cient de transmission de chaleur peut être associé à la densité du 
flux thermique et la valeur de la pression de saturation 


œ = Caq'p". (VI11.205) 
Tableau VII1.6 
Valeurs des constantes C, #7, m de la formule (VI11.205) 


Surface 
Atiormule u RSta} r é chautte 
Noyse Sodium, potassium 25 0,58 | 0 Hori- 
zontale 
Pétoukhov e.a. Sodium 0,8 | 0,7 0,25 | Idem 
Borichanski e.a. Sodium, 7,0 | 0,7 0 
Potassium 3,0 10,7 0,15 | Idem 
Déev e.a. Sodium 38 4/3 [0,1 Plane 
Bonilla e.a. Potassium 4,83. 10-21 0,885 | 0,293| Idem 
Madsen et Bonilla | Alliage sodium<+po- | 2410 0,2 |0,2 | Idem 
tassium 
Soubhotine Césiuim * 9,2 2/3 |0,4 | Idem 
Sorokine c.a. Cesium ** 4.6 2/3 |0,1 | Idem 
Borichanski, Mercure, amalgames de 2,8 |0,7 0,3 | Idem 
Kanaev e.a. magnésium 


Les recherches expérimentales sur l'échange thermique dans 
l’ébullition des métaux liquides caloporteurs dans les conditions de 
convection naturelle ont montré que l'intensité du transfert de cha- 
leur dépend. en plus des propriétés physiques du caloporteur et de la 
surface de chauffe, de la forme de cette dernière. Les recommandations 
de divers auteurs sont consignées sur le tableau VIII.6. 

Si le métal liquide (cadmium, mercure) ne mouille pas la surface 
de chauffe, les valeurs du coefficient de transmission de chaleur 
correspondent aux caractéristiques de l’ébullition en film. Le mouil- 
Jage de la surface donnée peut être amélioré par l'introduction dans le 
liquide des matières actives qui intensifient l'adhésion entre les 
molécules du liquide et de la surface. Par exemple. si on ajoute au 
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mercure une quantité négligeable de sodium ou de magnésium, le 
mouillage de l’acier se trouve amélioré et l’ébullition nuclée devient 
plus active. 

Lors de l’ébullition du potassium, du rubidium, du césium, les 
flux thermiques critiques peuvent être évalués d’après la formule de 
Keswell et de Balshisser 


Gor 4 5.038-1075-EPÈ (EL | (VIIL.206) 


cpO Pv 
et pour le mercure, d’après les recommandations de P. Kirillov 
Ger 1 = 0,666 - 10A°:€ (p/per)"r®. (VIIL.207) 


CHAPITRE IX 


ÉCHANGE DE CHALEUR PAR RAYONNEMENT 


Les processus de transfert de chaleur peuvent être rangés en deux 
catégories. La première est définie par le fait que les éléments struc- 
turaux du milieu à travers lequel la chaleur est transmise partici- 
pent au processus de transfert. Ce sont la conductivité thermique et 
la convection déjà étudiées. La deuxième est caractérisée par le 
fait que le milieu peut ne pas participer au transfert de chaleur: 
c’est le rayonnement thermique. 

Ainsi, entre les processus de conductivité thermique et de con- 
vection d’une part, et de rayonnement thermique de l’autre, il 
existe une différence de principe. 

Le transfert convectif de la chaleur et la conductivité thermique 
étaient envisagés dans les conditions d’un champ thermique continu 
également dans les cas où la chaleur passe d'un corps solide à un 
fluide et inversement. Le gradient de température avait toujours une 
grandeur finie, sauf dans les cas où il était nul. 

Le rayonnement thermique est un processus complexe associé 
au fait que l'énergie se transforme au moins deux fois: d’abord 
l'énergie thermique se transforme en émission des ondes électroma- 
gnétiques suivie du mouvement des ondes (photons), puis les oscilla- 
tions électromagnétiques sont absorbées par le milieu ou le corps, ce 
qui est encore une transformation de l'énergie. 

Le rayonnement thermique est envisagé comme un processus 
de propagation des ondes électromagnétiques transversales émises par 
Je corps rayonnant. Ces ondes se propagent rectilignement et lorsqu'’el- 
les sont absorbées par le corps ou le milieu, elles se transforment de 
nouveau en chaleur. 

Les oscillations électromagnétiques peuvent être définies par la 
longueur d'onde À et la fréquence v associées par la relation 


Av = c, (1X.1) 
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où c— 2,998.108 m/s est la vitesse (célérité) de la lumière dans le 
vide. 

Les porteurs de l’énergie rayonnante thermique sont les ondes 
électromagnétiques qui se distinguent des ondes d’autres formes de 
rayonnement seulement par la longueur d'onde. L’action du rayonne- 
ment incident sur la matière dépend de la longueur d'onde. Les 
limites des propriétés du rayonnement suivant la longueur d’onde 
en mm pour les diverses formes de rayonnement sont : 


Rayonnement cosmique . . . . . . . . . . . + + 0,05-10-? 
Rayonnement gamma ........ . . . + + + (0.5 à 10)-10-? 
RAVOPS Ness LS Lu vs GS Es D da 10-9 à 2.10-S- 
Rayons ultra-violets . . . . .. . . . . . . . . . . 2.10-$ a0,4-1073 
Rayons visibles (lumière) . . . . . . . . . . . . . (0,4 à 0,8)-10 
Rayons thermiques (infrarouges) . . . . . . . . . 0,8-10-3 à 0,8 
Ondes électromagnétiques . . . . . . . . . +. . . 2-10 


La plus grande partie des ondes qui correspond au rayonnement 
thermique ne coïncide pas avec les longueurs d’onde des rayons lumi- 
neux. Le rayonnement défini par la marge thermique des longueurs 
d’onde est dite infrarouge, cette dernière pouvant contenir toutes les 
longueurs d’onde qui lui sont permises; alors, le rayonnement est 
dit intégral. Mais le rayonnement thermique peut également avoir 
lieu dans les limites d’une certaine marge (une ou plusieurs) de toute 
la gamme des longueurs d'onde. On dit alors que le rayonnement est 
spectral ou en bande. 

La nature des rayons thermiques et visibles (lumineux) étant la 
même, leurs propriétés physiques coïncident grosso modo. Les lois de 
propagation, de réflexion et de réfraction établies pour la lumiere sont 
également valides pour les rayons thermiques. 

Le rayonnement est propre à tous les corps et chacun d'eux émet 
en permanence de l'énergie. ceci concernant aussi bien les corps 
chauds du système que les corps froids. La quantité de l'énergie 
rayonnante engendrée dans le corps est définie par la température 
et ne dépend que de cette dernière. 

Dans ce qui suit le rayonnement thermique sera envisagé sous son 
aspect électromagnétique; ses formes telles que la luminescence, la 
phosphorescence, ne seront pas discutées. 
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$ IX.1. Généralités 


Lorsqu'un flux ravonnant Q frappe un certain corps à partir d’un 
milieu ambiant (fig. IX.1), une partie de ce flux Q, est dans le cas 
général reflétée par le corps, une autre partie Q , de l'énergie y est 
absorbée et une partie Q ;, passe à 
travers le corps. De la sorte, en 
vertu de la loi de conservation de 
l'énergie 


Q=QRr+Qa+Qn (X-2) 


Si l'angle d'incidence est égal 
à l’angle de réflexion, et le rayon 
reflété garde sa forme, la réfle- 
xion est dite spéculaire. Lorsque la 
réflexion transforme le rayon in- 
cident en un faisceau de rayons 
uniformément répartis dans le 
_demi-espace, la réflexion est dite 
diffuse. La surface qui produit une 
telle diffusion est dite mate, et celle qui assure une réflexion spé- 
culaire, brillante. 

Le rapport du flux reflété par la surface du corps (du milieu) au 
flux incident s'appelle pouvoir réflecteur noté R =Q 2/Q 

La partie non reflétée de l’énergie peut passer partiellement par 
le corps sans changer, et une de ses fractions peut être absorbée par 
le corps pour se transformer en chaleur. La perméabilité et l’absorp- 
tion dépendent des propriétés physiques du corps, de sa forme et de 
la longueur d'onde du rayonnement. Les métaux, par exemple, sont 
impénétrables pour diverses formes de rayonnement. Mais on peut 
fabriquer une feuille métallique si mince qu'elle laissera passer les 
ondes lumineuses ; les rayons X peuvent traverser des plaques métal- 
liques épaisses de plusieurs dizaines de millimètres. Le quartz ne 
laisse pas passer le rayonnement thermique, mais il est transparent 
pour les rayons lumineux et ultraviolets. Le sel gemme, au contraire, 
est opaque à l’ultraviolet et laisse passer les rayons thermiques. Le 
verre usuel est transparent pour la lumière et opaque pour l’ultra- 
violet. 

Le rapport du flux absorbé par le corps (par le TE au flux 
incident s'appelle pouvoir d'absorption noté 4 —Q,/Q. 

Le rapport du flux qui a traversé le corps (le ANT au flux in- 
cident s'appelle pouvoir de transmission noté D —Q L/Q. 

Maintenant, compte tenu de l'équation (IX.2), 


R+A+D=1. (IX.3) 


Fig. XI.1. Distribution de l'énergie 
rayonnante incidente 
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Examinons les cas particuliers de cette expression. Il est clair 
que les quantités À, R ou D sont définies par les propriétés du corps 
qui reçoit le flux de rayonnement. Les corps aussi bien solides que 
liquides absorbent par une couche très mince presque tout le rayon- 
nement thermique incident. Pour les métaux, l'épaisseur de cette 
couche est d'environ un micron, pour la plupart d’autres corps, près 
de 1,3 mm. Ainsi, en première approximation, pour les liquides et 
solides on peut parler de surface absorbante et simplifier (I1X.3) 


A+R=1 


Les corps qui vérifient cette équation sont dits gris. Leur pouvoir 
d'absorption spectral ne dépend pas de la longueur d'onde (fréquence) 
du rayonnement incident. 

Il a été établi expérimentalement que les gaz ne reflètent presque 
pas le rayonnement qui frappe la surface les séparant des autres 
milieux. D'autre part, même si l'épaisseur de la couche de gaz est 
importante, le gaz laisse passer une quantité perceptible de rayonne- 
ment infrarouge. L'expression (I1X.3) peut donc se mettre sous la 
forme : 


A +D=îi. 


Il convient d'examiner également les formes limites de l’équa- 
tion (IX.3): 


A=R=0,, D=i;, A=D=0, R=1;: D=R=0, 
A =. 


Ces égalités correspondent à ce qu’on appelle corps aux propriétés 
« absolues ». 

Dans le premier cas (D = 1) le corps est dit transparent ou diather- 
mique. Il laisse passer tout le rayonnement incident. L’exemple en 
est fourni par les gaz biatomiques sous des températures modé- 
rées. 

Dans le deuxième cas (R = 1), le corps est dit blanc ou forme un 
miroir. Sa surface reflète complètement les rayons incidents. 

Le dernier cas (À = 1) correspond à un corps qui absorbe tous 
les rayons incidents indépendamment de leur direction, composition 
spectrale et polarisation, il ne reflète rien et ne laisse rien passer: 
c’est ce qu'on appelle corps noir. 

La nature ne connaît ni de corps complètement noir, ni de corps 
diathermique ou blanc. Pourtant, ces notions, surtout celle du 
corps noir, ont joué, comme nous le verrons par la suite, un grand 
rôle dans l’établissement de la théorie du rayonnement et sont large- 
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ment utilisées dans les calculs techniques de l’échange de chaleur 
radiatif. La surface qui absorbe tous les rayons lumineux est perçue 
par l'œil comme noire. Cependant une surface peut refléter presque 
tous les rayons lumineux et quand même se présenter à nous comme 
noire si elle absorbe le rayonnement thermique. Dans cette optique, 
un mur fraîchement blanchi est presque noir. Avec une précision 
suffisante, un corps noir peut s’obtenir en couvrant une surface mate 


AE; 


E.==,+ (1-A;) E: 


g. IX.2. Modèle du corps noir Fig. IX.3. Détermination des formes 
de rayonnement thermique 


par du noir de fumée. Le modèle d’un corps noir peut être également 
fourni par une sphère creuse à petit trou (fig. IX.2), dont les parois 
possèdent un grand pouvoir d'absorption et conservent une tempé- 
rature constante. Le rayon entré par l’orifice perd presque toute 
son énergie par suite des réflexions et absorptions multiples, en la 
cédant aux parois de la sphère. 

Le flux de rayonnement qui passe par unité de surface dans les 
directions les plus différentes dans les limites de l’angle solide demi- 
sphérique s’appelle densité superficielle du flux de rayonnement: 


E = dQ/dH. (IX.4) 


Si la température des corps environnants est nulle, £ est alors toute 
l'énergie émise par le corps. Si la température ne serait-ce que d’un 
seul corps est différente de zéro, on peut parler de rayonnement 
propre et réfléchi (fig. IX.3). 


Er=EÆE +(1—A,)E. (IX.5) 


Les propriétés physiques des rayonnements propre et réfléchi sont 
en général différentes, puisque le flux incident est défini par les 
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températures et les propriétés des corps environnants, mais pour 
l'aspect énergétique du processus, pour les calculs thermiques, cette 
différence est sans intérêt. 

L'énergie émise par unité de surface se répartit suivant le demi- 
espace. Le rapport de la densité du flux prise dans un intervalle 
infiniment petit des longueurs d'onde (fréquences) comprenant la 
longueur d'onde (fréquence) donnée, à cet intervalle s'appelle inten- 
sité de rayonnement 


I = dEldi. (IX.6) 


Les sources naturelles de radiation émettent simultanément des 
ondes électromagnétiques de différente longueur. Cependant. il est 
nécessaire souvent d'envisager un flux défini par une seule longueur 
d'onde. Le rayonnement qui correspond à un intervalle suffisamment 
petit de fréquences (longueurs d’onde) pouvant être caractérisées 
par la valeur donnée de la fréquence est dit monochromatique. 


$ IX.2. Lois du rayonnement thermique 


Les spectres du rayonnement des corps réels sont si variés qu'il 
est impossible de les décrire par une seule relation analytique. En 
même temps, un corps noir absorbe totalement le rayonnement inci- 
dent, son spectre de diffusion est universel. Il s'ensuit que les cal- 
culs du rayonnement thermique sont fondés sur les lois qui régissent 
le corps noir. 

Loi de Planck. L'énergie émise par un corps est définie sans am- 
biguiïté par sa température. Cependant, la distribution de l'énergie 
suivant les longueurs d’onde est irrégulière. D'autre part, l'émission 
de l'énergie est discrète, elle marche par portions isolées qui s’appel- 
lent quanta. 

En 1900 M. Planck a rendu publique la loi de la répartition de 
l'intensité suivant les longueurs d'onde à des températures diffé- 
rentes 


EE (X.7) 


où À — 6,625.10-% J/s est la constante de Planck: k — 1,380 X 
X 10-*%3 J/°K, la constante de Boltzmann ; À, la longueur d'onde, m; 
c = 2.998.10* m/s, la vitesse de la lumière dans le vide; 7, la tem- 
pérature en °K. 

Convenons dans ce qui suit de marquer toutes les grandeurs rela- 
tives au corps noir de l'indice « 0 ». 


31* 
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Les constantes de l'équation (I1X.7) associent 
C; = 2nc°h = 3,74.10-1 W.:m; C, = hclk = 0,01438 m/K. 


Maintenant la loi de Planck peut s'écrire 


a L 
Loi À 5 [exp Es —1 | sb 


Les isothermes données par la figure IX.4 montrent que l’inten- 
sité des ondes très courtes croît rapidement jusqu’à un maximum, 
pour diminuer ensuite sans 
atteindre zéro pour des lon- 
gueurs d'onde maximales qui 
correspondent encore au rayon- 
nement thermique. 

L'aire délimitée par l’axe 
des abscisses, les isothermes 
et les ordonnées À et d\ (ha- 
churée) sert de mesure à la 
quantité élémentaire de l’éner- 
gie dE r émise par unité 
de surface par unité de temps 
à la température T dans l’in- 
tervalle de la longueur d'’on- 
de dÀ, c’est-à-dire 


Ta, Wim2. LU) 


À, dE on, T — Lo dÀ. 


L'énergie du rayonnement 
: #0 , . ÆEoa r au point À ne peut 
éd KL End si A Avoir une AS finie que 
pour un intervalle fixe défini 
des longueurs d'onde A, 
puisque l’énergie globale du rayonnement, qui possède une valeur 
finie, se répartit suivant tout le spectre. Par conséquent, pour une 
longueur d'onde unique un rayonnement strictement monochromati- 
que est théoriquement impossible du fait qu'il ne possède pas de 
l'énergie finie. | 
L'analyse de l'expression mathématique de la loi de Planck 
(IX.8) attire l'attention sur deux cas: AT > C; ot AT € C.. Lorsque 
AT 5 C», le rapport C2/(AT) & 1. Si, maintenant, la grandeur 
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est développée en série suivant les degrés de 2 - 


exp ca 
Ca 9 
(Ge 


en vertu de la petitesse de C./(AT) on peut se borner aux deux pre- 
miers termes de la série. Dans ce cas la relation (1X.8) se transforme 
en formule de Rayleigh-Jeans 


C 
Lo — Te AT. (IX.9) 
Lorsque ÀT => 100 C;, l'écart par rapport aux résultats de calcul 
d’après la formule exacte de Planck ne dépasse pas 10 %. 
Dans le deuxième cas, avec ÀT  C;,, la valeur de exp Le est 


grande et on peut négliger l'unité figurant dans le numérateur de 
l'expression (1X.8) en obtenant la formule de Wien 


Ta = CAS exp ( — ) | (IX.10) 


Si ÀT € 0,218 C:, le résultat diffère de celui obtenu par calcul 
d’après la loi de Planck (1X.8) de moins de 1 %. 


Rayleigh-Jeans 


Ecart (en unités relatives) 


AT,u°K 


Fig. IX.5. Domaines d'application des lois de Wien et de Rayleigh-Jeans 


Le domaine de validité des lois de Rayleigh-Jeans et de Wien 
est représenté sur la figure IX.5. 

Loi du déplacement de Wien. Pour chaque isotherme (cf. fig. IX.4) 
à une certaine longueur d'onde correspond une valeur maximale de 
l'intensité du rayonnement, cette valeur extrémale pour des tem- 
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pératures plus élevées étant déplacée dans le sens des ondes courtes. 
Pour calculer cette valeur maximale il convient d'annuler la déri- 
vée dI,;/dà : 


dTosldh = e-ClT) + C(SAT) — 1 = 0. 


Dans cette équation la longueur d'onde correspond à l'intensité 
maximale du rayonnement, c’est-à-dire À — À,:+.- Sa solution peut 
s’écrire sous la forme 


Col(Amas T) = 4,965 


ou, en y portant la valeur de C;, 


max Z = 2,8978 mm-K. (IX.11) 


Cette dernière écriture est l'expression mathématique de la loi du 
déplacement de Wien. Elle établit la liaison entre la température du 
rayonnement et la longueur d’onde qui correspond à son intensité 
maximale. 

En connaissant la grandeur À,,,, 7, on peut calculer d’après la loi 
de Planck l'intensité maximale: 


Amax — 0,0028978/T. 
Par conséquent 


TE 


m a X ou 5 Ca 
n [ex ( 2 ] 1] 
max P LT 
C,TS 


DA oo mL. | 
9 6 td 
00e) [exp ( 0,0028978 | 1] 


— CT: 


c'est-à-dire l'intensité maximale est proportionnelle à la cinquième 
puissance de la température absolue d’un émetteur noir. 

Loi de Stefan-Boltzmann. La loi de Planck établit la relation 
entre l'intensité du rayonnement et la longueur d’onde. La quantité 
globale de l’énergie émise par unité de surface d’un corps noir par 
unité de temps se calcule d’après la loi de Stefan-Boltzmann. Cette 
loi a été établie empiriquement par J. Stefan en 1879, puis démon- 
trée théoriquement en 1884 par Boltzmann. 

La quantité totale de l'énergie émise par un corps noir à la tem- 
pérature Z' peut s’obtenir en intégrant l’équation ([X.8) 


_f + dà 
oies TETE TT 
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Introduisons une nouvelle variable # telle que x = C,/(AT); alors, 
du = —CdAl(A2T), d'où dà = = dx, mais À—C, (xT), donc 


dh= — ET du = — LE du. 


Portons les résultats obtenus ne l'équation initiale 


C Ti 43 
EC, | C1 dx, 
0 
ou 
T + " 3 
EC | “1 dx. 


L'intégrale est prise par parties. 
En développant la fonction de l’intégrande en série 


6 (1 + 1/21 + 1/33 +...) = nt/15 = 6,494, 
on obtient 


6,494 
E=—— Ci —— T* ( 
ou 
Es = GT", (1X.12) 


où Op = 2,67-10-8 W/(m°-K*). Cette grandeur s'appelle, d'après 
l'usage, constante de Stefan-Boltzmann. 

La quantité totale de l'énergie rayonnée par un corps noir est 
directement proportionnelle à la quatrième puissance de la tempé- 
rature de l'émetteur. 

Dans les calculs techniques il est plus commode d'appliquer la 
loi de Stefan-Boltzmann sous une autre forme 


E, = Co (T/100), (IX.13) 


où Co = Go°108 est le coefficient de rayonnement d’un corps noir. 

La loi de Stefan-Boltzmann peut être appliquée aux corps gris. 
A cet effet on introduit la notion de degré de noirceur, défini comme 
le rapport de la valeur du flux rayonnant d’un corps gris à la valeur 
du flux rayonnant d’un corps noir à la même température, c’est-à- 
dire 


E —= EIE,, E —_ EE, = e0oT*. 
Donc, 
E = C (T/100}', (IX.14) 


où € est le degré de noirceur, e = 0 — 1; C, lexcoefficient de rayon- 
nement d’un corps gris, C — Ù — 5,67. 
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Les méthodes thermodynamiques sont appliquées à l'étude des 
systèmes différents, aussi bien classiques que quantiques. Les lois 
thermodynamiques peuvent s’employer pour explorer non seulement 
la matière, mais aussi le champ, et notamment, le champ du rayonne- 
ment électromagnétique, c’est-à-dire thermique. 

Un rayonnement peut être envisagé du point de vue de la mé- 
canique quantique, de l’électrodynamique, de la physique statisti- 
que. On peut aussi expliquer certaines de ces lois si on utilise la 
notion d'équilibre, l'équation fondamentale de la thermodynamique, 
la méthode des potentiels thermodynamiques. 

Si dans une certaine région l’espace rayonnant est en équilibre 
avec les corps environnants, le rayonnement est dit d'équilibre. 
Dans le cas d'équilibre thermique de deux corps, leurs températures 
sont égales. 

Du point de vue de la thermodynamique, le rayonnement d’équi- 
libre est un système de déformation thermique caractérisé par la 
coordonnée de déformation donnée par le volume, la coordonnée ther- 
mique donnée par l’entropie, le potentiel thermique donné par la 
température 7 et la force généralisée définie par la pression p (il 
s’agit en l'occurrence de la pression de lumière). 

Cette approche suggère une analogie externe entre le rayonnement 
d'équilibre et le gaz. En retenant que l’aspect quantique du rayonne- 
ment est associé à la notion des « particules » de lumière ou photons, 
l'émission d’une cavité s'appelle « gaz photonique ». 

Les lois de l’électrodynamique permettent d'établir l'équation 
d'état du rayonnement d'équilibre 


pV = UJ3. 
En désignant U/V par u, on obtient 
p = u/3, 


où uw est l'énergie spécifique du rayonnement d'équilibre. 
L'entropie du rayonnement dans un volume peut s'écrire 


S = sy. 
Déduisons la loi de Stefan-Boltzmann qui dans les calculs techni- 


ques présente le plus d'intérêt. 
Utilisons l'équation fondamentale de la thermodynamique 


dU = TdS — pd. 
Le processus de rayonnement d'équilibre étant isotherme, il vient 
(OU/0V)r = T (9S/0V)r — p (IX.15) 


D'après cette dernière expression il n’est pas encore possible de dé- 
terminer l’entropie ; il faut remplacer la dérivée du deuxième mem- 
bre de l'égalité. A cet effet il faut connaître la fonction thermodyna- 
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mique où le volume figure encore sous le signe de la différentielle, 
alors que l'entropie n’y figure pas. Cette fonction est l'énergie libre 


dF — —SaT — pd. 
Pour cette fonction les relations de réciprocité sont 
(0S/0V)r = (dp/dT)v. 
Maintenant l’expression (1X.15) peut s’écrire 
(OU/0V)r = T (0p/ôT)y — p 
ou 
T (9p/0T)y= (OU/0V)r+ p. 
Mais U = uV'; donc, 
dUIdV = u + VduldY. 


En retenant que u dépend seulement de la température et que p = 
= u/3, on a 
1 du u 
du 
ou 
TduldT = 4u. 


En séparant les variables et en intégrant, on obtient l'expression 
analytique de la loi de Stefan-Boltzmann 


où ©, est la constante d'intégration; cette grandeur n’est pas déter- 
minée par les méthodes thermodynamiques. 

La loi de Lambert (loi du cosinus) permet de donner l'évaluation 
quantitative de la radiation dans une direction fixée, lorsque l’émis- 
sion de la surface dans la demi-sphère est d’une allure diffusive et 
est uniformément répartie dans le volume. 

La quantité totale de l’énergie du rayonnement transmise par 
diffusion par un élément de la surface dF peut se déterminer comme 


dQ = EdF = C (T/100) 4F. (IX.16) 


La loi de Lambert affirme que la quantité de l'énergie rayonnante 
transmise dans la direction q par rapport à la normale à l'élément 
dF est proportionnelle à l'angle spatial: dans lequel est émis le 
rayonnement dQ et à cos æ (fig. IX.6), c’est-à-dire 


dQy = En dQ cos p 6F, (IX.17) 


où £Æ, est l’énergie du rayonnement suivant la normale à dF. 
Cherchons la relation entre Æ et E,. L’angle solide est défini par 
analogie avec l’angle plan. 
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n 


dF, 
Fig. IX.6. Déduction de la loi de Lambert 


Fig. 1X.7. Détermination de l’angle spatial en coordonnées sphériques 


Pour l’angle plan 
dp = ds/r, 


où ds est l’arc sur lequel repose l'angle plan. 
Pour l’angle solide 


dQ = dF/r?. 


En déterminant la longitude à l’aide de Y (fig. IX.7) et à l’aide de 
< la distance polaire, c’est-à-dire 90° moins la latitude, passons à 
un rectangle sphérique infiniment petit dF,, dont les côtés sont 
rde et pd = r sin @ di. Maintenant, dQ = dF,/r° = sin q de dy. 
En portant la valeur de l'angle solide dans (IX.17), on obtient 


dQy = En Sin cos q dp dy dF. 
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Pour une demi-sphere 


LE ( 
dQ = \ dQ,=E, dF | dy | sinpcospdy. 
ù 


Mais cos gdp = d (sin p); donc 
dQ = En dF2n |à sin? q (x: 
dQ = n£E, dF. 


En comparant le résultat obtenu avec (IX.16), on voit que 
E, = Eln. (IX.18) 


Cette relation témoigne du fait que le flux rayonnant dans la direc- 
tion de la normale est x fois inférieur au rayonnement par diffusion 
dans la demi-sphère. 

La quantité d'énergie émise dans la direction @q par rapport à la 
normale peut maintenant s'écrire 


dQy = — du cos p4F, (IX.19) 


ou 
dQ, = £,E0 do cos p dF, 


Où £y = EE 

La loi de Lambert n’est strictement valide que pour un corps noir. 
Si pour une surface grise le rayonnement vérifie la loi de Lambert, 
le degré de noirceur ne dépend pas de l'angle o et 


Les diélectriques, les surfaces oxydées des métaux enregistrent 
un écart notable de la loi de Lambert lorsque @ > 60° (fig. IX.8). 
Pour les surfaces métalliques polies, les écarts de la loi de Lambert 
sont plus importants (fig. [X.8). 

La loi de Lambert est également justifiée pour le rayonnement 
monochromatique. 

Les lois de Planck, de Stefan-Boltzmann, de Lambert sont stric- 
tement valides pour le rayonnement du corps noir, dont l'énergie 
est la plus grande de ses valeurs possibles à la température donnée. 
Ceci peut se démontrer à l’aide de la loi de Kirchhoff. 

La loi de Kirchhoîff établit la relation entre les pouvoirs d’émis- 
sion et d'absorption du corps. 

Considérons l’échange thermique radiatif entre deux surfaces 
placées de façon que le rayonnement de l’une frappe l’autre sans 
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aucune perte (fig. IX.9). Admettons que l’une des surfaces soit noire 
et sa température soit T',, et l’autre soit grise, son pouvoir d'absorp- 
tion étant À et sa température 7. 

Tant que T > T,, le transfert radiatif entre les surfaces est tel que 


g=EÆ£E—AE,, 


où E est l’énergie du rayonnement du corps gris totalement absorbée 
par le corps noir; £,, l'énergie du rayonnement du corps noir partiel- 


/ 


LD 


" “o 


Fig. 1X.8. Ecarts de la loi de Lambert: Fig. IX.9. Déduction de la loi 


1— bois: !2 — corindon: 3 — cuivre oxydé: de Kirchhoff 
4 —bismuth; 5 — alumine-bronze ; 6 — laiton 


lement absorbée par le corps gris (AE). Le reste, reflété par le corps 
gris, est absorbé par le corps noir. 

Lorsque les températures des corps s'égalisent, l'échange de 
chaleur se poursuit, mais avec un effet nul (sous ces conditions, dans 
le cas de la convection ou de la conductivité thermique, le transfert 
de chaleur s'arrête) : 


g = 0; E = AË,, 


ou 
ElA = E,. (IX.20) 
Le résultat obtenu peut être extrapolé à tout nombre de corps 
E,/A, — ElA; = ee — E (IX.21) 


Le rapport de l'énergie du rayonnement d'un corps à son pouvoir 
d'absorption est le même pour tous les corps et égal à l'énergie du 
corps noir à la même température. Ce rapport n'est fonction que de 
la température. 
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Etant donné que 
E —_ ECol*, 
en vertu de (IX.21) 


e0o1 A = 60T", 
ou 


e = À. (IX.22) 


Par conséquent, le degré de noirceur d’un corps est numériquement 
égal au pouvoir d’absorption à la température donnée. On peut en 
tirer la conclusion que l'énergie du rayonnement des corps gris est 
inférieure à celle du corps noir. De la sorte, quelle que soit la tempé- 
rature, l'énergie du rayonnement du corps noir est maximale. Les 
corps à faible pouvoir d’absorption possèdent un faible pouvoir émis- 
sif et inversement. C'est ce qui fait que pour améliorer les propriétés 
d'isolation, les parois des thermos et des vases Dewar sont couvertes 
d'un amalgame d'aluminium et d'argent (pour l'argent e = 0,02 à 
0,03; pour l'aluminium poli, € — 0,04 à 0,06). 

L'expression (IX.21) de la loi de Kirchhoff est justifiée pour 
le rayonnement intégral. Mais cette loi peut aussi être extrapolée 
aux émetteurs monochromatiques 


E;r/Aix = E,1/Aon = ee — Eos (IX.23) 


c'est-à-dire le rapport de l'énergie du rayonnement d’un corps, la 
longueur d'onde étant fixée, à son pouvoir d'absorption pour la même 
longueur d'onde et la même température, est le même pour tous les 
corps et dépend seulement de la longueur d’onde et de la température. 

Il convient de souligner que la loi de Kirchhoff est déduite pour 
les conditions d'équilibre thermique, lorsque les températures de 
l'émetteur et du récepteur sont les mêmes, et elle n’est vérifiée que 
pour ce cas. 

Nous avons déjà dit que la notion du corps noir joue un grand 
rôle aussi bien dans la théorie de l’échange thermique radiatif, que 
dans les applications techniques. Les exemples peuvent être fournis 
par les températures de brillance, de radiation et de couleur. Les 
liaisons fonctionnelles entre ces notions et la température de l’émet- 
teur deduites à partir des lois de rayonnement du corps noir sont à 
la base des méthodes optiques de la mesure des températures éle- 
vées. 

On appelle température de brillance celle du corps noir à laquelle 
l'intensité spectrale d’une longueur d'onde définie est égale à l’in- 
tensité spectrale du corps considéré à la même longueur d'onde. Par 
définition 


I, = 1}, 
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En utilisant (I1X.10), calculons l'intensité du rayonnement du corps 
porté à la température T': 


lh = C4} exp +) | 


Pour qu'un corps noir possède la même intensité de rayonnement, 
il faut le chauffer jusqu’à la température 7}: 


Jn= Chrsexp ( —-). 


En égalant les deuxièmes membres des deux dernières équations et 
en réalisant les transformations nécessaires, on obtient 


1 1 


Tb T Ca en 


À 
F 
5 


Plus le degré de noirceur (£e;) est petit, plus la différence entre la 
température réelle et la brillance est grande; puisque 0 €; << 1, 
la température de brillance 7, est toujours inférieure à la tempéra- 
ture réelle TJ. 

On appelle température de radiation une température conven- 
tionnelle que devrait avoir un corps pour que son rayonnement soit 
noir. Par conséquent, en vertu de (IX.12) 


£CoT* — Col? 
ou 
T = Fe 1. 


On appelle température de couleur celle du corps noir à laquelle 
les répartitions de l'intensité spectrale et de l'intensité de rayonne- 
ment du corps considéré coïncident pratiquement dans la marge 
visible du spectre. Pour déterminer la température de couleur, on 
utilise le rayonnement monochromatique du corps qui correspond 
à deux longueurs d'onde différentes à la température 7. Cette rela- 
tion doit être également la même pour le corps noir aux mêmes lon- 
gueurs d'onde, maïs déjà à la temperature T.. Ainsi 


c 
la: _ TG 
LL LE C ; 
re 1632 


En y portant les valeurs de J tirées de (1X.10), on aboutit à l'égalité 


1 1 In en1/EÀ 


La température de couleur 7, est toujours quelque peu supérieure à 
la température réelle 7. 
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$ IX.3. Echange de chaleur radiatif 
entre deux corps solides séparés par un milieu diathermique 


1. Problème de deux plaques parallèles 


Calculons la quantité de chaleur échangée entre deux corps dont 
les surfaces sont parallèles. Supposons que les longueurs d'onde du 
rayonnement des deux corps reposent dans la même marge spectrale 
arbitraire, la distance entre les corps est telle que le rayon émis par 
l’un des corps frappe nécessairement l’autre, et l’étendue de chaque 
surface est très grande. Autrement dit, on peut négliger les pertes en 
énergie lumineuse. D'autre part, pour chaque corps on peut écrire 


A+R=1; D =0. 
Les températures des corps sont différentes: T, = T.. 


Examinons le comportement de l'énergie émise par le corps 7 
(fig. IX.10). Le corps Z émet E,; on en tire que le corps 2 absorbe 


Fig. IX.10. Echange de chaleur radiatif entre deux plaques parallèles 


E,4, et reflète £,R.. De ce que reflète le corps 2. le corps 7 absorbe 
E,R,A, et reflète E,R,R.. De cette quantité d'énergie le corps 2 
absorbe £E,R,R.4, et reflète E,R,R'. A son tour, le corps 7 absorbe 
de là £E,R,R35A, et reflète E,RŸR3, etc. 

Exactement les mêmes raisonnements peuvent se faire pour l’éner- 
gie émise par le corps 2. A cet effet il suffit d’intervertir les indices 
dans les expressions précédentes : le corps 2 émet E., d'où le corps 
1 absorbe £.4A, et reflète E,R,. Alors le corps 2 absorbe de ce rayon- 
nement ÆE.R.4, et reflète E,R,R:, etc. 

Supposons que la température de surface du corps 7 est plus gran- 
de: 7, > T:. Alors, le flux résultant de l'énergie rayonnante est 
dirigé dans le sens du corps ? qui est récepteur de la radiation, et le 
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<orps 1 en est l'émetteur. Pour trouver l'énergie que reçoit le récep- 
teur sous l'effet de l’échange réciproque, il faut établir son bilan 
thermique. 

Le corps ? reçoit une partie de l’énergie du rayonnement du corps 
1, une partie de l’énergie du rayonnement propre reflétée par le 
<orps Z et de nouveau absorbée par la surface du récepteur, moins le 
rayonnement propre. Ainsi, 


Q = Q1 + Q3 — Q. 

Calculons la quantité d'énergie émise par le corps Z et absorbée 

par le corps 2 
Q = FIE,Ao + E,AoRiRe + E1A2RAR3S + 0e], 
ou 
Q1 = FE14: 1 + RiR: + RÂR3S + ...1. 

Si R,R: = p <1, la somme des termes de la série géométrique 

décroissante à l'infini 
1 1 
1—p,; 1—RR,° 
Donc 
Q: == E;A,F/(1 — R,Re 

La quantité d'énergie du rayonnement propre du corps 2 qui lui 

revient pour être absorbée de nouveau est 
Q2 — F (E.4,R, + E,A,RÎR;: + E,A,RÎR3 + ee 2)e 
ou 
Q2 — E,A,R;F/(1 — R,R:). 
La quantité d'énergie émise par le corps 2 
Q2: = Er. 
L’apport d'énergie totale dans le bilan du corps 2 
Q = F[EiA43/( — RiRe) + EsA43R1/ (1 — R1Ra3) — El, 
ou 
F 
Q =—— 1—RR, [E143 + E,AR, — E, (1 — R,R:)]. 
Mais A+ = (1 — R.); donc 
F 
Q= 7 Erde + El — Ro) Ra (1 Ra}. (IX.24) 


Ouvrons les crochets du deuxième membre 


F 
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En vertu de (1 — R,) = À,, on obtient après des transformations 
peu compliquées 
tee 1—R,R; 


Développons le dénominateur du deuxième membre de l'égalité 
obtenue 


1 — RiRe = 1 — (1 — À;) (1 — 42) = A1 + A4: — A4, 
mais puisque 
E —= À; ; C — Co; A; — C;1C5;: A: — CC; 


(IX.25) 


il vient 

sl — R;,R;: —_— CES + CC, — CiC2/C4. 
En retenant la valeur 

E; = C1(T:/100)'; Es = C2 (T:/100); 


reprenons la relation (1X.25) 


Q = TI TTG [Ci (T,/100)* — Co (T2/100)] PF, 


ou 
SE rer) ( 1e 
1e CC ECC CCC: (a 1) 


En divisant le numérateur et le dénominateur par C,C:/Co, on ob- 
tient 


O=ne-ne-ne Law) —(16) |F: 


Le premier facteur du deuxième membre s'appelle coefficient de 
radiation réduit 

1/Ci+1/Co—1/C) ‘éd’ 
Finalement, 


Q=Cra[ (+5) —(<2) 1F. (IX.26) 


Le coefficient réduit comprend, en plus des coefficients de l'émetteur 
et du récepteur, le coefficient de radiation du corps noir. Si l’émet- 
teur et le récepteur sont des corps noirs, la valeur de C est maximale. 
Mais si l’un des corps seulement est noir, le coefficient de radiation 
réduit est égal au coefficient de radiation du corps gris. 


32—01299 
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Etant donné que C:C, = €, le coefficient de radiation reduit peut 
être remplacé par le degré de noirceur réduit : 


| 
Eréd = = 
reg Le +L'es— 1 


Dans ce cas l'expression (1X.26) devient 
Q = &r6a5,07 [(T1/100)* — (T,100)] F. 


Dans les calculs techniques on utilise généralement la notion de 
degré de noirceur réduit. 


2. Echange de chaleur radiatif entre un corps 
et une enveloppe 


Considérons l’échange de chaleur radiatif entre deux corps dont 
l’un enveloppe complètement l’autre (fig. IX.11), la forme des deux 
corps. tout comme la position 7 à 
l’intérieur de l'enveloppe, étant 
sans importance. Une seule con- 
dition seulement est imposée: la 
surface du corps / est partout con- 
vexe (il ne peut pas rayonner vers 
lui-mème) et celle de l’enveloppe 

à partout concave. 

Pour les deux corps À + R = 
= 4, le rayonnement est diffusé, 
les températures des corps sont dif- 
férentes. La marche des raisonne- 
ments est la même que dans le 
problème précédent. 11 faut seule- 

Fig. IX.11. Echange de chaleur ment tenir compte de la circon- 
radiatif ae ne corp setuneen- stance suivante: le premier corps 

He: OS reçoit seulement la part BE,R, de 

l'énergie reflétée par l'enveloppe. 
alors que le reste, égal à (1 — 6) Æ£,R., passe outre et vient frapper 
de nouveau la surface de l’enveloppe. Alors, l'expression obtenue pour 
le problème qui vient d’être examiné 


1 — (1 — 41) ( — 42) = A1 + 42 — Aide 
devient 
1 — (1 — BA:) (1 — A2) = PA; + 4: — PA; 
(IX.27) 
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De l'équation (1X.25) on tire aussi bien la quantité de chaleur ab- 
sorbée par l’enveloppe à partir du rayonnement du premier corps 
[compte tenu de l'expression (I1X.27)]: 


_. EA.F, 
1 BAi-42— 64,4, ? 


que la quantité de chaleur émise par l'enveloppe et absorbée par 
le corps 1: 


Q,-- E:B42F; 
« BA -5 4e +BAi4e 


Maintenant pour calculer B adoptons provisoirement que 
T, = T,; alors, Q, = Q@, et F, = BF,, ou B = F,/F,. La quantité 
de chaleur échangée réellement à T;, = T, par unité de temps par 
les corps 7 et 2 se calcule de la façon suivante: 


Q= EF (IX.28) 
En retenant que 
A, = CilC,; A, = 0CiC;; EE; = 0C; (1100): 

E, = Ca (T,/100)* 


récrivons l'équation (I1X.28): 


RE LAUTS Ti LOS CiC2 T: 4 
= Teri acc [ Co nr ) Ca (5) IA 
Après les transformations 
…: 1 Ti\i [Te \S 
o= 1/C1+(F1/Fe) [1/Ca— 1/00] [( TU ) JF 
ou 


Q= CreaF [(T1/100) — (T,/100)5], 
où 


| 
1/C1—(F1/F3) (1/C:— 1/Co) d 
Tout comme dans le problème précédent, le coefficient de radiation 
réduit peut être remplacé par le degré de noirceur réduit 


| 1 
Éréd 178 = (F1/Fe) UE —1) * 


’ 
Créd — 


Et finalement 

Q = e;6a- 5,67 [(T1/100)* — (7,/100)*] F.. (IX.29) 
Il convient de noter que si F,>%5 F1, alors Crea = C, et exca = &. 
32e 
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3. Ecrans de protection 


Le rayonnement étant défini par la température, la quantité 
de l'énergie radiative peut être réglée en agissant sur la température 
de l’émetteur. Mais il arrive souvent que cette température ne se 
prête pas à la diminution et on ne peut pas ainsi affaiblir le flux 
lumineux. Alors, on utilise des écrans. Pour la protection contre le 
rayonnement thermique on emploie des écrans en matériaux à grand 
pouvoir réflectif et à faible pouvoir d'absorption. 

Supposons qu'entre deux grandes surfaces planes parallèles 1 
et 2 est placé un écran Æ en matériau si mince qu'on peut négliger 
la différence des températures de ses surfaces. Admettons qu’on puis- 
se également négliger le transfert de chaleur par convection entre 
les surfaces rayonnantes. 

Cherchons d’abord la quantité de chaleur q, échangée par les 
surfaces sans l'écran, puis la quantité de chaleur q, échangée par 
elles après sa pose. 

Envisageons deux cas. 

1. Les surfaces des corps Z et 2, tout comme les deux surfaces 
de l’écran, ont le même coefficient de radiation C;,. Le coefficient 
de radiation réduit du système peut donc s’écrire 

 _  — 
ré  4/C1+1/C1—1/Co ° 
Le flux de chaleur résultant dirigé du corps Z vers le corps 2 sans 
l'écran est 
Go = Créd [(T1/100)* — (T2/100)°. 


Lorsque entre les corps Z et 2 on place un écran, le flux thermique 
résultant a pour expression 


1 = C'réd [(T,/100)* — (Te/100)°] = Créd [(T4/100)* — 
— (7T,/100)*]. 
La dernière égalité entraîne que 
(T4/100)° = [(7,/100)* + (T,/100)*]/2. 


En portant la grandeur obtenue dans l'expression de q1: 


Qi = Créa [(T,/100)% — (T,/100)] = go/2 


Par conséquent, la pose d’un écran rend le flux thermique vers le 
corps 2 deux fois plus faible. 

La solution obtenue peut être extrapolée au cas de 2, 3, ...,n 
écrans : 


An = Go! (n + 1). (1X.30) 
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De la sorte, en présence de » écrans, le flux thermique résultant 
dirigé sur le récepteur de rayonnement diminue’ de nr + 1 fois. 

2. Considérons le cas où le coefficient de radiation des deux sur- 
faces des corps est toujours C,, et que celui des surfaces de l'écran 


est Ce. 
Alors, le coefficient de radiation réduit du système de deux corps 
en l’absence d’un écran s’écrit 


C 1 


réd0 4/0, +1/C1—1/Co 
et le flux thermique résultant du corps Z vers le corps 2 
Go = Crédo IT 1/100)% — (T,/100)*]. 


L'introduction dans le système de l’écran change le coefficient 
de radiation réduit du système 


1 


Créd L— 1/C1+1/Ce—1/Co 9 


et le flux thermique radiatif entre le corps et l’écran devient 
Qi = Créd1 [(T1/100)* — (Te/100)] — 
— Ciéa à IT e/100)% — (T./100)*]. 
La température de l'écran est, comme dans le premier cas, 
4 | 
(6) =2((6) + (5) 
et le flux thermique 


= + Cred 1 (5) - (5) |. 


HN 13 Crea 1 _ 4 Eréd 1 (IX.31) 


De la sorte, 


Par conséquent, le flux thermique résultant dépend non seulement 
du nombre d'écrans, comme cela a été démontré ci-dessus, mais en- 
core de la relation entre les propriétés optiques des surfaces émettri- 
ces et de l'écran. Cette relation est déterminée quantitativement 
par la relation entre le pouvoir d'absorption réduit (degré, de noir- 
ceur) de la source et du récepteur et le pouvoir d’absorption réduit 
(degré de noirceur) de l’écran. 

Pour le calcul de l'échange thermique radiatif, la distance de l’éc- 
ran aux surfaces émettrices n’a aucune importance. Pour calculer 
le flux thermique total, il faut tenir compte du transfert de chaleur 
aussi bien par conductivité que par convection dans le milieu qui 
constitue l’espace entre l’écran et les corps émetteurs. 


502 ÉCHANGE DE CHALEUR PAR RAYONNEMENT (CH. IX 


4. Echange de chaleur radiatif entre les éléments 
des surfaces de chauffe disposés arbitrairement 


Ordinairement les corps qui échangent la chaleur radiative sont 
disposés dans l’espace arbitrairement l’un par rapport à l’autre. On 
peut donc extraire à la surface de chaque corps des éléments carac- 
téristiques et examiner l'interaction thermique qui les sollicite. 


GG, sr. 
AD 'T 
TE 
, / 
n, / P. / 
/ 
n; / / 
/ d£ 
( 
oF. 
22 ! 
dF: Ki 8F.' 


Fig. IX.12. Déduction de la formule du coefficient angulaire 


Soient dF,etdF, les éléments des surfaces arbitrairement disposés 
dans l’espace. dont les températures sont respectivement T,; et T. 
(fig. IX.12). Les pouvoirs absorbants de ces éléments sont 4, et 4,, 
les coefficients de radiation C, = &;Co = AC, et Co = 8:Co4 Co. 
La distance entre les centres des éléments est r, et les angles entre 
r et les normales aux plans des éléments, p, et . 

Maintenant, l’angle de vision dF, à partir de dF, 


dw — dF, cos p./r*. 


L'énergie émise par diffusion par l'élément dF, vers dF, peut se 
calculer d’après la loi de Lambert ([X.19) 


dQ, = 1 dF, de, cos qi. 
ou 
dQ,=C, (+ 7) | LES ar, dF, (IX.32) 
1 (aus 2° 


1 Le 
L'énergie absorbée par le deuxième élément 


dQ21 -= Ao dQ, — AE ES ASE dF, dF.. 


Ci 100 71r 
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En admettant que le degré de noirceur des éléments de la surface 
soit élevé. l'énergie de rayonnement du deuxième corps vers le pre- 
mier, absorbée par ce dernier. se calcule d’après l'expression 

CC [ Ta \4 COS Qu COS Ga 
dO ef £ —=) ORCSE qF, dF,. 
[ACL ar* 


Ainsi. la quantité de chaleur échangée entre les éléments des 
surfaces s'écrit 


0Q 0Q: 2-1 — 0Q, 2. 


ou 


do = See [() (HE) fete ar, ae, 


ar 
d'où l’on tire 
pe t TT, \4 T, \htcosq, cos po 
dQ-Cxal (à) —(<e) PES Par, dF,. (IX.33) 
où Ce —= CiCs/Co: 
En intégrant es 33) par rapport à F, et F,, on obtient 
4 * COS Fr COS Pa es 
Q = Cri (5% 100 | — { ) | | dE \ SF NES dEs.  (X.3) 
Fa 
Pour résoudre l'équation té la täche la plus compliquée est 
de calculer le groupement 


pe | AP, | HSE Gr, (IX.35) 
Fi Fa 
Celui-ci a la dimension de la surface et s'appelle surface de radiation 
mutuelle. Par conséquent, le problème de calcul de l’échange de cha- 
leur radiatif entre deux corps placés arbitrairement dans l’espace 
se ramène. au fond, à la recherche de la valeur de la surface de radia- 
tion mutuelle ,.. 

Le rapport du flux de rayonnement émis par la surface d’un corps 
vers celle d’un autre corps au flux total de rayonnement propre 
émis par toute la surface du premier corps dans les directions Îles 
plus différentes dans les limites de l'angle solide demi-sphérique 
s'appelle coefficient de radiation angulaire moyen ou coefficient d'ir- 
radiation noté x. Par définition, pour deux surfaces de chauffe 


Piz — Qis/Q15 Par — Qe1/Q2- (IX.56) 
Si le flux thermique radiatif total à partir du corps Z peut s'écrire 
Q — C (T,/100) °F, 


et le flux de rayonnement du corps Z vers le corps 2 déduit de (1X.39) 
comme 


A nr: 


Qu =C (5) | aF, | SE RME 07/2 
É 


la relation (1X.36) permet de tirer que w,, = F,./F.. 
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D'une façon analogue ms, = Fo/Fa. 
Les deux dernières expressions donnent l'équation de mutualité 
des coefficients angulaires 


P12F71 = Perl sel (IX.37) 


Cette équation est justifiée sous la condition que les flux radiatifs 
émis par les surfaces qui participent aux échanges thermiques sont 
diffusés. Les valeurs des flux ne changent pas suivant les surfaces 
correspondantes. 

Lorsqu'on examine l’échange de chaleur radiatif dans un système 
à n surfaces, on peut écrire pour chaque couple de surfaces 


Pari = QuiFh 


où i=1,2,3, ..., n:k = 1, 2,3, .... n. 
En général, lorsque la surface d’un corps possède une concavité, 
elle rend possible l’auto-irradiation (i = À); il vient 


Qui = QiilQi. 


Si les corps forment un système fermé, on a 


ñn 


; Pin = 1. 
| 


La somme comprend également le terme ;;. 

Les flux thermiques radiatifs émis par les surfaces de certains 
corps vers d’autres corps peuvent se calculer en appliquant la notion 
des coefficients angulaires 


Qin = PirQi- 


$ IX.4. Echange de chaleur radiatif 
dans les milieux absorbant et émetteur 


1. Particularités du rayonnement des milieux semi-transparents 


| Dans les sections précédentes nous avons envisagé le transfert 
de l’énergie du rayonnement entre les surfaces des corps solides séparés 
par un milieu transparent (diathermique). Le vrai milieu diather- 
mique, c’est-à-dire incapable d’interagir avec le rayonnement, est le 
vide absolu. Pourtant, dans de nombreux cas, un espace rempli 
de gaz peut également être considéré comme diathermique, trans- 
parent. Un grand rôle en technique commencent à jouer également 
des dispositifs qui possèdent des volumes remplis de milieux actifs 
par rapport au rayonnement, c'est-à-dire de milieux susceptibles 
d'émettre, d’absorber et de diffuser un rayonnement électromagné- 
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tique. Ces milieux sont dits semi-transparents. Parmi ces derniers 
il y en a trois qui présentent un intérêt particulier. 

Milieux de gaz. Le rayonnement thermique des gaz, c'est-à-dire 
l'émission des ondes électromagnétiques sous l'effet des impacts 
des molécules dans leur mouvement thermique chaotique, apparait 
seulement lorsque l'énergie de la collision dépasse celle de la tran- 
sition de la molécule (atome, électron) d’un niveau énergétique à 
un autre. Ceci est également vrai pour l’absorption du rayonnement 
par les gaz. Les transitions énergétiques dans les molécules de gaz 
peuvent avoir des formes différentes : oscillatoires (variation de la 
distance moyenne entre les atomes dans la molécule), rotatoires, 
électroniques (lors de l’ionisation). L'émission ou l'absorption de 
l'énergie électromagnétique dans les transitions oscillatoires et 
rotatoires sont possibles si les molécules de gaz sont électriquement 
asymétriques. L'énergie de ces transitions est telle que le rayonne- 
ment correspondant repose dans les domaines infrarouge et infra- 
rouge lointain (parfois même dans celui des micro-ondes radio) du 
spectre. Les transitions oscillatoires et rotatoires peuvent étre exci- 
tées à des températures relativement modérées (jusqu’à plusieurs 
centaines de kelvins). 

Pour les molécules symétriques des gaz tels que O,, H., N., etc., 
ainsi que pour les particules monoatomiques (gaz inertes, vapeurs 
des métaux), le rayonnement n'est possible que dans les transitions 
électroniques (transitions liées-liées d’un électron d’une orbite à 
une autre, ou transitions liées-libres lors d’une dissociation ou io- 
nisation). Le rayonnement qui correspond à ces transitions repose 
généralement dans la gamme ultraviolette du spectre, et leur énergie 
est si grande que dans la plupart des gaz elles ne sont excitées qu’à 
des températures très élevées atteignant des milliers de degrés. 
On dit souvent que les gaz simples (azote, hydrogène, hélium, etc.) 
sont transparents pour le rayonnement thermique, et dans les cal- 
culs on prend en compte seulement le rayonnement des gaz multiato- 
miques à molécules asymétriques: gaz carbonique. vapeur d'eau, 
ammoniac, hydrocarbures, etc. Il convient, pourtant, de retenir 
que ces affirmations sont conventionnelles: aux températures de 
l’ordre 5 000 à 10 000 K et plus élevées les gaz simples deviennent 
également « semi-transparents ». 

Les gaz sans poussière ne peuvent pas diffuser ou réfléchir le 
rayonnement, leurs propriétés radiatives sont déterminées par les 
caractéristiques d'absorption qui dépendent de la fréquence du rayon- 
nement et de l’état du gaz, ainsi que de la géométrie du volume‘en- 
fermant le gaz. Les transitions oscillatoires, rotatoires et électroni- 
ques dont les gaz sont le siège à des températures modérées ne mar- 
chent qu'entre les niveaux « permis »; l’énergie des photons émis 
en cours des transitions repose dans des limites relativement ser- 
rées, c’est-à-dire l’énergie du rayonnement d’un gaz est concentrée 
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dans quelques bandes étroites des fréquences des oscillations élec- 
tromagnétiques. Pour l'absorption du rayonnement par un gaz la 
marche du processus est analogue : l'énergie est absorbée seulement 
dans des bandes des fréquences qui correspondent à l'énergie des 
transitions permises. On dit donc que l'émission et l'absorption des 
gaz sont sélectives. Le nombre et la position des bandes dans le 
spectre sont déterminés par la nature du gaz. alors que la largeur 
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Fig. IX.13. Relation entre le pouvoir absorbant du gaz carbonique d'une part 
et la longueur d'onde et la température de l'autre: 
1— T= 830 K: 2 — T -- 3000 K 


des bandes et la distribution de l'intensité d'émission et d'absorp- 
tion suivant la fréquence dans les limites de la bande, par l’état 
du gaz (température, pression) et le parcours des rayons dans le 
gaz. 
Les processus d'ionisation et de recombinaison des molécules 
et des atomes de gaz, qui peuvent avoir lieu à des températures 
suffisamment élevées, donnent lieu à des transitions libres-libres, 
lorsque le photon émis (absorbe) peut pratiquement avoir n'importe 
quelle énergie, et le rayonnement qui lui correspond, n'importe 
quelle fréquence. C'est pourquoi la température du gaz allant en 
augmentant, dans son spectre les zones continues d'émission et 


d'absorption de l'énergie rayonnante jouent un rôle de plus en plus 
important. 

La figure IX.13 représente le spectre d'absorption du gaz carbo- 
nique, et la figure IX.14, celui de l'air à température élevée et pres- 
sions différentes. Les courbes montrent à quel point la variation, en 
fonction de la fréquence, de la pression et de la température, du 
coefficient d'absorption des gaz est forte et irrégulière. Ceci rend 
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très difficile, et parfois incertaine, l'utilisation des données spectra- 
les pour le calcul pratique de l’échange de chaleur radiatif. Il s'avère 
plus commode d'employer les caractéristiques spectrales ou intégra- 
les du degré de noirceur du volume de gaz &., (1X.55) et €, (I1X.58), 
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Fig. 1X.14. Relation entre le coefficient d'absorption de l'air et la fréqunece 
pour 7 = 10 000 K et des pressions différentes: 


lignes verticales correspondent aux raies spectrales où l’&bsorption est de 2 à 4 ordres plus 
forte que dans les domaines voisins du spectre 


cette dernière pouvant s’obtenir soit par intégration des courbes spec- 
trales par rapport à la fréquence, soit expérimentalement, en mesu- 
rant le flux rayonnant émis par le gaz. 

Milieux empoussiérés. On dit empoussiérés, ou plus exactement 
biphasés, pour des milieux dans lesquels les particules solides et 
plus rarement liquides sont en suspension dans un gaz diathermique 
ou émetteur. Les dimensions des particules peuvent être les plus 
variées, depuis quelques millimètres jusqu'à quelques microns. Les 
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cas typiques sont pourtant ceux des dimensions des particules sensib- 
lement supérieures à la longueur moyenne des ondes du rayonnement 
thermique à la température donnée. Les exemples typiques de tels 
milieux sont donnés par les produits de combustion des combustib- 
les naturels solides comportant des particules en suspension de 
cendre et de combustible qui brüle. 

Flamme lumineuse. Ce milieu semi-transparent constitue un 
flux de gaz émetteurs mélangés aux particules émettrices solides. 
A la différence des milieux empoussiérés, la flamme contient des 
particules émettrices dont les dimensions sont commensurables avec 
les rayons d’onde du rayonnement thermique ou plus petites, depuis 
des fractions de micron jusqu’à des centaines d’angstræms. Ce sont 
des particules de suie produites par la combustion sous l'effet de la 
décomposition thermique des molécules des hydrocarbures. 

Les flux empoussiérés et la flamme (ainsi que les aérosols) se 
distinguent par le pouvoir de diffuser sensiblement le rayonnement 
qui les traverse, ce qui fait dire qu'ils sont troubles *). 


2. Caractéristiques du rayonnement 
et de l'absorption volumiques 


Dans le cas général, un milieu semi-transparent peut émettre 
un rayonnement propre et absorber ou diffuser le rayonnement in- 
cident pénétrant du dehors à travers la frontière du volume. L'in- 
teraction du rayonnement avec la matière du milieu au sein du vo- 
lume détermine la formation du champ de rayonnement caractérisé 
par une distribution définie de l'énergie électromagnétique suivant 
les fréquences et l’espace. 

Tout comme dans le cas de l'émission à partir de la surface d’un 
corps opaque, le rayonnement volumique peut avoir une caracté- 
ristique spectrale (monochromatique) associée à l'émission à la fré- 
quence donnée (plus précisément, à l’émission comprise dans un 
intervalle infiniment petit de fréquences de v à v + dx) et totale 
(intégrale) relative à toute la gamme de fréquences. Dans le cas des 
grandeurs additives, le passage des caractéristiques spectrales aux 
caractéristiques intégrales se fait par simple intégration de la gran- 
deur spectrale par rapport à la fréquence. comme, par exemple, 
c'était le cas du passage de la formule de Planck (IX.8) à celle de 
Stefan-Boltzmann (1X.12). Pourtant, le sens physique de nombreu- 
ses grandeurs rend impossible la sommation de cette sorte et impose 
l'introduction de certaines valeurs «efficaces » conventionnelles 
vérifiant les lois compliquées de mise en moyenne. Des exemples 
peuvent en être fournis par les coefficients d'absorption intégraux 


. *) On rapporte également aux milieux semi-transparents certains corps 
solides (verre, cristaux) et liquides, surtout dans les couches relativement min- 
ces. 


V2 
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introduits dans ce qui suit, la longueur optique du rayon, etc. Dans 
ce qui suit on examine en premier lieu les caractéristiques spectrales 
affectées de l'indice v. 

La caractéristique la plus détaillée du rayonnement (sa brillance) 
dans le volume est l'intensité spectrale I, , définie comme le flux 
d'énergie dQ, de fréquence donnée passant dans la direction s don- 
née (fig. IX.15) par une aire 
élémentaire dF, perpendiculaire 
à la direction s, dans les limi- Pad 
tes d'un angle solide élémen- 
taire duw.,, et rapporté à l'unité 
de surface, à l'unité de l'inter- 
valle fréquentiel et à l’unite 
de l'angle solide : 


d9s - 
ls = ris dus (IX.38) 


d0y 


dus 


Dans le cas général, l’inten- 
sité de rayonnement dépend Ad 
de la position du point dans le 
volume du milieu, de la fré- dFs 
quence, de la direction dans la- 
quelle est envisagé le flux. Dans Fig. IX.15. Illustration de la notion 
les processus non stationnaires d'intensité du rayonnement dirigée 
elle dépend également du temps. 

Après avoir trouvé l'intensité de rayonnement en chaque point 
du volume pour toutes les directions et fréquences, on peut calculer 
toutes les autres caractéristiques du rayonnement, y compris la 
quantité de l’énergie transmise par le volume à la surface qui l’entou- 
re, ou de la surface qui l’entoure au volume, ainsi que transmise par 
certaines zones de la surface à d’autres zones. 

Le rayonnement propre du milieu se compose du rayonnement 
spontané produit par les transitions aléatoires des particules à partir 
des états excites et à des états énergétiques inférieurs, et du rayonne- 
ment induit (forcé), dù aux transitions des particules à des niveaux 
inférieurs sous l’action d’un champ électromagnétique extérieur. 
Le rayonnement spontané dépend de la nature de la matière et de 
son état thermodynamique, et le rayonnement induit, encore de 
l'intensité du champ extérieur (du rayonnement incident). Le rayon- 
nement propre peut, en général, avoir une distribution irrégulière 
suivant des directions différentes issues du volume donné. Du point 
de vue de calcul, il s’est avéré commode d'envisager le rayonne- 
ment induit comme une « absorption négative » et le prendre en 
compte avec l’absorption réelle. On entend donc, généralement, par 
rayonnement du milieu le rayonnement volumique spontané. 

Le rayonnement spontané d’un volume élémentaire du milieu 
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est caractérisé par la valeur de la densité angulaire du rayonnement 
spontané volumique j., égale au flux d'énergie de fréquences v émis 
par unité de volume en unité de temps dans les limites d'un angle 
solide unitaire dans la direction donnée s: 


: : dQ, 4 
NE Tv, : (IX.39) 


Pour un milieu isotrope dans les conditions de l'équilibre thermo- 
dynamique l'émission de l'énergie ne dépend pas de la direction; 
donc, en multipliant la grandeur j, par l'angle solide total 4x qui 

Iv.s Iv,s+ dl,,s 


lysm, \ M 


Fig. IN.16. Atténuation de l'intensité du rayonnement incident sur la trajec 
toire du rayon 


entoure le volume élémentaire, on obtient ce qu'on appelle densité 
spectrale volumique du rayonnement spontané n.,. qui est la quantité 
de l'énergie du rayonnement à la fréquence donnée émise par unité 
de volume en unité de temps dans toutes les directions: 


My = AT, (1X.40) 


L'absorption et la diffusion du rayonnement qui passe par le 
volume dans la direction s (fig. IX. 16) affaiblissent le rayon sui- 
vant la loi de Bouguer, d'après laquelle la décroissance relative 
de l'intensité du rayonnement incident sur un parcours infiniment 
petit ds est proportionnelle du fait de son absorption et de sa diffu- 
sion à la longueur du parcours du rayon 

= = —K, ds. (IX.41) 

Le coefficient de proportionnalité Æ, est appelé coefficient d'at- 
ténuation efficace du milieu et constitue une somme des coefficients 
d’absorption a, et de diffusion B, efficaces : 


K,= a, +, (1X.42) 


L'intégration de (IX.41) par rapport à la directions suivant la 
longueur ! du point M, jusqu’au point M, donne Ia valeur de la 
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partie de l'intensité du rayonnement qui frappe l'objet au point 
M, et qui passe non absorbée jusqu'au point V/,: 
l 
| 8, Mo — I. 4, Mi exp ( ET | A, ds) “ (1X.43) 


(U 


L'exposant de (IX.43) s'appelle longueur spectrale optique du 
rayon dans le milieu d'atténuation 


I 
= | K, ds. (IX .44) 


( 


Si les propriétés radiatives du milieu sont constantes dans tout 
le volume. alors À, — const et /, , = K,l = |. Dans ce cas 


CE K L -{,, e æ 
Tv me=lvs anne = lsune (IX.45) 


La quantité générale d'énergie de fréquence v qui frappe le vo- 
lume à partir de toutes les directions et qui est absorbée par ce volume 
est définie par la densité spectrale volumique du rayonnement ab- 
sorbé M abs v 


Mans = 8 | do. (IX .46) 


17 


En présence de l'équilibre thermodynamique du milieu et du 
rayonnement, la quantité d'énergie absorbée par le volume élé- 
mentaire doit être égale à celle que le volume émet. Il faut alors 
retenir que l'intensité du rayonnement dans les conditions d eéqui- 
libre est exprimée par la loi de Planck (1X.1) et ne dépend pas de 
la direction. Dans ce cas l’intégration de (1X.46) conduit à la rela- 
tion 


Mabsev — vor \ do, = Ana, los. (1X.47) 
ïa 


Ainsi. la densité volumique du rayonnement spontané du milieu 
peut être exprimée à l’aide du coefficient d'absorption efficace du 
milieu et l'intensité du rayonnement noir 


Nsv = Mabsv = AT 0,» (1X.48) 


L'équation (I1X.48) traduit la loi de Kirchhoff pour le rayonnement 
volumique, en associant les caractéristiques émettrices et absor- 
batrices du milieu. 

Dans les conditions réelles d'échange de chaleur radiatif l’equi- 
libre thermodynamique ne se manifeste pas entre la matière et le 
rayonnement, la matière recevant l'excédent ou émettant l'énergie 
lumineuse Napsy 5, En toute rigueur, dans ces conditions, 
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la loi de Kirchhoff n'est déjà plus observée. Les problèmes que pose 
le rayonnement de non-équilibre sont très compliqués et pas suf- 
fisamment élaborés. On adopte donc ordinairement dans les calculs 
l'hypothèse de l'équilibre thermodynamique local, d’après laquelle 
entre les particulesélémentaires de la matière il existe en chaque point 
du volume un équilibre thermodynamique, malgré l’absence de cet 
équilibre entre la matière et le rayonnement. Dans ces conditions, 
les propriétés radiatives de la matière sont les mêmes que pour la 
température d'équilibre qui correspond à la température de la ma- 
tière au point donné. 


3. Equation du transfert de l'énergie du rayonnement 
dans un milieu semi-transparent 


Lors du passage d'un point à un autre l’intensité du rayonnement 
change incessamment sous l'effet des processus d'absorption (c'’est- 
à-dire de la transformation de l'énergie rayonnante en énergie du 
mouvement chaotique des microparticules du milieu), d'émission 
{c'est-à-dire de la transformation de l'énergie du mouvement ther- 
mique en énergie du rayonnement électromagnétique) et de diffusion 
qui marchent simultanément. La dominance de tel ou tel des proces- 
sus mentionnés affaiblit ou accroît l’intensité du rayonnement dans 
le sens du rayon. Pour un volume élémentaire dV situé sur la trajec- 
toire du rayon (fig. IX.17), l'équation du transfert de l'énergie radia- 
tive s'obtient par composition du bilan d'énergie du rayonnement 
compris dans l'intervalle fréquentiel de v à v + dv et se propageant 
dans la direction donnée. La grandeur qui nous intéresse est la va- 
riation de la quantité d'énergie du rayonnement entre la sortie du 
volume élémentaire et l’entrée dans ce volume (dans la direction s). 
Ecrivons d’abord le bilan d’énergie, en appelant chacun des termes 
incidents : 


Différénce entre l'énergie du 


rayonnement issue du volume 
élémentaire dans la direction 
s ct le frappant dans la même 


direction 


Renforcement du faisceau par 

rayonnement spontané à partir 

du volume élémentaire dans la 
direction s 


Atténuation du flux initial sur 

lo parcours ds par suite de 

l’absorption et de la diffusion 
efficaces 


Renforcement du flux par 
diffusion dans la direction s 
du rayonnement entré dans le 
volume élémentaire à partir 
de toutes les autres directions 
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Le premier membre de l'équation du bilan est la variation de 
l'intensité du rayonnement 


dO,.s+as Peu dQ,.s = dl, dF dw., 


où d1, , est la variation sur le parcours ds de l'intensité du rayonne- 
ment caractérisé par la fréquence « ; dF,, l'aire de la base du cylin- 


S 


Fig. 1X.17. Bilan de l'énergie rayonnante d'un volume élémentaire : 


1 — flux de rayonnement qui frappe le volume dans la direction s :; 2 — flux de rayonnement 
passé dans la direction # ; 3 — partie du rayonnement incident absorbée dans le volume dV': 
4 — partie du rayonnement incident diffusée dans le volume dV; 5 — flux de rayonnement 
qui frappe le volume dV depuis la direction s° ; 6 — partie du rayonnement incident diffusée 
dans la direction +’; 7 — rayonnement propre (spontané) du volume dans la direction # 


dre élémentaire perpendiculaire à la direction s; dw,, l’angle solide 
élémentaire autour de la direction s. 

L'atténuation du faisceau par suite de l’absorption (c’est-à-dire 
rendant compte de l’absorption aussi bien réelle que de l'émission 


réduite) et de la diffusion efficaces est suivant la loi de Bouguer 
(IX.41) 


dQ att Ve — K,T,,s ds aF, dws- 


Le renforcement du faisceau par l’émission spontanée est pro- 


portionnel à la densité volumique du rayonnement spontané 1... 
au volume élémentaire dV et à l'angle élémentaire dw,. En tenant 


33—-01289 
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compte que le rayonnement spontané est réparti uniformément dans 
l’espace suivant l'angle solide total (sphérique) 4x, on peut écrire 


dQs., = “ÆE dV du. 


En appliquant Ia loi de Kirchhoff (1X.48), on peut exprimer cette 
grandeur à l’aide de l'intensité spectrale du rayonnement noir /,., 
à la température du milieu au point considéré. et à l’aide du coeffi- 
cient d'absorption spectral efficace «,: 


dQ.., = lo, dV du. 


Le renforcement du faisceau sous l'effet de la diffusion dans la 
direction s s'exprime de la façon suivante. Le flux d'énergie rayon- 
nante /,,..4dF,dw,, où dF,. est la projection du maître couple du 
volume élémentaire sur un plan perpendiculaire à s”, vient frapper 
le volume dV à partir d'une direction arbitraire s” dans les limites 
de l’angle solide dw,. De cette quantité d'énergie dans la direction 
s’ est diffusée sa part proportionnelle au parcours ds’ dans la direc- 
tion s”, au coefficient de diffusion B, et à l’indicatrice de diffusion 
Y,(s, s') c'est-à-dire B,7,.,%, (s. s') dF,dw,.do,/4n. En intégrant 
cette expression suivant toutes les directions s” (c’est-à-dire dans les 
limites de l’angle solide sphérique total 4x. d'où vient dans le vo- 
lume dV l'énergie rayonnante), on obtient la grandeur cherchée 


dQarv=[ + | 1,,:Y (8. 5°) du, | av do. 


On y tient compte que dF,.ds" = dV et que les valeurs des f,, du, 
et dV ne dépendent pas de la direction s’. 

Sommons (avec les signes correspondants) les expressions obte- 
nues 


di, .dF,do,— — K,T,,,dsdF, do, + 


Halo dV do, + [| I (8, s') du. |dVdo, 


AT 


En divisant tous les termes par ds dF, du, on obtient l’équation 
du transfert d'énergie dans un milieu diffuseur semi-transparent 


dly, « y ÿ ; é. 
TE = aylo,v—Kyls.s+ À | 1,,.,(s. s')dw.. (IV.49) 


AT 


La condition aux limites de l'équation du transfert (1X.49) est 
donnée ordinairement sous la forme de relation entre les valeurs de 
l'intensité du rayonnement aux points V de la surface frontière à 
caractéristiques radiatives de la surface. On peut, par exemple, écrire 
l'intensité du rayonnement efficace de la surface comme l'intensité 
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du rayonnement /,,_,, se propageant dans la direction de la normale 
intérieure à la surface —n — s, et égaler cette grandeur à la somme 
du rayonnement propre de la surface et du rayonnement qu'elle 
réfléchit. Le rayonnement réfléchi s'exprime alors à l’aide du rayon- 
nement incident, c'est-à-dire de l'intensité du rayonnement 7, ;, 
incident au point #V de la surface, en provenance de toutes les di- 
rections s’ dans les limites de la demi-sphère du côté de l’objet 
émetteur. Dans le cas d’une surface émettant et reflétant par dif- 
fusion, les conditions aux limites sont exprimées par l'équation 
Loin = Evo very + À sn cos(s". n) dus. (IX.50) 


AE 


Ici 1,4 — lper. est l'intensité du rayonnement efficace de la 
surface ; &, et r,, le degré de noirceur et le pouvoir de réflexion spec- 
traux de la surface; 74, r... l'intensité du rayonnement d'équilibre 
à la température de la surface au point #. 

L'équation du transfert et sa condition aux limites sont très 
compliquées même sous les restrictions simplificatrices déjà faites. 
La présence de la diffusion fait que les équations de la propagation 
de l'énergie sont intégro-différentielles et l’allure volumique du 
processus de rayonnement oblige d'écrire la condition aux limites 
(IX.50) sous la forme d’une équation intégrale. Pour utiliser prati- 
quement ces équations, par exemple, pour la recherche du flux rayon- 
nant efficace émis par un élément de surface dans la région du point 
N, il faut les intégrer ensemble aussi bien par rapport à la longueur 
que par rapport à la direction de chacun des rayons issus du point 
N dans la direction du volume semi-transparent. Dans le cas gené- 
ral, ces équations ne se prêtent pas à la résolution analytique. Même 
en appliquant des solutions approchées (y compris les méthodes 
numériques de résolution sur des ordinateurs). il faut introduire 
de nombreuses restrictions simplificatrices sur la géométrie du 
système, les propriétés radiatives du milieu et des surfaces, la dis- 
tribution de la température, etc. Les difficultés sont particuliere- 
ment grandes pour le calcul du rayonnement des gaz. du fait du spec- 
tre de bande de leur rayonnement et de la dépendance brutale de 
leurs caractéristiques radiatives par rapport à la fréquence du rayon- 
nement et la température. 


4. Degré de noirceur et pouvoir absorbant 
d’un volume de gaz 


L'une des méthodes usitées de calcul d'échange thermique radia- 
tif est la méthode de passage des caractéristiques volumiques du 
rayonnement aux caractéristiques rapportées à la surface délimitant 
le volume du milieu semi-transparent. Ces caractéristiques superfi- 
33% 
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cielles sont le degré de noirceur e, et le pouvoir d'absorption A, du 
volume de gaz. 

En introduisant plusieurs restrictions, intégrons l'expression 
(IX.49) le long de la direction s, du point W de la surface limite jus- 
qu’à un point arbitraire M du volume du milieu (fig. IX.18). Exa- 
minons le milieu non diffuseur (tel que, par exemple, un gaz non 
empoussiéré). Le coefficient de diffusion est alors nul, et le coeffi- 
cient d'atténuation devient égal au coefficient d'absorption: 
K, = a... Avec ces restrictions l'équation ([X.49) se met sous la 
forme 


div. s 


FE = y (Lo, v— 1, 8) (IX.51) 


Si on suppose encore que les propriétés radiatives du milieu sont 
constantes dans le volume, il devient possible d'intégrer l’équation 
(IX.51) sous une forme explicite. Ramenons-la à la forme 


dTv. s 


er 
pour obtenir par intégration 
I, = lo. et ve + To, v(1—e 7). (IX.52) 


Ici Zher , est le rayonnement efficace de la paroi, c'est-à-dire l’in- 
tensitée du rayonnement qui en provenance de la paroi frappe la 
base de la colonne de gaz au point W dans la direction s. 

Le premier terme du deuxième membre de (IX.52) est l’énergie 
du rayonnement qui frappe la base de la colonne de gaz au point 
N et qui sur le parcours entre les points W et W reste non absorbée. 
Le deuxième terme traduit la part du rayonnement propre de la 
colonne de gaz dans la direction s, qui reste non absorbée sur le par- 
cours l’, du point jusqu’au point A1. Calculons l’énergie émise en 
propre par le gaz (sans tenir compte du rayonnement efficace des 
parois), qui passe par une aire arbitraire dF de toutes les directions 
possibles et qui traversent l’aire de gauche à droite (fig. IX.18). 
A cet effet il convient de multiplier l’intensité du rayonnement don- 
née par le deuxième terme du deuxième membre de (1X.52), par la 
projection de l'aire dF sur le plan perpendiculaire à chacune des di- 
rections s, et par l'angle solide élémentaire dw,, puis intégrer par 
rapport à toutes les directions s d'où peut venir le flux lumineux 
sur l’aire dF, c’est-à-dire par rapport à la demi-sphère adhérente 
« à gauche » à l’aire dF 


dQ,, = | L.,(1—e"%)dF cos ÿ do. 
27 
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En divisant les deux membres de l'équation par dF on obtient Îa 
valeur de la densité superficielle (demi-sphérique) du flux produit 
par le rayonnement du volume de gaz 


Egy = = ,v | (A—e-%l)cost de.  (IN.53) 


La longueur du parcours / diffère dans chacune des directions s, et le 
résultat de l'intégration dépend de la configuration du volume de 


Fig. IX.18. Détermination du degré de noirceur d'un volume de gaz: 


1 — colonne de gaz qui forme le rayonnement dans la direction « en Ron M; 2 — rayons 
de longueur différente qui atteignent l’aire dF; 3 — volume de gaz dont le rayonnemen t 
n’atteint pas l'aire dF: 4 — demi-sphère adhérente à l’aire du côté gauche 


gaz. Pour un volume demi-sphérique qui émet vers le centre de la 
base, ! — R = const; alors, on obtient par integration 


Ees — (1 — e”a,R) A0. 
En vertu de la loi de Lambert (1X.19) le produit x/,, est la 


densité spectrale demi-sphérique du rayonnement du corps noir 
E,., à la température du volume de gaz ; donc 


En =(1—e-e8) E.. (1X.54) 
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On peut introduire la notion de degré de noirceur du volume de gaz 
comme les rapports de la densité superficielle du rayonnement pro- 
duit par le volume de gaz à une certaine température à la densité 
du rayonnement noir à la même température 


Eng Et = 1e he, (1X.55) 
“0V 

Dans le cas des volumes de configuration arbitraire, le degré 

de noirceur se calcule pour chaque point à la frontière du volume 

par intégration de (I1X.53), compte tenu 

à de la relation entre la longueur du rayon 

et la direction, puis on calcule sa mov- 
enne suivant toute la surface. 

Un examen plus poussé montre que 

dans le cas général le degré de noirceur 


d'un volume de gaz peut se mettre sous 
la forme 


he EE e Tyler. (1X.56) 


où {est une certaine longueur efficace 
du rayon dans le volume de gaz de 
configuration donnée. Pour le rayonne- 
ment des volumes vers toute la surface 
qui les entoure, la longueur efficace du 
rayon se calcule avec une précision suf- 
fisante par la relation approchée 


Lr = 3,6 VF.  (IX.57 


Fig. IX.19. Pouvoir d'ab- où est le volume de la cavité émet- 
sorption d'un volume de  trice; F, la surface qui la délimite. 

gaz Pour donner. l'expression du flux 

total du rayonnement, on introduit la 

notion de degré de noirceur total ou intégral du gaz, et à cet 


effet il convient d'intégrer (IX.54) suivant toutes les longueurs 
d'onde 


E.= | Edx= [ (A—e-mR)E, dv = lessFs dv. 
| : 


Le degré de noirceur intégral est défini comme le rapport du flux 
total du rayonnement du gaz E, au flux total du rayonnement noir 
à la température égale à celle du gaz 


À \ egvEo, v dv 
Se N.58: 
Er = Es - ST : (l: .D8 
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Le pouvoir absorbant d’un volume de gaz (fig. 1X.19) peut étre 
introduit en considérant l’absorption du rayonnement frappant 
l'aire élémentaire située au centre de la base du volume rempli 
de gaz absorbant isotherme. 

Conformément à la loi de Bouguer (1X.45), pour un rayon de 
direction quelconque, venant frapper l'aire dF de l'extérieur, l’in- 
tensité du rayonnement absorbé s'écrit 


Las = he AE). (1X.59) 
La densité du rayonnement absorbé se calcule par intégration 


de (IX.99) par rapport à la demi-sphère (du côté du rayonnement 
incident) : 


Enusv = | Jrrapv+ (A —e 7%) cos Ü do, — Errapy (1— € ef). (IX.60) 


. 
Û 
PL 


Le pouvoir d'absorption spectral du volume est exprimé par le 
rapport du rayonnement absorbé au rayonnement incident 
= al 
E abs Et ,(i—e vel) al A 
à Nc. IX 61 
ch Etrapv Etrap v À ) 
Pour obtenir le pouvoir d'absorption intégral, il faut intégrer 
(1X.60) par rapport à toutes les fréquences et diviser par la densite 
du flux total du rayonnement incident 


Le na 


R "7, l . | 
\ Etrapv(1—e ef) dv \ AgvEtrap + dv 
A =. Eavs 0 __0 
Etrap be de 
\ Etrap v dv \ Etrap v dv 
(D 


0 


Le pouvoir d'absorption intégral du gaz dépend de l’état du 
gaz, y compris de sa température. La distribution de l'intensité du 
rayonnement incident suivant les fréquences dépend, dans le cas 
général, non pas de l’état du gaz absorbant, mais des caractéristi- 
ques de l’émetteur qui dirige le rayonnement vers le volume de gaz, 
en particulier, de la température et des caractéristiques spectrales 
du rayonnement incident. I] s'ensuit qu'à la différence du degré 
de noirceur, le pouvoir absorbant du gaz n’est pas seulement une 
propriété physique du milieu absorbant, mais dépend également des 
conditions extérieures. Ce n’est que dans les conditions de l’équi- 
libre thermodynamique entre le rayonnement incident et le milieu 
absorbant, lorsque le rayonnement incident est noir, que les expres- 
sions (1X.58) et (IX.61) coïncident, ce qui justifie dans ces condi- 
tions la loi de Kirchhoff pour les milieux absorbant et émetteur : 


Eg Ey — À} qe 
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En utilisant la notion du degré de noirceur intégral, on peut for- 
mellement exprimer le rayonnement d'un volume de gaz par l'équa- 
tion de Stefan-Boltzmann 


E, = E,007*. (IX.62) 
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Fig. 1X.20. Degré de noirceur du gaz carbonique 
Il convient, pourtant, de retenir que la grandeur &, depend for- 


tement ici de la température, de sorte que la densité du rayonnement 
qui passe par la frontière du volume n’est pas proportionnelle à la 
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quatrième puissance de celle-ci. Ainsi, les autres conditions étant 
égales, la densité du rayonnement du gaz carbonique est proportion- 
nelle à la puissance 3,5 de la température, et celle de la vapeur d’eau, 
à la puissance 3. 

Les équations (1X.56) et (IX. 61) montrent que pour un rayon 
l,1 suffisamment long, le degré de noirceur et le pouvoir absorbant 
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Fig. IX.21. Degré de noirceur de la vapeur d’eau 


spectraux du gaz dans des bandes d'absorption isolées peuvent attein- 
dre la valeur de l'unité, c’est-à-dire les propriétés émettrices d'une 
couche de gaz dans ces bandes peuvent devenir égales à celles du 
corps noir. Pourtant, les caractéristiques émettrices totales d'un volume 
de gaz restent toujours sensiblement inférieures à celles du corps noir. 
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Ainsi, le degré de noirceur total limite de la vapeur d’eau à la tem- 
pérature de 1000 °C est de 0.6. et du gaz carbonique, près de 0,3. 


10 “EL 10° Pa 


4 8 12 16 T,10°K 
Fig. IX.22. Degré de noirceur de la couche d'air de 10 cm d'épaisseur 


Sous des pressions peu élevées, l'absorption de l'énergie rayonnan- 
te dans les gaz vérifie la loi de Beer d'après laquelle le coefficient 


1,6 


Pression générale 
=0,102-10 Pa 


O 0,01 0,02 0.03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09-10°Pa 


Fir. IX.23. Correction de l'influence de la pression sur le degré de noirceur de 
la vapeur d’eau 


d'absortion pour à la température donnée est proportionnel à la pres- 
sion partielle du gaz absorbant. Aussi, les renseignements sur le 
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degré de noirceur des gaz sont-ils donnés sous la forme des relations 
€, = f (plrT). où p est la pression partielle du gaz; l,#, la longueur 
(efficace) du rayon dans le volume de gaz. Les figures [X.20 et IX.21 
montrent le degré de noirceur du gaz carbonique el de la vapeur d'eau, 
et la figure IX.22, celui d'une couche d'air d'une épaisseur de 10 cm, 
sous des pressions différentes. La vapeur d'eau présente des écarts 
de la loi de Beer déjà sous des pressions peu importantes ; aussi. la 
valeur de exo. obtenue d'après la figure I[X.21, doit-elle être 
multipliée par le coefficient de correction f qui dépend de la pres- 
sion partielle de la vapeur (fig. IX.23). 

Si un mélange contient plusieurs gaz émetteurs, le degré de 
noirceur du mélange s'obtient par sommation des degrés de noirceur 
des composantes. Les bandes d'absorption partielle de gaz différents 
qui chevauchent, et par suite, absorbent mutuellement du rayonne- 
ment, font que le degré de noirceur réel s'avère quelque peu inférieur 
à cette somme. Ainsi, pour le calcul du degré de noirceur des 
produits de combustion qui contiennent CO, et H,0. on utilise 
l'expression 


Eg 7 Eco, + PEH,o — Ace. (1X.63) 


Pourtant. les données sur les valeurs des corrections n'existent 
que pour une marge limitée de températures et de pressions partiel- 
les; dans les calculs approchés on n'introduit pas ia correction. 


5. Echange de chaleur radiatif entre le gaz 
et l'enveloppe 


L'échange thermique radiatif entre le gaz et la paroi de l'enve- 
loppe qui entoure le gàz peut être présenté comme Île résultat de 
multiples absorptions et réflexions sur la paroi du flux émis par le 
gaz et de multiples absorptions et passages du flux émis par la 
paroi à travers le gaz (fig. IX.24). Si dans ces conditions la paroi et 
le gaz sont envisagés comme des corps gris à degré de noirceur ne 
dépendant pas de la température, le flux thermique rayonnant peut 
alors s’obtenir d'après la formule (1X.26) déduite pour le calcul 
d'échange de chaleur entre un corps solide et l’enveloppe qui l’en- 
toure, le jeu entre eux étant très petit 


q= #2 g,(Ti—Ti). (IX.64) 


Eg +Ep—Egtp 


Des complications sérieuses surviennent lorsqu'il devient né- 
cessaire de tenir compte de l'allure sélective du rayonnement et 
de l'absorption des gaz, qui détermine une dépendance importante 
du degré de noirceur par rapport à la température du rayonnement 
incident. Examinons le cas (fig. IX.24) du degré de noirceur de la 
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paroi ne dépendant pas de la température et de la fréquence du rayon- 
nement (enveloppe grise), alors que le degré de noirceur du gaz et 
son pouvoir d'absorption dépendent de la température du gaz et de 
celle du rayonnement incident, mais ne dépendent pas de la fre- 
quence (approximation du gaz gris). 

La densité du rayonnement du volume de gaz porté à la tempé- 
rature 7°, et dont le degré de noirceur est €, est à la frontière entre 
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Fig. IX.24. Echange de chaleur entre un gaz et une enveloppe 


Ag(1-%») (1-A3)E, 


le gaz et l'enveloppe E£, — <,0,T%. De cette quantité, la paroi ab- 
sorbe une partie proportionnelle au pouvoir absorbant (au degré 
de noirceur) de la paroi et égale à e,Æ,. L'énergie, égale à (1 — €) £, 
est réfléchie en arrière dans le volume, où une de ses parties est ab- 
sorbée, alors que l’autre, en quantité (1 — 4,) (1 — &)) £, passe 
vers la paroi. La deuxième portion de l’énergie absorbée par la pa- 
roi est <b (1 — À) (1 — €p) E,. En examinant les échelons ulté- 
rieurs : réflexion — passage partiel à travers le gaz — absorption 
par la paroi, etc., on aboutit à la conclusion que les portions du 
rayonnement du volume du gaz absorbées par la paroi s'expriment 
comme les termes d'une progression géométrique décroissante à 
dénominateur (1 — A4,) (1 — e,). La quantité totale du rayonne- 
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ment de gaz absorbée par la paroi est donnée par la somme de cette 
progression 


(Qgar-p = Epeg007 8 + Epeg (1 — Ag) (1 — 8p) 0078 + 
—- Epêg (1 — A4)? (1—&)?0 e + se — 
1 
1—(1—A5)(1—Ep )° 


Le rayonnement propre de la paroi E, — eb0,7} est absorbée 
partiellement par le gaz, la part que laisse passer le gaz est absorbée 
partiellement par la paroi et en partie réfléchie dans le volume de 
gaz, où de nouveau une certaine de ses parties est absorbée, etc. 
Des raisonnements analogues aux précédents amènent la conclusion 
que la quantité totale du rayonnement de la paroi absorbée par le 
gaz s'exprime également par la somme de la progression géométrique 
décroissante 


Qp-raz = EpAgOo7 p + EpAgO0o1 p (1 — Ep) (1 — Ag) + 
+ ep4g007 p (1 — Ep)? (1— A5) + 


= EperOo7& ; (IX.65) 


1 
— : 1—(41—e.)(1— A.) 
ere er L 


L'échange de chaleur radiatif résultant entre le volume de gaz 
et son enveloppe est déterminé comme la différence des grandeurs 
exprimées par les formules (I1X.65) et (1X.66): 


2 Qea-p — Qp-ret = 1 A AS) (eg Th — AT).  (IX.67) 


IL importe de ne pas perdre de vue que €, est le degré de noirceur 
du volume de gaz à la température du gaz 7,. et A,, le pouvoir ab- 
sorbant du gaz par rapport au rayonnement “défini par la tempéra- 
ture de la paroi T,. On admet généralement que pour le gaz la loi 
de Kirchhoff est vérifiée à peu près sans l'équilibre Ars EDS 
que entre le gaz et le rayonnement ; donc, À, Th — ERT 

Les valeurs de &, et À, se calculent pour les mpérature corres- 
pondantes [formule (IX. É3)]. 

D'habitude, dans les calculs l'expression (1X.67) s'écrit sous 
une forme plus simple, en introduisant la notion du degré de noir- 
ceur efficace de la paroi 

r [A 1 
Ep ETC ECS] QE=7 F5 É ([À.68) 
Il vient 
q = epOo (EgTe — AgTe). (1X.69) 


Comme le montre (1X.68) et la figure IX.25, le degré de noirceur 
efficace de la paroi est plus grand que son degré de noirceur réel. 
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Ceci résulte des absorptions multiples du rayonnement reflété par 
la paroi : on sait que le degré de noirceur efficace d’une cavité fermée 
remplie de milieu transparent est égal à l'unité. Pour des calculs 
pratiques on adopte souvent 


Ep = (Ep + 1)/2. (IX.70) 


Ïl est clair que cette recommandation ne satisfait que dans une marge 
restreinte des valeurs de €, et À, el peut conduire à une erreur im- 


Ep 
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0.4 


0,2 0,4 0.6 0.8 £: 


Fig. 1X.25. Degré de noirceur efficace d’une enveloppe fermée 


————— — calcul d'après la formule (1X.68); — — — — — — calcul d'après la for- 
mule (IX.70) 


portante, surtout lorsque le degré de noirceur de la surface réceptrice 
de rayonnement est petit. 


6. Rayonnement de la flamme. 
Particularités de l’échange de chaleur radiatif 
dans les chambres de combustion 


Lors de la combustion dans les chambres appropriées des géné- 
rateurs de vapeur, installations de chauffage, turbines à gaz, mo- 
teurs à fusées, etc., il se forme une torche de flamme, puis un flux 
de produits de combustion incandescents, qui transmettent par 
rayonnement une quantité importante de chaleur aux parois plus 
froides de la chambre de combustion. Le calcul de l'échange thermi- 
que radiatif dans les chambres de combustion présente de grandes 
difficultés dues à la complexité des conditions physiques de la mar- 
che de la combustion et de l’échange de chaleur. Ces difficultés sont 
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dues, premièrement, aux caractéristiques complexes de l’émission 
du milieu et à leur forte dépendance des conditions du processus ; 
deuxièmement, au champ thermique très irrégulier dans le volume 
de la chambre; troisièmement, aux valeurs sensiblement inconnues 
du pouvoir d'absorption et de la température des surfaces réceptrices 
de la chaleur, généralement couvertes d'une couche d’'oxydes, de 
poussière, de suie et de scories. 

Dans le cas général, le rayonnement de la flamme se compoxe de 
celui des gaz (pour les combustibles à hydrocarbures ce sont surtout 
le gaz carbonique et la vapeur d'eau). des particules de suie, des 
particules de combustible incandescentes (coke) et des particules 
de cendres, qui dans les zones les plus chaudes de la torche fusion- 
nent et se solidifient avec le refroidissement du flux. L'apport re- 
latif de chacun des émetteurs dans le rayonnement global dépend 
de la forme du combustible, du mode et des conditions de sa combus- 
tion, de la position du volume envisagé dans la chambre de combus- 
tion. 

La forme de la flamme dépend des émetteurs qui déterminent ses 
propriétés radiatives. 

La flamme non éclairante est produite généralement par un com- 
bustible gazéiforme à condition d'un bon brassage du combustible 
et de l’oxydant. L'émission d’une telle flamme (ainsi que des pro- 
duits éteints de la combustion du gaz) est conditionnée presque ex- 
clusivement par les propriétés radiatives du gaz carbonique et de la 
vapeur d’eau. 

La flamme éclairante est produite par la combustion des hydro- 
carbures liquides (mazout, kérosène, etc.) sans leur évaporation 
préalable. Dans une telle flamme, en plus des gaz triatomiques, 
l'émission est due aux particules de suie formées par la décomposi- 
tion thermique à l’étape initiale de la combustion. qui brülent pro- 
gressivement vers l'extrémité de la torche. 

La flame demi-éclairante est produite par des combustibles solides 
pulvérulents. Là au rayonnement des gaz triatomiques s'ajoute celui 
des particules relativement grosses de coke et de cendres, et parfois 
le rayonnement de la suie. 

La flamme (sauf la flamme non éclairante) est un milieu émetteur. 
absorbeur et diffuseur (trouble). Ses caractéristiques radiatives dé- 
pendent fortement de la concentration, des dimensions et des pro- 
priétés physiques des particules solides, ainsi que de la température. 

Les calculs techniques d'échange de chaleur radiatif dans les 
chambres de combustion se font, ordinairement. d’après deux mé- 
thodes principales. La première est fondée sur l'application de 
l'équation de Stefan-Boltzmann. la deuxième, sur l'application de 
la théorie de la similitude à la généralisation des données expéri- 
mentales sur l'échange thermique, et l'utilisation des équations 
semi-empiriques de similitude. Les deux méthodes ont été élaborées 
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avec le plus de détail pour le calcul de l'échange de chaleur dans les 
chambres des générateurs de vapeur. 

Pour le cas où toutes les parois de la chambre de combustion 
sont fermées par des aires réceptrices de la chaleur de même tempé- 
rature T,, la chaleur radiative perçue Q; peut être exprimée par 
la formule 


Q, = Goac (Ti — T4)F. (IX.71) 


Le degré de noirceur efficace du système torche-aire réceptrice de 
chaleur a, s'exprime à l’aide du pouvoir d'absorption efficace des 
surfaces a. et le pouvoir d'absorption de la torche a: 
=. 1 _. ft£r = 
do 1/at+Â/ar—1 at+ar—arait * Re) 
À son tour la grandeur a; dépend de la longueur efficace du rayon 
1,1, de la pression générale p des gaz dans la chambre de combustion 


et du coefficient d'atténuation des rayons par le milieu de la cham- 
bre X: 


a = À — e-KPiér. (IX.73) 


Dans le cas de la flamme non éclairante ce coefficient peut se cal- 
culer d’après la formule 


Ke a (= Te 
V Pplet 
où T'en est la température des gaz à l'extrémité de la chambre; r, = 
= rH,0 + rco,, la part volumique totale des gaz triatomiques; 
Pp = Prp, la pression partielle globale des gaz triatomiques. 
Dans le cas d’une flamme éclairante, les rayons sont en plus af- 
faiblis par les particules de suie:; donc, 


— 0,1) (1—0,37 Pa ) ro (X-14) 


Kée= Kit Ke= Kat 0,03 (2—aen)(1,6 Le — 0,5) per (IX.75) 


où &en est le coefficient de l'excédent de l’air dans la chambre: 
CP et HP, la teneur du combustible en carbone et hydrogène. 

Pour une flamme demi-éclairante empoussiérée on tient compte 
de l’attenuation du rayon par les particules des cendres et de coke, 
c'est-à-dire 


Kaemiée. = Ke + Keen+ Kcoxe = Ke + -<Pshcen | Ke, (IX.76) 


Tch déen 
où p4 est la densité des gaz; Ucen, la concentration des particules 
des cendres; dcen, le diamètre moyen des particules des cendres; 


K coke — 0,02 à 0,10 en fonction du combustible et du mode de son 
utilisation. 
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La température efficace du milieu de la chambre 7} est de 2 à 
25% supérieure à celle enregistrée à la sortie de la chambre de com- 
bustion en fonction du combustible et des conditions de son utili- 
sation. La température de l’air réceptrice de chaleur en regard de 
la chambre T7}, encrassée par des dépôts, doit se calculer compte tenu 
de la densité du flux thermique et de la résistance thermique de la 
couche encrassée. La dimension de l’aire réceptrice de chaleur F 
se calcule en partant des données techniques de la chambre. 

Pour calculer l’échange de chaleur radiatif, l'équation de simi- 
litude associe la température sans dimension à l’extrémité de la 
chambre Gin = Ten/T'aa (nombre non déterminant) aux nombres 
déterminants, pour lesquels on choisit le nombre de Boltzmann 
(Bo), le degré de noirceur de la chambre a.r et le paramètre M qui 


dépend de la distribution de la température suivant la longueur de 
la chambre (M Æ 0.5): 


On :- Bo°.t/(Ma%f + Bot). (IX.77) 


Le nombre de Boltzmann exprime la relation entre l’enthalpie 
théorique des produits de combustion et la densité du flux rayonnant 
maximal émis par la torche 


bon. (IX.78) 
CoŸFpT ad 
Ici Ven, est la chaleur spécifique moyenne des produits de combus- 
tion; 1, le coefficient d'efficacité thermique des aires réceptrices 
de chaleur, qui rend compte de leur construction et encrassement 
(il vaut de 0,1 à 0,65); F,, la surface des parois de la chambre de 
combustion; T'aa, la température qu'auraient les gaz si la combus- 
tion marchait sans échange de chaleur (température adiabatique). 
Le degré de noirceur de la chambre est associé au degré de noirceur 
de la torche a; définie par les formules (1X.74)-(1X.76) par la rela- 
tion 
at 


STEEL D ne 


Plusieurs grandeurs initiales dépendant de la température finale 
des gaz, le calcul suivant les deux méthodes se fait par approxima- 
tions successives. 


7. Echange de chaleur complexe 


On dit échange de chaleur complexe ou combiné lorsque le rayonne- 
ment joue un rôle aussi important que la conductivité thermique et 
la convection. Le système d'équations complet qui décrit cet échan- 
ge compte des équations différentielles et intégro-différentielles et 
ne se prête pas à la résolution analytique. Même la résolution nu- 
34—01289 
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mérique impose l’adoption de plusieurs restrictions simplificatrices 
fort poussées, ce qui rend le résultat très approximatif. 

On peut dégager trois formes de l'échange de chaleur complexe. 

Echange de chaleur radiatif entre le flux de gaz émetteur et les 
parois du canal. Ordinairement, on néglige la conductivité pour 
admettre que la chaleur est transférée par convection seulement dans 
le sens du déplacement du flux. À la différence du problème simpli- 
fié examiné dans ce qui précède (gaz fixe, température constante 
suivant son volume), ici on envisage la distribution irrégulière de 
la température suivant la section du canal et sa longueur, détermi- 
née par l’échange thermique. I] s'avère que la croissance de la quan- 
tité de chaleur transférée avec la croissance du degré de noirceur 
du volume de gaz n est pas monotone, mais possède un maximum. 
La diminution de la quantité de chaleur transmise, le pouvoir d’ab- 
sorption du milieu étant grand, s'explique par le fait que les couches 
adhérentes à la paroi et refroidies de gaz peu transparent jouent le 
rôle d'écran, ne laissant pas passer jusqu’à la paroi froide le rayon- 
nement des couches médianes du gaz. 

Echange de chaleur par rayonnement et conduction. La chaleur 
est transmise d’une surface solide à une autre par le milieu fixe 
absorbant (dans le cas général, il est aussi diffusif) aussi bien par 
rayonnement que par conductivité thermique. Dans le cas d’un mi- 
lieu non diffusif, le problème est caractérisé par cinq paramètres 
sans dimension, et notamment : épaisseur optique caractéristique de 
la couche du milieu XL; degrés de noirceur des aires €}, et €p.; 
température relative de l’aire « froide » 6, = T./T, et le paramètre 
N = mn = BTS Ce dernier définit l'intensité mutuelle du trans- 
fert de chaleur par conduction et rayonnement: pour Ÿ — © la 
chaleur est transmise seulement par conduction; pour N —+ O, 
seulement par rayonnement. 

Le problème présentant de grandes difficultés, des solutions 
relativement simples ne s’obtiennent que pour certains cas limites: 

a) Couche optiquement mince KL —- 0. Le rayonnement n'est 
pas absorbé par le milieu, mais transmis d’une aire à l’autre. comme 
dans le cas d’un milieu diathermique. Le flux thermique total s'ob- 
tient par simple sommation des flux radiatif et conductif: 

4 = Gray + Jcond- POUr une couche plane, g,,,. est donné par la 
formule (1X.69), et Gcona: Par la formule (1.6), de sorte que 


— Ep1EËp: à mo À _ V 
TT Ent epe —Epiepe Co (Ti — T2) + 5 (Ti T2).  (IX.80) 

b) Couche optiquement épaisse KL — oo. L'action des proprié- 
tés radiatives des aires s'étend en profondeur dans le volume à la 
distance bien inférieure que la dimension caractéristique du sys- 
tème, et les caractéristiques du champ de rayonnement en tout point 
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du volume dépendent seulement des conditions au voisinage immé- 
diat de ce point. Il s'ensuit que les équations intégro-différentielles 
du transfert de rayonnement deviennent différentielles. Dans ce cas 
le flux total se compose des flux radiatif et conductif. Pourtant, à 
la différence de (1X.80), le flux radiatif s'exprime maintenant d'une 
autre façon. Pour une couche plane l'expression est de la forme 


4 © 


à | 
4 = Gray + Aconu pe a 1) UT). (X.81) 


c) Epaisseur optique finie de la couche (cas général). Le rayonne- 
ment de la surface pénètre profondément dans le volume du milieu 
où il est partiellement absorbé, ce qui influe sur la distribution de 
la température. Ceci à son tour modifie les conditions de transfert 
de chaleur par conduction; il en résulte que le flux global ne peut 
déjà plus s’obtenir par simple sommation des composantes radia- 
tives et conductive calculées indépendamment l’une de l’autre. Le 
choix de telle ou telle méthode de résolution du système d'équations 
intégro-différentielles dépend dans une grande mesure des condi- 
tions concrètes du problème. 

Echange de chaleur par rayonnement et convection. C'est le cas 
où l'équation du transfert d'énergie rayonnante doit être résolue 
avec les équations du mouvement et de l'échange de chaleur par 
convection. Le problème est si compliqué que jusqu’à présent l’ana- 
lyse n’a porté que sur quelques cas très simplifiés. Pour des calculs 
pratiques, on applique ordinairement le principe de l’indépendance 
des flux convectif et rayonnant entre eux, ce qui s'avère assez juste 
si l’un d'eux est sensiblement inférieur à l’autre. Ainsi, pour rendre 
compte de l'émission de chaleur par rayonnement [25] il est recom- 
mandé d'ajouter au coefficient de transmission de chaleur par con- 
vection calculé de la façon usuelle, c’est-à-dire sans tenir compte 
de l'influence de l'échange radiatif sur les profils de vitesse et de 
température, le coefficient conventionnel de transmission de chaleur 
par rayonnement &,, de façon que le coefficient de transmission des 
gaz à la surface extérieure des tubes soit exprimé comme suit 


& = Ge + Gr (IX.82) 


Ici &, est le coefficient conventionnel de transmission de chaleur 
par rayonnement obtenu en divisant le flux rayonnant par la dif- 
férence des températures entre le gaz et la surface des tubes 


Gr = GrlTg — Th). (I1X.83) 
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CHAPITRE X 


ÉCHANGEURS DE CHALEUR 


$ X.1. Classificiation 


Les appareils prévus pour transmettre la chaleur d'un milieu 
à un autre s'appellent échangeurs. 

Dans la technique actuelle leurs constructions sont les plus 
différentes. D’après le principe de fonctionnement on les divise en 
appareils à surface et à mélange. 

Aux appareils à surface on rapporte les récupérateurs et les régé- 
nérateurs. Dans les récupérateurs, les fluides chauffant et chauffé 
(caloporteurs) se déplacent simultanément et la chaleur est trans- 
mise par la paroi qui les sépare (chaudières à vapeur, évaporateurs, 
condenseurs à surface, économiseurs à eau, etc.). 

Dans les régénérateurs, la même surface de chauffe est baignée 
à tour de rôle par le fluide chaud et le fluide froid. Le fluide chaud 
en se déplaçant transmet la chaleur aux parois de l’appareil ou à 
l’ajutage, où elle s’accumule pour être transmise au fluide froid lors 
de son écoulement ultérieur. L'exemple de tels appareils est fourni 
par les régénérateurs des fours Martin, fours à acier, échauffeurs 
d’air des hauts fourneaux, échauffeurs d’air spéciaux, etc. 

Dans les échangeurs à mélange (fours de réfrigération, condenseurs, 
épurateurs de gaz, etc.) l'échange de chaleur est assuré par le bras- 
sage direct des caloporteurs. La chaleur est alors transmise simulta- 
nément avec l’échange de masse. 

Les avantages que présentent les récupérateurs sont leur hermé- 
ticité et la possibilité de travailler sous d'importantes différences 
de pression des fluides chauffant et chauffé. 

Les régénérateurs présentent l'avantage d’être compacts, et 
les appareils à mélange, celui d’être très simples. 


$ X.2. Principe du calcul thermique 
des récupérateurs 


Suivant la position du problème, le calcul thermique des échan- 
geurs se fait soit pour concevoir un appareil, soit pour le vérifier. 
Si on donne les paramètres des caloporteurs (vitesse, densité, 
température à l’entrée et à la sortie) et il faut établir les dimensions 
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de l'échangeur, on dit que le calcul est dit de construction. Mais si 
les dimensions de l’échangeur sont connues et il faut déterminer les 
paramètres des caloporteurs, on dit que le calcul est de vérification. 

Ces deux formes de calcul sont fondées sur l’utilisation des équa- 
tions du transfert de chaleur et du bilan thermique qui, sous une 
forme différentielle, s’écrivent 


dg: = GC pdt: — +GoCpollo, 

de = K (ti — te) dF, 
où dg est la quantité de chaleur élémentaire transmise par une aire 
dF du caloporteur chaud au caloporteur froid ; G.,, G:, les débits de 


masse des caloporteurs; X, le coefficient d'échange de chaleur. 
Sous le régime stationnaire dg, = dgq. et 


dg = + Gicpidta = +Gacpodts = K (ti — te) dF. 


Dans le cas général, la variation des températures des fluides 
chauffant et chauffé et le fait que l’appareil se compose de différents 
éléments fonctionnels rendent possible l’écriture intégrale de la 
formule de calcul principale d’échange de chaleur 


Q= | Kat ar. (X.1) 

F 
Il est d'usage d’admettre que le coefficient d'échange de chaleur 
est constant sur toute la surface de chauffe F, ou de diviser cette 


dernière en plusieurs secteurs F,, F,, ..., F, avec leurs coeffi- 
cients d'échange X,, X:, ..., K,; alors la formule principale de 
transfert de chaleur devient 

Q = KAKF, (X.2) 


où Af=—( AtaF est la différence moyenne des températures 
F 
ther 


(pression mique) et 


K'=— Fk;i+FKkat...+FnKn 
Fit+Feo+...+/Fn 


Les coefficients de transmission de chaleur & qui figurent dans Île 
coefficient d'échange de chaleur X se calculent d’après les relations 
correspondantes et se composent des fractions convective et radia- 
tive 

& = Qc + Gr. (X.3) 


Quelquefois on introduit dans la grandeur « le coefficient de con- 


tournement w et alors &. — wa$, où le coefficient d'utilisation 
K\ Cu EK0- 
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En négligeant le tartrage, la résistance thermique totale peut 
s'écrire 
/ 1 Fp Ftr 
L/Æ eh = 1/00 ben + a] BA +1] no trAfr (X.4) 


ou 


F : 
1/K te = L/Notr@tr +a] + À + 1] F- No chch: (X.9) 


où F, est la moyenne de la surface principale ; noch €t notr: l'efficacité 
(le rendement) de la surface totale F1 ou F£r,. Il est clair que 
Ke Fer = Koh cn ee . 
Si les deux côtés ne comportent pas d'’aire étendue supplémentai- 
re, alors noch = Motr = 1 et Fp = (Feu + Ftr)/2. 
Pour des surfaces à ailettes 


F 
o= 1-7 (1— n»)- (X.6) 
Pour une ailette droite à section constante 
th ml = 
Mp = ——— ? (X.. 1) 


où 7» est le paramètre de l’ailette. 

Pour des ailettes planes droites de section constante 
m = V 2a/(A5). 

Pour des ailettes circulaires, m = V 4x/(A), 


L’équation du bilan thermique dQ = Gdh pour la variation finie 
de jl’enthalpie peut s'écrire 


: 
Q=G\dh=G(h"-R"). (X.8) 
J 


Sans tenir compte des pertes dQ = G,dh, ou 
Q=Ci—-h)=G:(h—h), (X.9) 


où l'indice « 4 » concerne le fluide chaud, et « 2 », le fluide froid. 
En adoptant c, — const et dh —c,dt, on a 
dQ = Gchdt et Q = Gc, (t” — 1”) 
ou 
Q = Gicpa (tt — t;) = Gate (E — ts). (X.10) 


La chaleur spécifique totale du débit de masse d’un caloporteur 
s'appelle équivalent d'eau W = Gc,. 
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L'équation (X.10) permet de tirer 


W; _ts—ts _ Ôt: 

M H=É 6" (X.11) 
Ainsi, l'équation du bilan thermique entraîne que le rapport des 
variations de température des caloporteurs est inversement propor- 
tionnel au rapport de leur équivalent d’eau. L'équation (X.11) 
est justifiée pour toute la surface d'échange de chaleur F, ainsi que 
pour un élément de surface dF, c’est-à-dire 


dtuldte = WoW 1. (X.12) 


L’allure de la variation de la température des caloporteurs sui- 
vant la longueur de l’échangeur dépend non seulement du rapport 


a) b) 


Fig. X.1. Allure de la variation des températures des liquides moteurs dans le 
cas de courant direct (a) et de contre-courant (b) 


des équivalents d’eau, mais encore du mode de deplacement des 
caloporteurs (fig. X.1). On distingue le courant direct, le contre- 
courant et le courant croisé. Si les caloporteurs chauffant et chauffe 
se déplacent parallèlement et dans la même direction, on dit que le 
courant est direct (parallèle). Si les caloporteurs se déplacent parallèle- 
ment, mais dans des sens différents, on est en présence d'un contre- 
courant. Si, en se déplaçant, ils se croisent, le courant est dit croisé. 
Ces modes déterminent la différence dans les lois de variation des 
températures des caloporteurs. 

Dans le cas du courant direct, la température finale du calopor- 
teur chauffé est toujours inférieure à celle du caloporteur chauffant. 
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Dans le cas du contre-courant, la température finale du caloporteur 
chauffé peut être plus élevée que celle du caloporteur chauffant. Il 
s’ensuit que le contre-courant permet de transmettre par le calopor- 
teur chauffant la même quantité de chaleur que le courant direct, 
mais pour une plus petite quantité de caloporteur chauffé. 

L'équation du transfert de chaleur pour un élément de surface 
dF peut s’écrire sous}une forme différentielle 


dQ; er KAt;dF\. 


La quantité de chaleur transmise, par toute la surface F 
F 
Q— | KAt; dF;. 
0 


Pour une pression thermique moyenne At,,, on a la relation 


F 
\ At; dFi; 
0 
Atmoy = F 


Si on admet que le coefficient de transfert de chaleur X est constant 
pour toute la surface, il vient 


Q = KAthoy F- 
La quantité de chaleur transmise par un élément de surface dF est 
dQ = K'(t: — to)r,dF. 
L'équation du bilan thermique donne 


—_Widt, = Widt, = dQ, 


d'où 
dt, = —dQ/W, et dt, = dQIW., 
ou 
dt — dte = dt — tojtr = — (UW: + 1W2) dQ = —mdQ, 
où 


m — 4A/W, + 1/W.. 
En portant au lieu de dQ son expression, on obtient 


dti — te) tr = — MK (t1 — ter dF, 
ou 


d (At)tr L - 
= — mA dF. (N.13) 
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L'intégration de l'expression obtenue avec le coefficient de transfert 
de chaleur constant suivant toute la surface d'échange F donne 


“er d (Attr) n 
À ARS ; 
[ LP — mA | dF, 
Ats 0 
ou 
Int mKF et Atr=At'e-mEr (X.14) 


De cette façon la pression thermique change suivant la longueur 
de l'échangeur d’après une loi exponentielle (fig. X.2). Pour une 


Fig. X.2. Détermination de la pression thermique dans le cas du courant direct 


pression thermique moyenne 


F F 
Anoy = | Atr dF = | e-mKF qF— 
0 0 
CORPS CABARET ue 
= nKF (e KF __ 1) — In AL At (At At") (X.15} 


Cette relation est déduite pour un courant direct. Pour un contre- 
courant, elle se déduit d’une façon parfaitement analogue 


Atmoy = [(t{—#)—(#:— t/)/] In + (X.16) 


Si, indépendamment du mode de déplacement, on désigne par At’ 
la pression thermique plus grande, et par At”, la pression plus petite, 
les deux formules peuvent se ramener à une expression 


Atmoy = (At'— At")/In RE . (X.17) 
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La pression thermique calculée d’après la relation donnée est dite 
moyenne logarithmique. Lorsque la température des caloporteurs 
change peu suivant la longueur de l'échangeur, au lieu de la pres- 
sion moyenne logarithmique on peut utiliser la pression moyenne 
arithmétique. Pour At”/At° > 0,5, l’erreur est inférieure à 4 %, ce 
qui est parfaitement admissible dans les calculs techniques. 
Si la température du fluide ne change pas d’un côté de la surface 
de chauffe de l'échangeur (changement de phase), alors, d’après 
l'équation (X.17), la différence 
y Q/Qc KF/Wi=0,1 entre le courant direct et le 
contre-courant disparait. 
Pourtant, dans les évapora- 
teurs verticaux à tubes longs 
la température du changement 
de phase peut varier sensible- 
ment suivant la hauteur des tu- 
bes, ce qui est dû soit au point 
d’ébullition de la solution plus 
élevé (de plus de 10 °C), soit à 
0,02 0,10,20,5 1 2 S 10 20 }';ction de la pression hydrosta- 


0,05 W:/W2 tique sur le point d'ébullition 
Fig. X.3. Comparaison du courant (sous la pression de 0,02 MPa et 
direct et du contre-courant la longueur des tubes de 2 m la 


montée de la température atteint 
42 °C). Si, en se déplaçant le long de la surface d'échange de chaleur, 
le fluide chauffant ou refroidissant change son état physique, il 
faut diviser la surface d'échange en deux parties qu’il faut calculer 
séparément. 

Pour déterminer les avantages du contre-courant par rapport 
au courant direct, il suffit de comparer la quantité de chaleur trans- 
mise, les autres conditions étant les mêmes. La figure X.3 visualise 
la relation 


Qu'Qe = pq (WW, KFIW;). 


Les courbes montrent que le courant direct et le contre-courant peu- 
vent être équivalents pour de très grandes et très petites valeurs 
de I,/W,, ou de très petites valeurs du paramètre XF/W,. Le pre- 
mier cas correspond à une faible variation de la température de l’un 
des caloporteurs, le deuxième, à la condition d’une pression ther- 
mique grande par rapport à la variation de la température du calo- 
porteur (XF/W, = ôt./At). Dans les autres cas, les autres conditions 
étant égales, le courant direct transmet moins de chaleur que le 
contre-courant. Pourtant, il faut retenir qu'avec le contre-courant 
les conditions thermiques de la surface d’échange de chaleur sont 
plus pénibles que pour le courant direct. 
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Le courant croisé est celui des caloporteurs se déplaçant perpen- 
diculairement l’un à l’autre. Dans ce cas leur température est fonc- 
tion de deux coordonnées de la surface d’échange de chaleur. Les 
lois de transfert de chaleur pour ce cas out été établies mathémati- 
quement par Nüsselt. Il a introduit des grandeurs sans dimensions 
déterminées par les rapports 

LA (4 ” C4 
Feb - Ter TE (X.18) 
Ces grandeurs peuvent se calculer lorsque les températures des calo- 
porteurs sont connues ou données. 

La chaleur transmise au cours de l'échange est définie par l'éga- 

lité suivante 


Q = Gaca (t£ — 15) = Goco (t$ — 17). (X.19) 


Si on suppose que le'coefficient de transfert de chaleur et les chaleurs 
spécifiques des caloporteurs ne changent pas le long de la surface 
d'échange et introduit les notations 


= KF . 
= Gi ” 


l'équation (X.19) peut s’écrire 
KF ’ ’ KF , ’ 
Q pe (t, — t.) (1 — Tech) — Fa (és . t.) Ttr = 
= KFE (4 . t,) = KFŸ 07) (X.21) 


Où £ ff, —t;) = Ünos est la différence moyenne des températures 
pour le courant croisé. 

De la sorte, dans le cas de l’échange de chaleur du courant croisé, 
la quantité de chaleur transmise se calcule sans peine si on connaît 
les coefficients d'échange de chaleur, ainsi que les débits et les tem- 
pératures initiales des caloporteurs. Pour des températures données 
on peut déterminer, à l’aide du tableau X.1, les coefficients & sur la 
base des grandeurs t;,, et tk disponibles. Les équations précédentes 
Aa de calculer également le produit XF et les quantités 

1 Ct Go. 

Si les valeurs de G;, G:, K et F sont données, par là-même on 
connaît les valeurs de a et b, et il est très simple d’établir la valeur 
de t,» à partir du tableau. Ensuite, en partant de la relation 
E = Ten/a = (14 — tr.)/b on calcule également tt-. 

La productivité de toute surface d'échange de chaleur est plus 
élevée dans le cas du courant croisé que dans celui du courant direct. 
A la différence de ce dernier, pour le courant croisé la température 
moyenne du fluide chauffé à la sortie de l'échangeur peut être plus 
élevée que la valeur inférieure de la température du fluide chauffant. 


(X.20) 


540 ÉCHANGEURS DE CHALEUR (CH. X 
Tableau X.1 


Relation entre le coefficient E = +f-/a@ (respectivement 
1—Tch/b) et ten et trr dans le cas du courant croisé 


Teh 


a re 


1,0 11,0 10,947 |0,893 | 0,838 | 0,781 | 0,721 | 0,657 | 0,586 | 0,502 | 0,388 | 0 
0,9 10,947 0,893 | 0,840 | 0,786 | 0,729 | 0,670 | 0,605 | 0,533 | 0,448 | 0,338 | 0 
0,8 |0,893|0,84010,78510,73410,677 | 0,617 | 0,552 | 0,480 | 0,398 | 0,292 | O 
0,7 10,838 0,786 | 0,734 | 0,682 | 0,625 | 0,565 | 0,502 | 0,430 | 0,348 | 0,247] 0 
0,6 10,781|10,729 10,677 | 0,625 | 0,569 | 0,513 | 0,449 | 0,378 | 0,300 | 0,206 | 0 
0,5 |10,72110,67010,617 10,565 | 0,513 | 0,456 | 0,394 | 0,326 | 0,251 | 0,167 | O 
0,4 |0,657|0,605 | 0,552 | 0,502 | 0,449 | 0,394 | 0,334 | 0,271 | 0,201 | 0,128 | O 
0,3 10,586 | 0,533 | 0,480 | 0,430 | 0,378 | 0,326 | 0,271 |0,213|0,151|0,089| O 
0,2 |0,502]|0,448 | 0,398 | 0,348 | 0,300 | 0,251 | 0,201 | 0,151 | 0,100 | 0,052 | O 
0,1 |0,388|0, 0,292 | 0,247 | 0,206 | 0,167 | 0,128 | 0,089 | 0,052 | 0,022 | 0 
0 0 0 0 0 0 0 (® (à 0 0 () 


En plus des modes d'échange de chaleur principaux indiqués, 
il en existe dans la pratique de plus compliqués qui cumulent le 
courant direct avec le contre-courant, où le courant est croisé à plu- 
sieurs reprises et où on applique d’autres combinaisons encore. 

Dans les échangeurs à courant combiné des deux fluides le calcul 
de la différence moyenne des températures est très compliqué. Aus- 
si, pour les cas qui se présentent ordinairement dans la pratique, la 
différence moyenne des températures est-elle déterminée à l’aide 
d’un coefficient de correction de la différence moyenne logarithmi- 
que des températures calculées pour le contre-courant pur. 

La figure X.4 visualise la relation entre le coefficient de correc- 
tion e et les grandeurs auxiliaires 

P = (leg — tao)/(t10 — t2o) et R = (to — tir )/(t2r — t20) 

pour des cas d'échange de chaleur différents. 

D'après le diagramme, on détermine pour les grandeurs calculées 
P et R les coefficients e. La pression thermique moyenne logarithmi- 
que dans un échangeur se calcule d’après la formule 


Ornoy = € (91 — 82)/(In 8, — In d;). (X.22) 


La précision du calcul thermique d’un échangeur dépend surtout 
de la précision de calcul du coefficient de transfert de chaleur X d’ap- 
rès les formules données dans les chapitres VI, VII, VIII. Les diffi- 
cultés se présentent surtout lorsqu'on s'attaque au calcul des coef- 
ficients de transmission &. Ces difficultés sont liées au fait que les 
surfaces d'échange de chaleur des échangeurs peuvent être compli- 
quées ; d'autre part, il faut tenir compte de la variation de la tem- 
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Tableau X.2 


Relation entre la température moyenne sans dimensions 


Tehs —Tfri 


à la sortie Ten — et les paramètres a et b 


Tch1—Tfri : 
dans le cas du courant croisé (d’après Nüsselt) 

Tch 

: b 
0 0,5 1 2 3 

0 1 0,6065 0,3679 0,1353 0,0495 0,0183 
1 1 0,7263 0,5238 0,2676 0,1340 0 0660 
2 1 0,8012 0,6338 0,3857 0,2271 0,1284 
3 1 0,8455 0,7113 0,486 0,3177 0,2027 
LA 1 0,8799 0,7665 0,5645 0,4018 0,2709 


pérature des caloporteurs suivant la longueur de l'échangeur. Les 
paramètres physiques du caloporteur, qui figurent dans les nombres 
caractéristiques du caloporteur à équivalent d’eau plus grand, doivent 


1,0 


0.9 


0,2 E 
BI AAtR'tU RE 
CUP ENVAATTe 


O0 0,1 0,2 0.3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 


. 


Fig. X.4. Graphique de Ÿ par rapport à P pour un courant croisé 


être rapportés à la moyenne arithmétique de la température du ca- 
loporteur en partant des valeurs extrémales t4 — Le (ta + ta). Pour 


l’autre caloporteur à équivalent d'eau plus petit, la température 
déterminante est fournie par l'expression { = t4 + At. 

Le signe « moins » devant Af est retenu dans les cas où At, donne 
la température du caloporteur chauffé. 

Dans des cas isolés, le calcul du coefficient de transfert de chaleur 
se fait d’après les températures des fluides utilisés à l’entrée et à la 
sortie de la surface de chauffe. Si les valeurs obtenues de X” et X” 
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sont proches, on adopte comme moyenne du coefficient de transmis- 
sion de chaleur À = (X” + K”})/2. Dans le cas d’une forte diffé- 
rence entre les valeurs de À” et X”, il faut diviser la surface de chauf- 
fe en secteurs dans les limites desquels la variation du coefficient 
de trasfert de chaleur est négligeable et calculer chacun de ces sec- 
teurs à part. Le coefficient de transfert de chaleur se calcule de la 
même façon lorsque les conditions du contournement de la surface 
de chauffe changent fortement. Dans certains cas la valeur de À doit 
être donnée au préalable. Voici les valeurs approchées de a, 
W (m°-K) et À, W (m°-K) relatives aux échangeurs industriels: 


Chauffage et refroidissement de l'air %t—=1 à 50; 
Chauffage et refroidissement de la vapeur 

surchauffé a—20 à 100 
Chauffage et refroidissement des huiles a—50 à 1500 
Chauffage et refroidissement de l'eau a=200 à 100 
Ebullition de l'eau a=500 à 450%) 
Condensation en film des vapeurs d’eau a—440 à 1504) 
Condensation en gouttelettes des vapeurs 

d'eau a—=40000 à 1204W)) 
Condensation des vapeurs organiques a=5(W à 2000 
Transfert de chaleur de gaz à gaz K—25 
Transfert de chaleur de gaz à l'eau K=50 
Transfert de chaleur du kérosène à l’eau K=300 
Transfert de chaleur de l'eau à l'eau K=—1000 
Transfert de chaleur des vapeurs en con- 

densation à l'eau K=2500 
Transfert de chaleur des vapeurs en con- 

densation aux huiles K =300 
Transfert de chaleur de gaz à l’huile en 

ébullition A ==500 


Dans le calcul de vérification, les dimensions de l'échangeur sont 
données. Les grandeurs cherchées peuvent être les températures des 
caloporteurs chauffant et chauffé à l’entrée et à la sortie. le débit 
des caloporteurs et la quantité de chaleur transmise du caloporteur 
chauffant au caloporteur chauffé. 

Supposons donnés la surface d’ échange de chaleur F, les débits 
des caloporteurs G, et G:, leurs températures initiales f, et t{,, et 
qu ‘il faut déterminer les températures finales des caloporteurs 
t” et {: et la quantité de chaleur transmise Q. 

La pression thermique suivant la longueur de l'échangeur varie 
suivant la loi At, = At, e-"RF, On en tire la relation entre les 
pressions thermiques à l'entrée et à la sortie de l'échangeur : At” — 
— At'e-"mkKF: compte tenu du fait que 


m = AW, HAW: At =; AM" =U—E, 
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on peut écrire 


HE GW HUWODKF qu 1— HE — 
ti —ta ty — ta 
—1— e(LiWi+ 1. WOhE (X.23) 


En transformant l'expression (X.23), on obtient 


(Gi — EH) + (Es — ts) = (Hi — 0) M — ertMrENNARET, 
(X.24) 
Etant donné que 
t—t={(t —t) WiWe, 
en portant cette expression dans (X.24), on a 
=(14Wi/W) KFIW': 


D PES ’ e D= 
1-—W,/Wa, — (ts t) D. (X.25) 


Gt (nt) — 


_ La fonction ® (WiiWe, KF/W:) (fig. X.5) est toujours inférieure 
à l'unité. Donc, la variation de la température du caloporteur chauf- 


1,0 ——_ 
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NN 
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Fig. X.5. Graphique de ® par rapport à &F/W, et W./W pour le courant direct 


fant constitue une partie définie de la pression thermique à l'entrée 
de l'échangeur. Pour des valeurs connues de t;,t., W,. W. Fet A 
l'équation (X.25) et le graphique X.5 permettent de déterminer la 
variation de la température du caloporteur chauffant. La variation 
de la température du caloporteur chauffé est donnée par l'équation 
du bilan thermique 


ôts = Ô WW = (1! — t;) OWi/ Wa. (X.26) 
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Les températures finales des caloporteurs sont déterminées d’après 
les égalités 


La quantité de chaleur transmise par le caloporteur chauffant au 
caloporteur chauffé est déterminée par l’équation du bilan thermi- 
que 


Q = Wiôt, = W, (t; — 1!) D. (X.28) 


Ï] convient de retenir que dans le calcul indiqué il faut se donner au 
préalable la valeur du coefficient À, du fait que la grandeur incon- 
nue est la température déterminante du caloporteur. Le calcul men- 
tionné doit être considéré comme la première approximation. Après 
le calcul des températures finales des caloporteurs, il faut détermi- 
ner la valeur du coefficient de transfert de chaleur, et dans le 
cas d’un écart important par rapport à la valeur adoptée, reprendre 
le calcul. Pour le contre-courant, les formules se déduisent d’une 
façon analogue et se présentent sous la forme 

—(1-Wi/W) KFJWi 


’ æ ’ ’ 1—e 
he) nn ee PS RE © 


Ôte = (t — tt) zWiWa; 


Dans le calcul constructif, parmi les inconnues figurent les 
dimensions géométriques de l’échangeur. Ce calcul part également de 
l'équation du bilan thermique et de l’équation du transfert de cha- 
leur. La grandeur de la surface d'échange de chaleur F se détermine 
par calcul constructif à partir de l’équation de transfert de chaleur 


Q 
PR —. (X.30) 


(ts —t,) z; 


Si parmi les données connues il y a la chaleur, le coefficient de 
transfert de chaleur et la pression thermique moyenne, le calcul 
constructif ne présente pas de difficultés. Dans des cas plus compli- 
qués il faut faire appel aux approximations successives ou à la ré- 
solution graphique. 

En plus de la méthode de resolution envisagée, il existe une autre, 
fondée sur les notions d’efficacité (rendement) de l’échangeur € et 
le nombre de transfert de chaleur W, ce qui permet, dans de nombreux 
cas, d'obtenir une solution immédiate en nous dispensant de recourir 
aux approximations successives. 

L'efficacité & exprime la relation entre la chaleur réellement trans- 
mise 


Won (£cha EE tch2) _ Wir (Etre du ttr1) 
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et la quantité de chaleur maximale qui peut être transmise seule- 
ment par un échangeur à contre-courant idéal à surface de transfert 
de chaleur infiniment grande, et plus précisément 


Wir (£ cha . ttr1) Si Wfr < Wochs 
ou 
Wen (chi — ttri)s Si Wen < Wtr- 


L'efficacité (le rendement) de l’échangeur 


Wen (tech 1— {ch °) Wtr (êrr a— fr 1) . 
En — —— X.3: 
Wmin (chi—tfra)  Wminfchi—tfra) ? (X-51) 


où Win est la plus petite des grandeurs W,4 et W1.. 

Le nombre d'unités V de transfert de chaleur est une caracté- 
ristique sans dimensions de l’échangeur du point de vue des possi- 
bilités du transfert. 

Le nombre d'unités de transfert de chaleur 


F 


Wmin  iWmin LEE, (X.32ÿ 


N = EmosF _ 1 


où Fest la même surface d'échange de chaleur qui a été utilisée pour 
calculer le coefficient de transfert. 
Sous sa forme générale la relation entre les paramètres €, !V et 
Wanin/Wmax peut s’écrire 
e = ON, Wiin/Wmaxr Mode du mouvement des courants). 
(X.33) 


Ces paramètres sans dimensions permettent de représenter les ca- 
ractéristiques des échangeurs sous une forme graphique commode. 
Les conditions thermiques dans un échangeur à contre-courant 
à Wen/Wtr (c'est-à-dire Wen = Win) sont schématisées par le 
graphique de la figure X.6. L'examen du bilan d'énergie donne 


dg = — Wendton = Wirditr (X.34) 


Il est clair que la ligne « fonctionnelle » qui exprime t,, en fonction 
de if, présente une pente 


Mo = dteh/dttr = Wifr/Wen = const (X.35) 


pour le cas de W,, et W7, constants. D’autre part, pour la condition 
adoptée Won < Wfr, Mo est plus grand que l'unité. La ligne fonc- 


1/g 35—1289 
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tionnelle est représentée sur la figure X.7. Là aussi est tracée la ligne 
qui correspond à l'équilibre thermique des deux courants à {en = 
= t.. Le graphique montre que la différence entre ces deux lignes, 


Section 1 Section 2 


Fig. X.6. Allure de la variation de la température pour le contre-courant avec 
Won > Wir 


définie au point donné par les coordonnées £chs ttr, doit être égale à 
ten — ttr, Ce qui s’ensuit de la relation entre les conditions thermi- 
ques et la grandeur de la surface de transfert de chaleur. 


Wir =Wen 
Len- Vn= a 


LR PP 


Mo— Wir] Wen 


Fig. X.7. Graphique « ligne opératoire-ligne d'équilibre» pour le contre-cou- 
rant avec Weh << Wfr 


La définition de l'efficacité 


e= Wenteh1—tcn:) __ Wen (fch1—tcn 2) 
Wmin (tch1—ttr1) Wen (tch1—ttr1) 
implique 


— (£cn1 con tene)/(ten1 Dr ttr1) = ô/A, (X.36) 
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où Ô et À sont déterminés d'après le graphique « ligne fonctionnelle- 
ligne d’équilibre ». 

En complétant l'équation du bilan d'énergie, on peut écrire 
l'équation du transfert de chaleur. pour le flux thermique dg et la 
surface d'échange de chaleur dF: 


dq = K (ten — ttr) dF. (X.37) 
L'équation (X.34) permet de tirer 
d (ten — ttr) = M/Wir — 1/Wenl dq. 


En résolvant ensemble ces deux équations, on obtient 


d d(teh—trr) _ Wech_ 4 
th tte —|[1- Fe |. Wen LS (X-38) 


Cette expression peut être intégrée sans peine dans les limites des 
conditions d’entrée et de sortie du fluide chaud 


tch2—Ëtre __ Ge NU -Wen/Wrr] (X.39) 
tch1—fÎfr1 ai 


En examinant le graphique « ligne fonctionnelle-ligne d'équilibre » 
on découvre que 


tohe — tre = GA = À — 6; 


teh1 — tir = Ga = A — ® = A — ôîm 
De Ia sorte, 
tch2—ttre Le ei 1 — 6/A 


tch1— tri a] 1—6/Ams ? 
où mo = Wrr/Wen- Ensuite, utilisons l'équation (X.36) pour obtenir 


LT 1—e 
ay 1—(Wen/W1tr) e° 


En résolvant cette équation avec l'équation (X.39), puis en trans- 
formant légèrement l’équation obtenue, on aboutit à l’équation 
TNU-Wmin/Wmax) 


1—e… 
= mm 
-N(i-W AU ) 
1—(Wmin/Wmax) € DRPNMREX 


(X.40) 
où dans notre cas Win — Wen €t Wimax = Wi#r- Pourtant, on 
peut montrer que dans le cas Wir; = W,1n l'équation résultante 
pour & est identique à l'équation (X.40). Dans le cas du courant di- 
rect, une déduction analogue amène la relation 


SN + Wmin/Wma x) 


1 — 5 
ES TE WminWmax en 
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Dans les calculs des échangeurs on applique généralement l'équation 
Q = KFesrAtiogs (X.42) 


où Afg est la moyenne logarithmique de la différence des tempé- 
ratures, calculée pour le contre-courant réel. 

Pour un échangeur à contre-courant ea, = 1, alors que pour tous 
les autres modes de mouvement, ea, est inférieur à l’unité. 

Pour illustrer l’avantage de la méthode décrite, considérons la 
méthodologie de calcul de vérification, lorsque sont donnés F et 


A 
(e) 
/ 


TES 


Fig. X.8. Caractéristique de l'échangeur à courant croisé 


K, We, Wen teni €t ftra, et il faut déterminer la température des 
fluides à la sortie. 

En utilisant la moyenne arithmétique de la différence des tem- 
pératures Af,,,, on calcule d’abord : = W1,/Wen, puis on se donne 
la température finale pour calculer 


Z = (ttre — ttr)/(tch1 — tri) 


en première approximation. En utilisant le graphique correspon- 
dant et la valeur approchée de x, on détermine en première approxi- 
mation £a, Ensuite on évalue en première approximation Atyg 
et on calcule en première approximation Q = KFensAti,g. La 
température finale calculée est comparée avec celle qui a été adoptée, 
puis on reprend le calcul jusqu’à l’obtention d’une bonne coïncidence 
des températures retenue et calculée. 

Dans le cas du calcul avec utilisation de & et W, calculons d’ap- 
rès les données de départ Wnin/ Wimax et (V. En utilisant la figure 
X.8 pour le mode donné du mouvement relatif des courants et la 
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valeur de W,in/Wimnax déterminons e. Calculons la charge thermi- 
que 


Q = Win (en — ttri) € 
et les valeurs des températures finales d’après les équations 
(tre — Étr) Wir = Q = (ten — fche) Wene 


Il résulte de la comparaison ci-dessus qu’on peut résoudre directe- 
ment le problème en utilisant la relation entre € et NV, alors que le 
recours à la moyenne logarithmique de la différence des températu- 
res impose plusieurs approximations successives. 


$S X.3. Principes du calcul thermique 
des régénérateurs 


Les échangeurs par régénération se font généralement sous la 
forme d'’ajutages (sphères, treillis, tubes, etc.) placés à l’intérieur 
du tube et baignés périodiquement par les caloporteurs chaud et 
froid. Si on néglige les fuites de chaleur par le matériau de l’ajutage 
dans les sens longitudinal et transversal, l'équation différentielle 
du bilan da chaleur pour le matériau de l’ajutage s'écrit 


GA (te —t) dx de = c,M dx + dr, (X.43) 
les équations d'énergie du caloporteur sont respectivement, 


«Ar (t—te) dr dt=peVr ds LE dt + cm de dx (X.44) 
ou | 


ôt GA r — - 
= TE (te —t), (X.45) 


où Az est Je périmètre de la surface d'échange de chaleur; Af,, la 
masse du matériau de l’ajutage par unité de longueur ; c;, la chaleur 
spécifique du matériau de l’ajutage et 


LE +pL TE PE (tt). (X.46) 


Presque dans tous les cas le terme pV,/m est très petit. 
Pour un cycle du régénérateur les conditions d’univalence sont 
de la forme: 


pour æz=0, ft, = to = Const; 
Hs (X.47) 


pour T—=0, t = {, = const. 
Pour l’action continue à contre-courant et à période Ten — Const: 
pour z = 0, fe = teh- 
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Pendant la période de refroidissement 7T,., pour z = L les con- 
ditions aux limites {, = t,.; d'autre part, les températures du ma- 
tériau de l’ajutage et du caloporteur sont égales. 


Fig. X.9. Variations des températures de la matrice et du liquide dans un ré- 
générateur 


Introduisons de nouvelles variables : 


A A 
EL p= Lx 


cm CM ”? 

il vient: 
dUOn = tg — 1; (X.48) 
OUIOËE = t—t. (X.49) 


Les figures X.9, X.10 visualisent les résultats de résolution de ce 
système d'équations. 

H. Hausen a entrepris dans son ouvrage la tentative de tenir 
compte de l'influence qu'’execre l’irrégularité de la distribution de 
la température dans le matériau du régénérateur. 


$ X.2] CALCUL THERMIQUE DES RÉCUPÉRATEURS 551 


La chaleur transmise par le gaz à la paroi est déterminée par 
la formule 


Qr = &chA (lg. ch — 7 ch) Tech (X.50) 


et de la paroi au gaz froid, par la formule 
Qr = GretA (Ép.ret = tete) Trefs (X.51) 


où {, est la température moyenne du gaz; t}, la température moyenne 
du matériau. 


1,0 : 


0,9 


1634 567 8 9 10 


ŒretÂTref ( 1 
Mret Cret(Tent Tret) + retirer ra) 
Æntch 


Fig. X.10. Efficacité des récapérateurs sous un régime quasi stationnaire 


Si la température change dans le temps linéairement, c’est-à-dire 


si 
ôt/07t = const, 
il vient 
00 020 o?t 
nr Ts À a (5) =C 


et à la suite d'une double intégration on obtient une parabole. La 
pente de la parabole peut se calculer d’après les considérations sui- 
vantes (fig. X.11) 


ee) (7) (4), =) (mo): 
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La hauteur de la parabole est égale à la moitié de cette grandeur, 


et la différence 


m Fe lp. ref 


est égale à 2/3 de la hauteur de la parabole; donc 


M LS 
m p.-ref — A ÉÂATret ° 


(X.52) 


Fig. X.11. Variations des températures des parois et du gaz dans le temps 


Pour la période de chauffage 


CE 


et les différences des températures s’écrivent 


Ép.ch —t, = 


rs 1 1 b 
Lp.ch — Eperet = (— + ] EX ? 


Tch Tref 
lg.ch — Épech = L - 3 
&chTch 
lp.ret os lycret —- & a | 
chtch 


ou 


| 4 1 1 b 
{ 7 t 7 — Or | —— ( EEE x] e 
g.ch g-ref A &chTch RENE Tch gd Tref 6À 


et on a finalement 


| — = 
Qr= JS METRE TI D À (tg.ch — tg.ret)- 


* @chtch Vantre Tch Tref 6À 


(X.53) 


(X.54) 
(X.55) 


(X.56) 


(X.57) 


(X.58) 
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$S X.4. Comparaison des récupérateurs 
et des régénérateurs 


Sur la figure X.12 l'écoulement stabilisé de deux gaz I et II dans 
un récupérateur est comparé avec l’écoulement alternant dans un 
régénérateur. On peut supposer que la conductivité thermique de 


Gaz I! Gaz I! 
| Gaz Il —— | 


009205670700? OO 
Rss 


Fig. X.12. Schéma comparatif d’un récupérateur (a) et d’un régénérateur (b) 


la paroi est nulle dans la direction x et infiniment grande dans la 
direction y (K, = 0; Æ, = oo). 

La distribution des températures de la paroi en régime station- 
naire du régénérateur à contre-courant peut être représentée en 


Fig. X.13. Courbe de la distribution de la température de la paroi d’un régé- 
nérateur 


moyenne par une courbe en S donnée par la figure X.13. Pendant 
la période de chauffage la température augmente en tous les points; 
dans la période de refroidissement, elle baisse de façon que la courbe 


36—-1289 
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se déplace dans le temps en haut et en bas à peu près à des distances 
égales. La courbe de la distribution de la température dans le gaz 
est identique à celle de la figure X.13 de t — 0 à t — +r. La masse 
m peut passer par une certaine section droite du récupérateur, et 
les températures en deux points aux distances x, et r. du bord gauche 
peuvent prendre les valeurs tr, et tr... Etant donné que sous le 
régime stationnaire le gaz Ï reçoit entre les points 7 et 2 la même 
quantité de chaleur que perd le gaz J1, il vient 


mx (Chr (re — tr, 1) = My (Chhrt (tire — tir). 


(X.59) 


Une relation analogue s'obtient pour un régénérateur si l'échange 
de chaleur entre les points 7 et 2 est envisagé d’abord dans la période 
de refroidissement pr, puis dans celle d’échauffement p;1. Si on 
désigne par {11m €©t Î{1.2m leS températures moyennes respective- 
ment aux points J et 2 pour la période pr, la chaleur reçue par le gaz 
I entre les points Z et 2 s'écrit 


Qi = mr (Chr Lérem — É, ml. 
et celle cédé par le gaz 11, 
Qu = +mn (Chat Lit, em — tir, ml. 
Sous le régime stationnaire Qr = Qrr; donc 


m (Cp) [tr,om —"{]. 1m) = Mi] (c,)1 Lérrs om — ÊIT, im: 


(X.60) 


En partant du fait que les positions des points J et 2 sont choisies 
arbitrairement pour)le cas de masses, chaleurs spécifiques et tempé- 
ratures à l’entrée égales sous les conditions que les températures du 
régénérateur sont dans le temps des grandeurs moyennes, on peut 
tirer la conclusion suivante. Si en un point quelconque du régéné- 
rateur les deux gaz ont les mêmes températures qu au point corres- 
pondant du récupérateur, alors à tout point du régénérateur corres- 
pond un point du récupérateur, où les températures des deux gaz sont 
égales aux températures correspondantes dans le régénérateur. Il 
s'ensuit que les différences des températures des deux gaz dans les 
deux types des échangeurs sont égales elles aussi. Ceci ne signifie 
pourtant pas que la distance x; — x, entre deux points correspon- 
dants est la même dans les deux échangeurs. | 

Si on néglige la?chute de la température dans la paroi sépara- 
trice du récupérateur dans le sens y et utilise les grandeurs ax, &rr et 
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tp, la quantité de chaleur transmise suivant la longueur en un inter- 
valle de temps At s'écrit 


dQ = a;W dx At (tp — ti), (X.61) 
ou 
dQ = Cr] W dzATt (rt = tp). (X.62) 
Si on introduit le coefficient de transfert de chaleur total 
: 1 
ne 41/1 +1/œrr ? 
les équations (X.61), (X.62) peuvent être réunies en une seule 
dQ — KW dxAt (êrr = tr). (X.64) 


Pour déduire les équations correspondantes d’un régénérateur, on 
peut admettre que 


(X.63) 


AT = pr = Pr = D. (X.65) 
La chaleur transmise au gaz froid en un intervalle de temps dt est 
d’'Q = œ1W dx (ty. 1 — tr) dr. 
La chaleur transmise en une période AT = px} 
PI 
dQ=a;W dx | (éw.1— tr) dt = @1W dxpi (tiv.1m— tim)e (X.66) 
0 
Pour la période de chauffage At = prr 
dQ = ar1W dxprx (tir m — lw.11m)- (X.67) 


Dans le cas donné par l’équation (X.65) ces deux équations corres- 
pondent aux équations (X.61) et (X.62). Chacune d'elles n’est pour- 
tant vraie que pour la demi-période de fonctionnement. Par consé- 
quent, si les grandeurs correspondantes k et { sont égales, l'intensité 
de l’échange de chaleur dans Île récupérateur est deux fois supérieure 
à celle du régénérateur. Ceci s'explique par le fait qu'avec Az = W 
et Az = L dans le récupérateur sont utilisées deux aires de surfaces 
WL par rapport à une seule aire active de surface W L utilisée dans 
le régénérateur. Donc, pour assurer un fonctionnement continu, 
il faut disposer soit de deux régénérateurs, soit d’un seul récupéra- 
teur. D'autre part, les températures moyennes f,, 1m €t tp.11m dans 
le régénérateur sont différentes, alors que dans le récupérateur (pour 
Kst = 00) 


tou = tpait = tp. (X.68) 
Conformément à la figure X.14, 
tp.tim — lp.im = Atpm (X.69) 
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et les équations (X.66) et (X.67) peuvent donc être réunies 
dQ = KWdzxp [(£11m — 1m) —_ Atpml- (X.70) 


Pour p —+ 0, Atym — 0, les courbes £,, 1 et th 11 (fig. X.14) devien- 
nent des lignes droites identiques. Dans ce cas l'équation (X.70) 
acquiert une forme qui ressemble à celle de l’équation (X.64). 


Fr — Trot 


Ten 


Fig. X.14. Variations des températures dans les périodes de chauffage et de 
refroidissement d’un régénérateur 


Si maintenant pour un système de deux régénérateurs au point 
x la différence trr,.m — {1.m est la même que celle f;r — tr d’un ré- 
cupérateur pour la même valeur de x, ceci reste vrai également pour 
toute valeur de x. Autrement dit, la distance z, — x, entre deux 
points correspondants d’un récupérateur et d’un régénérateur est la 
même. 

Pour p > 0, pourtant, At». m # 0, et cette différence augmente 
avec l'augmentation de p dans le cas du contre-courant et lorsque 
les points x s’approchent des extrémités du récupérateur. Donc, 
les points ær et zrr, où les différences des températures pour le 
récupérateur et le régénérateur sont les mêmes, ne sont plus identi- 
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ques. Pour un courant direct, At, M peut prendre des valeurs néga- 
tives. L'efficacité d’un régénérateur peut se déterminer comme 


Mréd = Q/Q1a, (X-71) 


où Q est la quantité de chaleur réellement transmise; Qia, la valeur 
idéale définie par la quantité de chaleur qui serait transmise si la 
température du gaz froid pouvait être poussée jusqu’à celle du gaz 
chaud à l'entrée. Pour des périodes infiniment petites, dans le cas 
du contre-courant, la grandeur n#. est la même que celle d'un ré- 
cupérateur, mais avec l'augmentation de p, nreg diminue. Pourtant, 
dans le cas du courant direct, si At, m devient une grandeur négative, 
nr augmente avec la croissance de p. Puisque dans le cas général 
l'efficacité d’un régénérateur est plus petite que celle d'un récupéra- 
teur, dans certains cas les avantages importants d'un régénérateur 
sont déterminés par des considérations relatives à la construction. 
En particulier, les surfaces d'échange de chaleur d'un régénérateur 
peuvent être sensiblement plus grandes que pour un récuperateur. 
On a intérêt de comparer les coefficients de transfert de 
chaleur totaux d'un récupérateur et des systèmes de deux régénéra- 
teurs identiques chacun de période p — p; = pir en utilisant l'équa- 
tion (X.58): 
es tp lp Pl 1 1 ]  (X7 
U | GIPI  3Ky Pr | Pu }+ @TIPII (pit pu). (À-72) 
Le coefficient de transfert de chaleur total X, du système con- 
sidéré sera le double de la grandeur X donnée par l’équation (X.72) 


1 1 4 Y | # 
D De, X.73 
Ky 2K «ar 3Ay + II À ) 
En même temps, pour un récupérateur équivalent 
4 { Tia 4 
—_— = — +92 ET + — X.74) 
À ec @I # Ky arr” ( 


Où 2Ÿh.re est l'épaisseur de la paroi du récupérateur. 

Par conséquent, deux régénérateurs à épaisseur de la paroi 2Yp 
peuvent transmettre la même quantité de chaleur qu’un récupérateur 
à épaisseur de la paroi 2Ÿ,, ré — 2/3Y,. Alors que par la paroi d’un 
récupérateur doit passer toute la quantité de chaleur, dans la paroi 
du régénérateur elle pénètre environ à 1/4 de son épaisseur, puis re- 
vient, de façon que son parcours total est environ égal à la moitié 
de l'épaisseur de la paroi. Cette différence dans le mécanisme de 
l'échange de chaleur fait que la différence de températures tp.tim — 
— lp,im nécessaire pour transmettre une quantité définie de chaleur 
dans un régénérateur est dédoublée par rapport à la différence de 
températures correspondante dans un récupérateur. Bien plus, la 
quantité de chaleur cédée à la paroi diminue avec l'augmentation 
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de la distance y de la surface contournée, de sorte que la différence de 
températures nécessaire est également plus petite, ce qui entraîne 
la diminution de la différence de températures environ de 2/3, la 
diminution totale du rapport devenant égale à (1/2)-(2/3) = 1/3. 

Par conséquent, le même flux thermique dans un régénérateur 
impose seulement 1/3 de la différence de températures par rapport 
au récupérateur. Notons que pour déterminer l'intensité du transfert 
de chaleur total par 1° de différence de températures, dans l'équation 
(X.72), le coefficient X,; doit être multiplié par la valeur de la sur- 
face chauffée d’un seul régénérateur. Ceci correspond au fait qu’un 
récupérateur possède également deux surfaces (extérieure et intérieu- 
re), mais le calcul ne porte que sur une seule, ou plus précisément sur 
leur valeur moyenne. 
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